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Dans  cette  nouvelle  Edition,  I’Algèbre  est  divisée  en  deux 
sections  qui  forment  neuf  chapitres,  et  qui  correspondent  à 
l’ordre  adopté  dans  les  Collèges  royaux  pour  l’étude  des  Mathé- 
matiques. 

La  r remi ère  section  , composée  de  cinq  chapitres , renferme 
la  partie  de  l’Algèbre  qù’on  enseigne  dans  la  classe  de  Mathé- 
matiques élémentaires  ; elle  contient  les  connaissances  algé- 
briques exigées  , pour  l'admission  directe  dans  la  Marine  en 
qualité  d’élève  de  seconde  classe , et  pour  la  sortie  de  l’École  de 
Marine  cT  Angouléme,  de  l’École  spèciale  militaire  de  Saint- 
Cyr,  et  de  l’Ecole  Forestière. 

Nous  allons  indiquer  les  principaux  articles  qui  distinguent 
cette  édition  des  précédentes. 

On  admet  ordinairement  en  Algèbre,  que  les  propriétés  qui 
conviennent  aux  quantités  commensurabies,  s’appliquent  aux 
incommensurables;  j’ai  pensé  que  ce  principe  n’étant  pas  admis 
en  Géométrie,  il  était  nécessaire  d’en  donner  une  démonstration 
générale. 

La  manière  dont  on  démontre  ordinairement  la  règle  des 
signes  pour  la  multiplication  des  monomes  me  parait  peu  rigou- 
reuse; je  crois  que  les  raisonnemens  que  j’emploie  satisfont 
mieux  l’esprit,  parce  qu’ils  ne  sont  qu’une  extension  de  la  défi- 
nition que  j’ai  donnée  de  la  multiplication  arithmétique. 

La  définition  que  j’ai  adoptée  pour  les  exposans  me  fournit  le. 
moyen  d’interpréter  le  sens  qu’on  doit  attacher  à l’exposant 
zéro,  et  aux  exposans  négatifs. 

J’ai  fait  voir , à l’aide  d’un  artifice  de  calcul , dans  quel  cas. 
xm  ±.am  est  divisible  par  xdza. 

Pour  faire  apprécier  les  avantages  de  l’Algèbre , j’ai  résolu 
par  son  moyen,  une  partie  des  problèmes  qui  se  trouvent  dans 
mon  Arithmétique. 

J’ai  consacré  un  paragraphe  à la  Théorie  des  inégalités,  que 
j’ai  traitée  d’une  manière  nouvelle. 

J’ai  cru  convenable  de  faire  connaître  avec  détail,  les  pro-y  ’ 
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j>r (étés  des  trinômes  du  second  degré  qui  servent  dans  l’ appli- 
cation de  l’Algèbre  à la  Géométrie, 

La  résolution  de  quelques  problèmes  du  second  degré  m’a 
conduit  à reconnaître , par  un  caractère  général j si  des  formules 
peuvent  convenir  à d’autres  équations  que  celles  dont  elles  ont 
été  déduites. 

J’ai  fait  voir  que  les  nombres  qu’on  a désignés  en  Arithmé- 
tique sous  le  nom  de  logarithmes  > et  qui  résultent  de  la  com- 
paraison dfe  deux  progressions,  peuvent  être  considérés  comme 
les  cxposans  des  puissances  auxquelles  il  suffit  d’élever  une 
quantité  constante  pour  obtenir  les  nombres  dont  on  cherche 
les  logarithmes.  On  trouvera  dans  les  notes  le  moyen  de  cal- 
culer les  limites  des  erreurs  que  l’on  peut  commettre  en  faisant 
usage  d’une  table  de  logarithmes. 

La  deuxième  section  , composée  de  quatre  chapitres , renferme 
la  partie  de  l’Algèbre  qu’on  voit  dans  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 

J’ai  complété  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  au 
moyen  de  deux  théorèmes  que  j’ai  extraits  d’un  mémoire  qui 
vient  d’être  publié  par  mon  collègue  M.  Lefébure  de  Fourçy. 

Dans  le  septième  chapitre , qui  traite  de  la  théorie  générale 
des  équations , je  n’ai  pas  cru  devoir  considérer  les  valeurs  in- 
finies des  inconnues,  parce  qu’elles  ne  servent  que  dans  V Ana- 
lyse appliquée ■ J’ai  supposé  que  toute  équation  a une  racine  ; 
ce  théorème  important,  qui  sert  de  base  à la  résolution  des 
équations  numériques,  a été  démontré  par  M.  Cauchy  ; mais 
cette  démonstration  ne  saurait  trouver  place  dans  un  ouvrage 
élémentaire. 

Les  sept  premiers  chapitres  composent  la  partie  de  F Algèbre 
qui  est  exigée  pour  l’admission  à f École  Polytechnique. 

Le  huitième  chapitre  renferme  diverses  questions  qui  sont 
propres  à exercer  l’esprit  des  élèves  et  à les  disposer  aux  exa- 
mens. Parmi  ces  questions,  il  enr  est  qui  m’ont  conduit  à une 
méthode  à l’aide  de  laquelle  on  peut  souvent  éviter  les  valeurs 
des  inconnues  qui  ne  conviennent  pas  au  problème  proposé. 

Le  neuvième  et  dernier  chapitre  contient  diverses  théories  qui 
sont  de  nature  à prépaivr  aux  cours  de  l’Ecole  Polytechnique . 
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J’ai  donné  dans  le  n°  335,  deux  démonstrations  de  la  for- 
mule du  binôme  de  Newton  pour  un  exposant  quelconque. 

La  première  de  ces  démonstrations,  qui  est  celle  d’ Euler  un 
peu  simplifiée,  supposequel’on  connaisse  le  développement  dans 
le  cas  de  l’exposant  entier  positif. 

La  deuxième  démonstration , que  j’ai  publiée  pour  la  pre- 
mière fois  en  1800 , ne  suppose  pas,  comme  on  le  fait  ordinai- 
rêment , que  l’on  connaisse  d’avance  la  forme  du  développe- 
ment; et  elle  convient  immédiatement  au  cas  011  l’exposant  est 
positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire. 

J’ai  conservé  dans  cette  édition,  la  Théorie  des  équations 
réciproques  telle  que  je  l’avais  exposée  pour  la  première  fois 
dans  l’édition  de  mon  Algèbre  publiée  en  1800.  On  appelait 
équations  réciproques , celles  dont  les  coefficiens  des  termes  éga- 
lement distans  dès  extrêmes  étaient  égaux  et  de  mêmes  signes. 
La  nouvelle  définition  que  j’ai  proposée,  et  qui  est  aujourd’hui 
généralement  adoptée , m’a  fourni  le  moyen  de  résoudre  non- 
seulement  les  équations  de  cette  forme,  mais  encore  celles  dont 
les  coefficiens  des  termes,  également  distans  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

La  Théorie  des  fonctions  symétriques  n’étant  pas  exigée  pour 
l’admission  à l’Ecole  Polytechnique,  n’a  pu  trouver  sa  place 
dans  les  sept  premiers  chapitres  de  ce  Traité.  J’ai  donc  été  forcé 
de  donner  l 'élimination  par  le  procédé  du  plus  grand  commun 
diviseur,  afin  d’en  déduire  le  moyen  de  calculer  l’équation  aux 
différences  qui  est  indispensable  dans  la  recherche  des  racines 
incommensurables  d’une  équation  numérique  à une  seule  in- 
connue. Ce  mode  d’élimination , le  plus  simple  dans  la  pratique, 
a l’inconvénient  de  conduire  à une  équation  finale  qui  tournit 
quelquefois  des  valeurs  étrangères  de  l’inconnue. 

Les  élèves  qui  étudieront  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
feront  bien  de  s’en'  occuper  avant  de  passer  à la  résolution  des 
équations  numériques  ; ils  en  tireront  l’avantage  , indépendam- 
ment de  l’importance  que  cette  théorie  présente  par  elle-même, 
de  parvenir  directement  à l’équation  aux  quarrés  des  différences, 
et  de  pouvoir  ainsi  calculer  les  racines  incommensurables  d’une 
équation  à une  seule  inconnue , sans  avoir  recours  à aucune  mé- 
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thode  d’élimination.  Ils  auront  en  outre  la  facilité  de  traiter  la 
théorie  de  l’élimination  au  moyen  des  fonctions  symétriques, 
et  d’éviter  ainsi  les  discussions  embarrassantes  qu’offre  cette 
théorie  lorsqu’on  la  donne  par  le  plus  grand  commun  diviseur. 

On  doit  cependant  observer  que  lorsqu’on  a recours  à l’éli- 
mination pour  résoudre  deux  équations  à deux  inconnues , la 
méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  est  la  plus  commode, 
parce  qu’elle  fait  dépendre  la  résolution  des  équations  propb- 
sées,  de  la  recherche  des  solutions  de  deux  nouvelles  équations 
dont  l’une,  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue,  fournit  les  va- 
leurs de  cette  inconnue,  et  dont  l’autre  qui  est  généralement 
du  premier  degré  par  rapport  à la  seconde  inconnue,  détermine 
les  valeurs  correspondantes  de  cette  inconnue.  Il  n’en  est  pas  de 
même  quand  on  obtient  l’équation  finale  par  les  fonctions  symé- 
triques; cette  équation  ne  renferme  à la  vérité  que  les  bonnes 
valeurs  d’une  des  inconnues,  mais  comme  il  faut  substituer 
chaque  fois  la  valeur  exacte  de  cette  inconnue  dans  les  deux 
équations  proposées,  pour  déterminer  les  valeurs  correspon- 
dantes de  l’autre  inconnue,  on  ne  saurait  obtenir  de  cette  ma- 
nière que.  les  solutions  qui  correspondent  aux  racines  de  l’équa- 
tion finale  dont  on  connaît  les  valeurs  exactes. 

J’ose  espérer  que  la  comparaison  de  cette  nouvelle  édition 
avec  les  précédentes,  fera  voir  que  j’ai  cherché  à profiter  des 
avis  que  j’ai  reçus  des  personnes  qui  veulent  bien  enseigner 
mes  ouvrages;  je  dois  particulièrement  des  remerciemens  à 
M.  Mayer,  ancien  élève  de  l’École  Polytechnique. 

On  pourra  passer  à la  première  lecture  les  articles  dont  les 
numéros  sont  précédés  d’une  étoile  *,  mais  il  sera  utile  d’y  re- 
venir ensuite. 

Les  numéros  placés  entre  parenthèses  indiquent  des  renvois 
aux  articles  correspondans  de  Y Algèbre  de  mon  Arithmétique 
(4'  édition).  Ainsi,  dans  la  page  177,  le  signe  (n°  19)  renvoie 
au  principe  de  l’article  19  (page  24)»  et  dans  la  page  5o,  le 
signe  ( Arith . n°  5i)  renvoie  à l’article  5i  de  mon  Arithmé- 
tique (page  47)- 
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PREMIÈRE  SECTIO 


CHAPITRE  PREMI 


Préliminaires.  Addition,  Soustraction , Multiplica- 
tion , Division , Fractions. 

• .T* 

Ier.  Introduction.  Signes  algébriques.  Des  Monomcs  et  des 
Polynômes . 

• 1 

i.  Dans  les  questions  que  nous  avons  résolues  en  Arithmé- 
tique, les  relations  indiquées  par  l’énoncé  du  problème , entre 
les  quantités  counues  et  inconnues,  étaient  assez  simples  pour 
qu’on  pût,  à l’aide  de  quelques»raisonnemens,  en'^léduire  les 
valeurs  des  inconnues,  en  opérant  constamment  sur  des  nombres 
connus.  Mais,  quand  ces  relations  sont  plus  compliquées,  les 
raisonnemens  pour  trouver  les  inconnues  deviennent  si  diffi- 
ciles et  sont  tellement  multipliés,  que  les  procédés  arithmé- 
tiques ne  peuvent  plus  suffire.  On  a alors  recours  à des  méthodes 
nouvelles  qui  ont  donné  naissance  à I’Ai.oèbbe. 

On  représente  les  inconnues  par  des  caractères  particuliers, 
qui  sont  ordinairement  les  dernières  lettres  de  l’alphabet,  et 
l’on  indique  les  opérations  par  des  signes;  cela  fournit  Je  moyen 
d’écrire  d’une  manière  abrégée  les  relations  primitives  établies 
par  l’énoncé  de  la  question  entre  lcsquantités  connues  et  incon- 
nues. On  en  déduit  ensuite  les  valeurs  4es  inconnues,  à l’aide 
de  règles  fixes. 
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Nous  allons  traiter  une  question  très  simple  qui  jettera  du 
jour  sur  ces  considérations  générales , et  nous  ferons  usage  des 
signes 

+ — • X = 

déjà  employés  en  Arithmétique, qui  signifient  respectivement 
plus j moins j multiplié  par,  égale. 

Problème.  La  somme  de  deux  nombres  est  18.,  leur  différence 
est  4-  Trouver  ces  deux  nombres. 

On  désigne  le  plus  petit  des  deux  nombres  inconnus  par  x ; 
d’après  l’cnoncé,  le  plus  grand  sera  x -f-  4-  Or,  la  somme  de 
ces  deux  nombres , indiquée  par  x -f-  (x  + 4),  doit  être  18.  Les 
relations  qui  existent  entre  les  nombres  connus  et  inconnus 
seront  donc  exprimées  d’une  manière  abrégée  par  l’égalité 

x+  x+4=  18, 
qui  a reçu  le  nom  d 'équation. 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x,  on  observe  que 
x 4-  x 4-  4 étant  la  même  chose  que 

2 fois  x + 4 » ou  <lue  JcXî  + 4» 

l’équation  primitive  revient  à 

x X 2 -1-  4 = *8. 

Si  des  deux  quantités  égales  x X 2 + 4 et  >8,  on  retranche  4. 
les  restes  x X 2 et  «4  seront  égaux  et  fourniront  la  nouvelle 
équation 

x X 2 = 14. 

Divisant  par  2 les  quantités  égales  x X 2 et  14,  les  quotiens 
x et  7 seront  égaux,  et  donneront  l’équation 

x=7, 

qui  fait  connaître  le  plus  petit  des  deux  nombres  demandés. 

Le  plus  grand  de  ces  nombres  sera  donc  7 + 4 ou  11 

1|  est  facile  de  s’assurer  que  les  nombres  7 et  1 1 satisfont  à 
toutes  les  conditions  du  problème  ; car  leur  somme  est  7 -f-  1 1 
ou  18 , et  leur  différence  est  1 1 — 7 ou  4- 
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On  voit  que  la  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour  ré- 
soudre le  problème  proposé,  se  compose  de  deuxpartiesdistinctesî 

Dans  la  première  partie j on  a écrit  d’une  manière  abrégée  le9 
conditions  du  problème,  à l’aide  des  signes  algébriques ; ce  qui  a 
fourni  une  équation  entre  les  nombres  connus  et  inconnus.  C’est 
ce  qu’on  appelle  mettre  le  problème  en  équation. 

Dans  la  seconde  partie , on  est  parvenu  à la  valeur  de  l’in- 
connue en  soumettant  l’équation  primitive  du  problème  à des 
transformations  très  simples.  C’est  ce  qu’on  nomme  résoudre 
f équation. 

Enfin,  on  a fait  la  preuve  en  s’assurant  que  les  valeurs  obte- 
nues pour  les  inconnues  satisfont  à toutes  les  conditions  du  pro- 
blème. 

On  aperçoit  aisément  que  ces  moyens  de  simplification , sont 
applicables  à tous  les  problèmes. 

Si  l’on  prenait  dans  la  question  proposée  d’autres  nombres 
pour  la  somme  et  la  différence , les  valeurs  des  deux  nombres 
inconnus  changeraient,  mais  les  raisonnemens  et  les  calculs  à 
faire  pour  déduire  ces  nombres  inconnus  de  la  somme  et  de  la 
différence  j resteraient  les  mêmes.  Par  conséquent,  pour  par- 
venir à une  expression  générale  de  l’inconnue  x qui  conserve  la 
trace  des  opérations  arithmétiques  qu’il  faut  exécuter  sur  les 
nombres  donnés  18  et  4,  pour  obtenir  'là  valeur  de  cette  incon- 
nue, il  suffit,  dans  les  diverses  transformations  précédentes  de 
l’équation  primitive,  de  se  borner  'i  Indiquer  les  opérations 
arithmétiques,  au  lieu  de  les  effectuer. 

En  opérant  de  cette  manière,  l’équation  primitive 

x X * -+•  4 — *8, 

conduits  x Xi  = >8 — 4»  x = — -. 

2 

Ce  dernier  résultat  jouit  de  la  propriété  demandée  j car  il 
nous  apprend  que  le  plus  petit  nombre  x peut  toujours  se  dé- 
duire directement  de  la  somme  et  de  la  différence  données  j en 
retranchant  la  différence  de  la  somme , et  en  divisant  le  reste 
par  2. 
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D’après  cette  règle , lorsque  la  somme  de  deux  nombres  étant 
20,  leur  différence  est  4 > on  obtient  directement  le  plus  petit 
de  ces  nombres  en  divisant  20  — 4 ou  *6  par  2;  ce  qui  donne  8. 
Le  plus  grand  nombre  est  donc  8 -|-  4 ou  12. 

Si,  la  somme  des  deux  nombres  inconnus  étant  18,  leur  dif- 
férence était  2 , en  désignant  toujours  par  x le  plus  petit  de  ces 
nombres,  on  serait  conduit  aux  équations 


x-f- x -+•  2=  18,  1X2=18  - 2,  x = — -, 


et  cette  valeur  de  x aurait  l’inconvénient  de  ne  plus  faire  con- 
naître comment  l’inconnue  se  déduit  des  données  18  et  2;  car 
on  pourrait  croire  qu’il  faut  retrancher  lu  différence  donnée  2 
de  la  somme  18,  et  diviser  le  reste  par  la  différence  don- 
née 2.  Ce  qui  n’est  pas  généralement  vrai , puisque  le  dénomi- 
nateur 2 de  la  valeur  de  x , résultant  de  ce  qu’on  a remplacé 
dans  l’équation  primitive,  x -f-  x par  x X 2,  ce  dénominateur 
sera  toujours  2 , quelles  que  soient  la  somme  et  la  différence  don- 
nées , tandis  que  dans  le  numérateur  18  — 2,1e  même  nombre  2 
exprime  la  différence  donnée  qui  peut  changer. 

Pour  éviter  que  la  réduction  des  termes  qui  renferment  l’in- 
connue , ne  puisse  induire  en  erreur , en  introduisant  des  nom- 
bres qui  se  confondent  avec  les  données  particulières  de  la  ques- 
tion proposée , et  afin  que  l’expression  de  l’inconnue  conserve 
la  trace  des  calculs  arithmétiques  à faire  sur  les  données  pour 
en  déduire  directement  cette  valeur  de  l’inconnue,  sans  être 
obligé  de  passer  par  toutes  les  transformations  de  l’équation 
primitive,  on  a représenté  les  quantités  données  par  des  carac- 
tères généraux  qui  sont  ordinairement  les  premières  lettres  de 
l’alphabet. 

Ainsi , dans  le  problème  précédent , on  désigne  par  a la  somme 
des  deux  nombres  inconnus  et  par  b leur  différence ; le  plus 
petit  de  ces  nombres  étant  x , le  plus  grand  sera  .r  4-  è , et  leur 
somme  devant  être  égale  a a,  on  aura 

x-f-x-f -b  = a,  ou  xX  2 -\-b  = a,  ou  ar + b = a {*}. 


(*)  Pour  indiquer  le  produit  île  x par  a on  écrit  ix. 
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La  somme  îles  quantités  2 x , b,  étant  a , on  obtiendra  %x  en 
ôtant  b de  a;  de  sorte  que 

2 x — a — b. 


Le  plus  petit  nombre  x est  donc  égal  à la  moitié  de  a — b, 

, a — • b 

ou  a . 

2 

On  obtiendra  donc  le  plus  petit  nombre  en  retranchant  de  la 
somme  a des  nombres  cherchés , la  différence  donnée  b,  et  en 
divisant  le  reste  par  2. 

On  peut  aussi  déduire  directement  le  plus  grand  nombre,  de 
la  somme  et  de  la  différence  données  ; car  l’expression  générale 

du  plus  petit  des  nombres  cherchés  étant  a -,  il  suffit  de  lui 

ajouter  la  différence  donnée  b pour  obtenir  le  plus  grand  nombre. 
Lejilus  grand  nombre  a donc  pour  expression  générale, 


ou 


a — b •+-  26 
2 


Or , a — b -j-  ib  se  réduit  à a + b ; car  ôter  une  fois  b de  a, 
pour  ajouter  ensuite  2 fois  b au  résultat  a — b,  revient  à ajouter 
une  fois  b à a. 

Le  plus  grand  nombre  étant  exprimé  par  — — — x on  voit  que 

pour  le  déterminer  j il  suffit  (Rajouter  la  différence  des  nombres 
cherchés  à leur  somme  et  de  diviser  le  résultat  par  2. 

Si  l’on  veut  parvenir  directement  à cette  expression  générale 
du  plus  grand  des  deux  nombres  cherchés,  on  désignera  ce 
nombre  par  x , le  plus  petit  nombre  sera  x — b , et  la  somme 
de  ces  deux  nombres  devant  être  a , on  aura 


x -f- x — bz=a,  ou  2 je  — b — a. 


Pour  résoudre  cette  équation , on  ajoute  b aux  deux  quantités 
égales  %x  — b et  a;  les  sommes  2a:  — b b eX  a b étant 
égales , on  a 

2r  — b + b = a~\-b\ 
ce  qui  se  réduit  à 2 x=  a b , 
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car,  lorsque  après  avoir  ôté  b de  ax,  on  ajoute  b au  résultat 
2X — b,  ces  deux  opérations  se  détruisent  nécessairement  et 
donnent  2 «. 

Enfin , pour  résoudre  l’équation  2X  = a + b , 
on  divise  par  2 les  quantités  égales  2x  et  a + b ; les  quotiens  x et 

» + i,.  a + i 

— - — étant  égaux , on  a x = , 

ce  qui  détermine  le  plus  grand  des  deux  nombres  cherchés. 
Pour  en  déduire  le  plus  petit,  on  ôte  la  différence  b , du  plus 

grand  nombre  l’expression  générale  du  plus  petit 

nombre  est  donc 


a + b 


■ b , 


o + i> 


2 b a 4-  b — 2 b 

■ — , ou  , 


ou 


car  il  est  évident  qu’ajouter  une  fois  b b a pour  ôter  ensifite 
2 fois  b du  résultat,  revient  à ôter  une  fois  b de  a. 

On  peut  donner  une  autre  forme  aux  expressions  ° ^ > 

° , car  d’après  ce  qui  a été  démontré  dans  l’Arithmétique , 

b a — b 

2 a 

Par  conséquent , 


a 

2 


et 


a i a + b 

2 ~ 2 2 


le  plus  petit  nombre  = ^ ^ , 

le  plus  grand  nombre  = ^ -4-  ' • 


a.  Ces  résultats  sont  des  formules  qui  nous  apprennent  que, 
connaissant  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres , le  plus 
petit  est  égal  à la  demi-somme  moins  la  demi-différence j et  le 
plus  grand  est  égal  à la  demi-tomme  plus  la  demi-différence. 


t 
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Notations  *t  définitions. 


3.  La  recherche  des  valeurs  des  inconnues  conduisant  à effec- 
tuer des  additions , des  soustractions , des  multiplications  et  des 
divisions,  sur  des  quantités  représentées  par  des  lettres,  nous 
allons  donner  les  moyens  d’exécuter  ces  opérations  ; mais  aupa- 
ravant, nous  ferons  connaître  quelques  nouvelles  notations. 

Pour  désigner  la  somme  ou  la  différence  des  quantités  repré- 
sentées'par  a et  b on  écrit  a -J-  b°,  ou  a — b. 

Chacune  des  expressions  a X b,  ab,  indique  le  produit  de 
a par  b. 

Pour  marquer  le  quotient  de  la  division  de  a par  b , on  écrit 


. j.  a 

a:  b ou 


Lorsqu’on  veut  indiquer  une  opération  à effectuer  sur  une 
quantité,  on  place  quelquefois  cette  quantité  entre  parenthèse  t 
et  on  met  le  signe  de  l’opération  hors  de  la  parenthèse. 

Ainsi , (a  — b)  •+■  (c  — d)  et  (a  — b)  — (c  — d),  désignent 
respectivement  la  somme  et  la  différence  des  deux  quantités 
a — b,  c — d. 


Pour  indiquer  le  produit  de  a — b par  o — d,  on  écrit 
(a  — b)  X (c — d),  ou  simplement  (a  — b ) (c  — d). 

Chacune  des  expressions 


(a  — b)  fa  — b\ 

V=d)’ 


*■ 

(a  — b):  (c — d), 


représente  le  quotient  de  a — b par  c — d. 

Pour  marquer  que  deux  quantités  sont  inégales,  on  met  entre 
elles  l’un  des  signes  > ou  < , qui  signifie  plus  grand  ou  plus 
petit. 

Ainsi » b < e est  une  inégalité  qui  exprime  que  b est  plus 
petit  que  c. 

Pour  indiquer  la  somme  de  plusieurs  quantités  égales  entre 
elles,  on  écrit  une  de  ces  quantités  et  on  met  à sa  gauche'  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  elle  est  répétée  ; ce  nombre 
s’appelle  coefficient. 
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Ainsi , 3 b représente  la  somme  de  3 quantités  égales  à b ; 3 est 
le  coefficient  ou  le  multiplicateur  de  b. 

Lorsqu’on  multiplie  une  quantité  plusieurs  fois  par  elle- 
mémej  le  produit  est  une  puissance  de  cette  quantité , et  cette 
quantité  est  la  racine  de  la  puissance. 

Ainsi , la  puissance  de  b est  le  produit  de  m facteurs 
égaux  à b , et  la  racine  rnitm'  de  a est  la  quantité  qui  prise  m 
fois  comme  facteur  donne  un  produit  égal  à ». 

Pour  indiquer  le  produit  de  m facteurs  égaux  à b , c’est-à- 
dire  la  mi/m‘  puissance  de  b,  on  écrit  bm,  et  m est  ce  qu’on 
nomme  Y exposant  de  b. 

Ainsi,  b3  représente  le  produit  de  3 quantités  égales  à b-,  3 est 
l’exposant  An  b. 

Or,  b3  revient  à i X b X b X b.  On  peut  donc  dire  aussi  que 
l’exposant  d’une  quantité  marque  combien  de  fois  l’unité  est 
multipliée  par  cette  quantité. 

On  e3t  convenu  de  supprimer  les  coefliciens  et  les  es  posa  ns , 
lorsqu’ils  sont  égaux  à l’unité-  De  sorte  que  i b’a’c'  a la  même 
valeur  que  bac. 

m 

Pour  désigner  la  racine  m,lmt  de  a. , on  écrit  l/«,  et  m est  le 

degré  OU  Y indice  du  radical  \/  a. 

Pour  indiquer  la  racine  quarrce  ou  deuxième  d’un  nombre,  on 

peut  placer  ce  nombre  sous  le  signe  \/  ; mais  ordinairement 

on  fait  abstraction  de  l’indice  2.  De  sorte  que  V'b  représente  la 
racine  quarrée  de  b. 

Chacune  des  quantités  a,  3êc*,est  un  monome ; la  réunion 
de  plusieurs  monomes  affectés  des  signes  -f-  et  — , est  un  po- 
lynomej  et  ces  monomes  sont  les  termes  du  polynôme.  Selon 
qu’on  veut  exprimer  qu’une  quantité  est  composée  de  deux  mo- 
nomes, de  trois  monomes,  etc. , on  dit  que  cette  quantité  est  un 
binôme j un  trinôme , etc. 

Un  terme  d’un  polynôme  est  dit  positif  ou  négatif  suivant 
qu’il  est  affecté  du  signe  ou  — . 

Les  monomes  qui  ne  sont  précédés  d’aucun  des  signes -p, — , 
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sont  censés  affectés  du  signe  -f-,  et  sont  par  conséquent  po- 
sitifs. 

Des  termes  sont  dits  semblables,  lorsqu’ils  sont  les  mêmes, 
abstraction  faite  des  signes  -j- , — et  des  coefficiens  numériques. 

Ainsi  + 6 a*b3  et  — 5a'b3  sont  des  termes  semblables. 

Le  nombre  des  facteurs  algébriques  qui  entrent  dans  un  pro- 
duit , mesure  le  degré  ou  la  dimension  du  produit  ; les  coefficiens 
numériques  ne  comptent  pas  dans  l’estimation  de  ce  degré. 

Quand  tous  les  termes  d’un  polynôme  sont  du  même  degré, 
on  dit  que  ce  polynôme  est  homogène. 

Ainsi , at  -f-  5 -f-  3 abcd  est  un  trinôme  homogène  du  qua- 
trième degré. 

On  est  convenu  de  classer  les  grandeurs  des  quantités  algé- 
briques, d’après  les  grandeurs  des  exposons  d’une  même  lettre , 
prise  arbitrairement. 

Ainsi , b3  est  plus  grand  que  A*  ; mais  il  ne  s’agit  pas  des  va- 
leurs numériques;  car  selon  que  la  quantité  représentée  par  b 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  Punité , la  valeur  numérique 
de  b3  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  b”. 

Par  exemple, 


Z>  = 4>  donne  = 4 X 4 X 4= ^4 > èa  = 4x4=,6»  b^b' . 
ô=7,  donne  b3=7X 7X7=^,  i!=7x7=-?;  i3<6*. 

4 . 4 4 4 64’  4 4 «6 


Quand  les  termes  d’un  polynôme  sont  disposés  suivant  l’ordre 
indiqué  par  les  grandeurs  des  exposans  d’une  lettre,  on  dit  que 
ce  polynôme  est  ordonné  par  rapport  à cette  lettre. 

Ainsi , le  polynôme  a5b  — 5 -j-  ib3o?  est  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  a,  et  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  b. 

Lorsqu’on  dira  qu’un  polynôme  est  plus  grand  qu’un  autre, 
il  faudra  toujours  sous-entendre  que  ces  polynômes  étant  or- 
donnés par  rapport  à une  même  lettre,  le  plus  fort  exposant  de 
cette  lettre  est  plus  grand  dans  le  premier  polynôme  que  dans 
le  second.  Sous  ce  point  de  vue,  a3  -f-  2a  •+•  1 est  plus  grand  que 
aa  -f-  89a  -f-  2. 
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5 II.  Des  quatre  opérations  algébriques. 

4-  Lorsqu’on  vent  faire  l'addition , la  soustraction , la  mul- 
tiplication ou  la  division  de  plusieurs  polynômes,  on  se  propose 
de  parvenir  à un  polynôme  unique  qtii  soit  tel,  que  si  l’on 
assigne  des  valeurs  numériques  partictdières  aux  lettres  conte- 
nues dans  les  polynômes  proposés  et  dans  le  polynôme  cherché, 
ce  dernier  prenne  la  valeur  numérique  qu’on  obtiendrait  si  l’on 
opérait  directement  sur  les  nombres  auxquels  se  réduisent  les 
polynômes  donnés. 

5.  Le  polynôme  qui  résulte  de  l’une  quelconque  de  ces  quatre 
opérations,  étant  souvent  susceptible  d’être  réduit  à un  plus 
petit  nombre  de  termes,  nous  commencerons  par  faire  connaître 
comment  on  peut  réduire  un  polynôme  à sa  plus  simple  ex- 
pression. 

Il  est  d’abord  facile  de  voir  que  les  quantités 
b + 3 + 5,  b — 3 — 5,  6 -f-5  — 3,  b — 5 + 3, 

se  réduisent  respectivement  à 

b 4"  8 , b — 8 , b 4*  2,  b — 2. 

En  effet  : 

b -4-  3 4*  5 , exprime  qu’aprfcs  avoir  ajouté  3 à b , on  doit 
ajouter  5 à la  somme  ; ces  deux  opérations  reviennent  à ajouter 
3 4*  5 ou  8 i b. 

L’expression  b — 3 — 5,  indique  qu’il  faut  d’abord  soustraire 
3 de  b , et  ôter  ensuite  5 du  reste  ; ce  qui  revient  à ôter  3 + 5 
ou  8 de  b. 

Pour  évaluer  b 4-  5 — 3,  on  doit  ajouter  Sa  b,  et  retrancher 
ensuite  3 de  la  somme;  ces  deux  opérations  se  réduisent  b 
ajouter  5 — - 3 ou  a à b. 

Enfin,  b — 5 4-  3 , indique  qu’on  doit  ôter  5 de  b et  ajouter 
3 au  reste;  ce  qui  se  réduit  à ôter  de  b,  le  nombre  2 qui  est 
la  différence  entre  5 et  3. 

Ces  résultats  étant  indépendans  de  la  valeur  de  b , on  peut 
faire  i = o;  ce  qui  donne 
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3+5=8,  —3—5=  — 8,  5—  3=+a,  — 5+3  = — a. 

On  Terrait  de  même  que 

2 + 7 — 4 = 5>  2 — 4 + 7 = 5,  9— 5 + 7 — 3 = 8. 

En  général  : Pour  simplifier  une  expression  composée  de 
plusieurs  nombres  précédés  des  signes  + et  — , on  calcule  sé- 
parément la  somme  des  nombres  affectés  du  signe  + et  celle 
des  nombres  affectés  du  signe  — y on  retranche  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande  y le  reste  affecté  du  signe  des  nom- 
bres qui  ont  fourni  la  plus  grande  somme  est  le  résultat 
demandé. 

D’aprcs  cette  règle,  si  l’on  regarde  b comme  une  certaine 
unité , on  aura 

36+56=86,  — 35— 56=— 8b,  5b—3b=+ib,  M—5b=—ib, 

26+76 — 4 6=56,  26 — 46+76= 56,  96 — 56+76 — 36=86. 

Remarque.  L’ordre  dans  lequel  on  écrit  les  termes  d’un 
polynôme  est  indiffèrent  y car  les  râleurs  de  ces  termes  étant 
indépendantes  de  leurs  positions  relatives,  le  résultat  exprime 
toujours  la  somme  des  quantités  additives , diminuée  de  la 
somme  des  quantités  soustractives. 

Ainsi , 26+76  — 46=  26  — 46+  76. 

11  est  d’ailleurs  facile  de  le  vérifier  en  effectuant  successive- 
ment les  opérations  dans  l’ordre  indiqué;  car  on  trouve 

26+76 — 46=96 — 46=56 , 26—46+76= — 26+76=56. 

En  général  : Pour  réduire  un  polynôme  à sa  plus  simple 
expression  j c’est-à-dire  au  plus  petit  nombre  de  termes , il 
suffit  de  réunir  tous  les  termes  semblables  en  un  seulj  en  opé- 
rant sur  leurs  coefficiens  numériques  d’après  la  règle  précédente. 

On  trouve  de  cette  manière  que 

5a  + 66V — 2a  — 86  V,  se  réduit  à 3a  — 26V;  car 
5a  + 66*c  — 2a  — 86V  revientà  (5a — 2a)  + (66V — 86V), 
et  Sa  — 2a  = 3a,  66V  — 86V  = — 36  V. 
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Il  est  facile  de  s’assurer  que  chacun  des  polynômes 

5a  -\-  6 b‘c  — ia  — 8 b'c , 3 a — 2 b%c , 

prend  la  même  valeur  numérique,  lorsqu’on  y remplace  a, b 
et  c par  des  nombres  quelconques. 

Par  exemple,  soient  a — 3o,  b — 2,  c = 5,  on  aura 

5a-f-66’c — 2a — 8è,c=5x3o-J-6X2“x5 — 2X3o — 8X2*x5" 
= i5o  + 120  — 60 — 160=  270  — 220 =5o, 

3 a — 2&*c=3 X 3o — 2 X 2* X 5— 90 — ^o—5o. 

En  général , un  polynôme  réduit  à sa  plus  simple  expression 
offre  le  tableau  des  calculs  à effectuer  sur  les  valeurs  numéri- 
ques des  lettres  qu’il  renferme  , pour  parvenir  le  plus  directe- 
ment à la  valeur  numérique  de  ce  polynôme. 

Addition  algébrique. 

6.  Pour  additionner  plusieurs  quantités  j il  suffit  d’écrire 
les  termes  de  ces  quantités  les  uns  à la  suite  des  autres  et  avec 
leurs  signes  ( les  termes  qui  ne  sont  précédés  d’aucun  signe  , sont 
censés  avoir  le  signe  + ). 

Par  exemple , pour  ajouter  b — c sa,  on  observe  que  la  somme 
des  quantités  a,  b étant  a+è;  quand  b diminue  dec,  la  somme 
a-}- b doit  diminuer  de  c ; la  somme  des  quantités  a , b — c, 
est  donc  a+b-c. 

On  verrait  de  même  que  la  somme  des  trois  polynômes  3a — b , 
c — 2 d,  e-f  a f — ^g,  est  3a — b-\-c  — id-\-e  -f-  2/ — 4 S>  car 
la  somme  des  trois  quantités  positives  3a,  c , e -f-  if , étant  indi- 
quée par  3a -f-  c -f-  e -f-2 f,  si  ces  trois  quantités  diminuent  res- 
pectivement de  b,  de  2 d et  de  l\g,  leur  somme  3a+c+r-f-2/, 
diminuera  nécessairement  de  b + id -j-  4 g',  elle  deviendra  donc 

3a  -)-  c -J-  e -f-  7.f  — b — 2d  — 4§'- 

Ce  qui  revient  à écrire  tous  les  termes  des  quantités  proposées 
avec  leurs  signes,  comme  il  suit  : 

3a  — b c — id  -f-  e -f-  2/  — 4 g- 
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En  général,  si  l’on  supprimait  tous  les  termes  négatifs  des 
quantités  qu’il  s’agit  d’additionner,  la  somme  serait  formée  des 
termes  positifs  écrits  les  uns  à la  suite  des  autres;  et  cette  der- 
nière somme  serait  évidemment  trop  grande  de  toutes  les  quan- 
tités négatives  dont  on  a fait  abstraction;  on  obtiendra  donc  la 
somme  des  quantités  proposées  en  diminuant  la  somme  des 
termes  positifs,  de  la  somme  des  termes  qui  sont  précédés  du 
signe — ; ce  qui  revient  à écrire  tous  ces  termes  les  uns  à la 
suite  des  autres,  avec  leurs  signes. 

Lorsque  les  quantités  qu’il  s’agit  d’additionner  renferment 
des  termes  semblables  > on  facilite  les  réductions  dont  la  somme 
est  susceptible,  en  écrivant  les  termes  semblables  les  uns  sous 
les  autres.  En  voici  deux  exemples: 


3a  + 56* 

1 oaéb  — 1 2 a?bc 

— i56ac*  + 

IO 

q a — 2 6” 

— 4 a’b  -J-  8a3 bc 

— 10  63c*  — 

4 

— 9a  — 13  b* 

— 3a*b  — 3 a3bc 

4 20Ôs(d  — 

3 

4a  + 4*’ 

•zaéb  -f-  12 a3bc 

4 5iV*  -+ 

2 

Somme  5 a — 66“ 

5 a‘b  4 5 a3bc 

4 

5. 

Dans  la  ir*  addition  , la  somme  des  coefficieus  de  a est 
3 4 rj  _J_  4 — 9,  ou  14  — 9 , ou  5 ; et  celle  des  coefficiens  de 

est  5 + 4 — 2 — i3,  ou  9—  i5,  ou  — 6;  la  somme  des 
quatre  binômes  proposés  est  donc  5a — 66*. 

Dans  la  2*  addition , le  coefficient  de  b2c <■  se  réduit  à zéro  ; de 
sorte  que  b‘c t disparaît  de  la  somme  5a* b + 5a3bc  -f-  5. 

Soustraction  algébrique. 

q.  La  soustraction  algébrique  a pour  but_,  connaissant  la 
somme  de  deux  quantités  et  lJune  d’elles j de  trouver  l’autre 
quantité  nommée  reste. 

Par  exemple , soit  proposé  d’ôter  c — d de  a — b.  Si  l’on 
ôtait  c de  a — b,  le  reste  serait  a — b — c;  mais  on  ne  devait 
soustraire  que  c — d ; on  a donc  ôté  d de  trop  ; le  reste 
a — ■ b — c est  donc  trop  faible  de  d ; le  reste  cherché  est  donc 
a — b — c 4 d. 


Ci 
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On  verra  de  même  que  si  l’on  ôte  2a-\-3b°c — 7 de  8a — 5 b*c — 4» 
le  reste  sera 

8a — 5 b'c — 4 — 2a — 3A*c  + 7;  il  se  réduit  à 6a  — 8ô’c  + 3. 

En  général  : Pour  obtenir  le  reste  d’une  soustraction , il  suffit 
d’écrire  à la  suite  de  la  quantité  dont  on  veut  soustraire , tous 
les  termes  de  la  quantité  à soustraire  pris  avec  des  signes  con- 
traires à ceux  qu’ils  ont , et  d’ effectuer  ensuite  les  réductions 
des  termes  semblables  ( n°  5 ) ; le  résultat  est  le  reste  demandé 3 
réduit  à sa  plus  simple  expression. 

En  effet,  soient  A et  B,  deux  quantités  quelconques,  mo- 
nômes ou  polynômes  : lorsqu’on  a ôté  B de  A , le  reste  R doit 
être  tel , qu’ajouté  à B , il  donne  une  somme  égale  à A.  Or,  si 
l’on  mettait  à la  suite  de  B,  tous  les  termes  de  B,  pris  avec  des 
signes  contraires  à ceux  qu’ils  ont,  le  résultat  se  réduirait  à zéro, 
car  tous  ces  termes  seraient  deux  à deux  égaux  et  de  signes 
contraires  ; la  quantité  R , qu’on  doit  ajouter  à B pour  obtenir 
A , est  donc  composée  de  A et  de  tous  les  termes  de  B pris  avec 
des  signes  contraires  à ceux  qu’ils  ont.  Ce  qui  démontre  la  règle 
énoncée. 

Pour  faire  dépendre  la  soustraction  de  l’ addition  3 et  faciliter 
les  réductions  des  termes  semblables,  on  pose  sous  la  quantité 
dont  on  soustrait,  tous  les  termes  de  la  quantité  à soustraire 
prb  avec  des  signes  contraires  à ceux  qu’ils  ont,  eu  ayant  soin 
d’écrire  les  termes  semblables  les  uns  sous  les  autres  la  somme 
de  ces  deux  polynômes,  réduite  à sa  plus  simple  expression, 
exprime  le  reste  demandé. 

Ainsi , pour  ôter  2a-+-3i*c — 7 de  8a — Sb'c — 4>  on  exécute 
le  calcul  de  la  manière  suivante: 

I 

Sa  — 5 b*c  — 4 
— 2a  — 3 b°c  + 7 

Reste  6a  — 8ô*c  + 3. 

8.  La  soustraction  conduit  aux  quantités  négatives.  En  effet , 
soit  proposé  d’ôter  7 de  5 ; cela  revient  à retrancher  de  5 , les 
parties  5 et  2 du  nombre  7-  Mais  quand  on  a ôté  5 de  5,  le 
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reste  est  zéro  ; on  devrait  donc  ôter  a de  o ; ie  reste  demandé 
est  donc  o — 2 , ou  — 2. 

En  général , lorsqu’on  retranche  a b de  a , le  reste  est 
a — a — b,  ou  o — b,  ou  — b. 

Toute  quantité  négative  — b peut  donc  être  considérée  comme 
indiquant  le  reste  d’ une  soustraction  qui  n’a  pu  s’ effectuer  qu’ en 
partie  j et  dans  laquelle  la  quantité  à soustraire  surpasse  de  b , 
la  quantité  dont  on  veut  la  soustraire. 

9.  Les  règles  qui  ont  été  données  pour  l’addition  et  la  sous- 
traction des  polynom.es  j s’appliquent  aux  monomes  affectés  des 
signes  •+■  et  — ; car  ces  règles  étant  indépendantes  des  valeurs 
numériques ,des  termes  qui  composent  les  polynômes,  on  peut 
supposer  que  ces  polynômes  se  réduisent  à des  monomes. 

Par  exemple,  les  relations 

(a  — b)  + (c  — d)  — a — b -\-c  — d 
{a  — b)  — (c  ; — d)  — a — b — c -f*  d, 

ayant  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quantités  représentées 
par  a,  b , c,  d,  on  peut  égalera  zéro  deux  quelconques  de  ces 
quanti  tés  j ce  qui  donne 

a+(—d)  = a — d,  ( — b)  + ( — d)  = — b — d, 
a — ( — d)t=za  + d,  ( — b) — ( — d)  = — b-j-d. 

Il  est  facile  de  s’assurer  directement  de  l’exactitude  de  ces- 
résultats.  Par  exemple,  a étant  égal  à a — d -f-<f , selon  qu’on 
en  ôte  — d ou  + d,  le  reste  est  a-j-d  ou  a — d. 

1 o.  On  peut  comparer  plusieurs  quantités , en  faisant  abstrac- 
tion des  signes  -f-  et  — , ou  en  ayant  égard  à ces  signes  ; dans 
le  Ier  cas,  on  compare  les  grandeurs  absolues  des  quantités, 
et  dans  le  2e  leurs  grandeurs  relatives. 

Les  valeurs  relatives  des  quantités  négatives  sont  d’autant 
plus  petites , que  les  valeurs  absolues  de  ces  quantités  sont  plus 
grandes. 

En  effet,  soit  l’inégalité  a*£.a  + b. 

Si  l’on  retranche  a-f-è-|-c  de  part  et  d’autre,  on  aura  nér 
cewairement , 
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’ a — (‘i  + HcX(a  + i)  — (o  -f-  & + c) , ou  — (6  -f-  c)<  — c. 

♦ 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Ainsi , on  a — 7 — 5. 

On  peut  d’ailleurs  s’en  assurer,  car  en  ajoutant  9 de  part  et 
d’autre,  il  vient 

— 7 + 9<~ 5+9>  ou  9 — 7 <9  — 5»  ou  2 <4- 

Cette  dernière  inégalité  étant  vraie,  l’inégalité  primitive 

— 7< — 5 était  nécessairement  exacte. 

La  valeur  relative  d’une  quantité  négative  est  plus  petite  que 
zéro ; car  lorsqu’on  suppose  c = o,  l’inégalité  — {b  -J- c)  — c 
donne  — b o. 

C’est  dans  ce  sens  qu’on  dit  qu’u/>e  quantité  négative  est  plus 
petite  que  zéro , quoiqu’il  n’existe  aucune  quantité  dont  la  va- 
leur absolue  soit  moindre  que  zéro. 

Lorsque  nous  parlerons  d’une  quantité  moindre  que  zéro,  il 
faudra  toujours  entendre  qu’elle  est  négative,  et  que  nous  con- 
sidérons sa  valeur  relative. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte  de  ces  propriétés , en  consi- 
dérant la  suite  indéfinie  » 

+ 4.  +3,  -f-2,  +1»  o,  — 1,  — 2,  — 3,  — 4>  • • • - 

car  chaque  terme  étant  égal  au  précédent  diminué  de  1 , les 
termes  successifs  ont  des  valeurs  relatives  de  plus  en  plus  pe- 
tites. Ainsi  on  a 

3<4,  2<3,  I<2,  0<I,  — i<o,  — 2<—  I,  — 3<— 2,... 

Multiplication  algébrique. 

1 1 . Le  but  de  la  multiplication  algébrique  est  de  déter- 
miner une  quantité  nommée  produit  qui  soit  composée  avec 
une  quantité  nommée  multiplicande,  de  la  même  manière 
qu’une  autre  quantité  nommée  multiplicateur  , est  composée 
avec  f unité. 

De  sorte  que  pour  obtenir  le  produit,  il  suffit  d'effectuer  sur 
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le  multiplicande,  les  mêmes  opérations  qu’il  faudrait  effectuer 
sur  l’uuité,  pour  former  le  multiplicateur. 

■ Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  les  facteurs  du 
produit. 

12.  Nous  avons  démontré  en  Arithmétique,  que  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  commensurables  ne  change  pas  de  va- 
leur dans  quelque  ordre  qu’on  effectue  les  multiplications;  nous 
allons  faire  voir  que  la  même  propriété  convient  à des  facteurs 
incommensurables  quelconques. 

Cela  se  réduit  à prouver  qu’on  peut  intervertir  l’ordre  de 
. deux  facteurs  consécutifs  quelconques , b , c 

Soient.,  a le  produit  des  facteurs  incommensurables  qui  pré- 
cèdent b,etd,e,f,  etc.,  les  facteurs  incommensurables  qui 
suivent  c;  le  principe  sera  démontré  si  les  produits  abc, 
acb , sont  égaux,  car  en  les  multipliant  successivement  et 
dans  le  même  ordre  par  d,  e,f,  etc. , les  résultats  seront  néces- 
sairement égaux. 

Or,  on  peut  toujours  concevoir  des  quantités  commensurables 
variables  d , b' , c' , respectivement  moindres  que  les  incom- 
mensurables constantes  a,b,c,  et  qui  en  approchent  indéfi-  ■ . 
niment  (*) ; c’est-à-dire  que  les  différences  a — a',  b — b', 
c — c,  peuvent  devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée. 

Soient,  pour  simplifier, 

/ 

abc— A.,  acb  = B,  a'b'c'  — A' , acb'  — B'. 

Les  produits  A',  B'  seront  respectivement  moindres  que  A 
et  B,  et  les  différences  A — A',  B — B',  seront  susceptibles  de 
devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée. 

Cela  posé  : si  l’on  avait  A ~f>  B , la  différence  A — B serait 
finie  et  constante  ; le  produit  A' pouvant  approcher  indéfini- 
ment de  A,  la  différence  variable  A — A'  finirait  par  devenir 


(*)  Toutes  les  fois  qu’on  <lira  qu'une  quantité  variable  approche  indéfini- 
ment d'une  quantité  constante,  on  entendra  que  la  différence  entic  ces  deux 
quanti:és  est  susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée. 
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moindre  que  la  différence  constante  et  finie  A — B;  de  sorte 
que  A'  finirait  par  dépasser  B.  Mais , a,  b',  c,  étant  com- 
mensurahles,  les  produits  A',  B'  restent  constamment  égaux  ;• 
B'  deviendrait  donc  plus  grand  que  B;  ce  qui  est  absurde, 
puisque  les  facteurs  a , c',  b',  de  B'  sont  respectivement 
moindres  que  les  facteurs  a , c,  b,  de  B.  Or,  cette  absurdité 
résulte  de  ce  qu’on  a supposé  que  les  produits  A, B étaient 
différens.  Ces  produits  sont  donc  égaux. 

l3.  Eu  général,  lorsqu  une  relation  a lieu  entre  des  quantités , 
quelques  valeurs  commensurables  qu’elles  puissent  avoir , cette 
relation  subsiste  encore,  quand  ces  quantités  deviennent  incom- 
mensurables. 

En  effet •,  soient  A et  B des  expressions  qui  renferment  des 
quantités  incommensurables  données  a,  b , c,  etc. , et  qui  sont 
telles,  que  A = B quand  on  remplace  a,  b,  c,  etc.,  par  des 
quantités  commensurables  quelconques.  Il  existera  toujours  des 
quantités  commensurables  variables  a',  b',  c',  etc.,  qui  appro- 
cheront indéfiniment  de  a,  b,  c,  etc.  ; et  l’on  pourra  supposer 
à volonté  que  a' , b',  c',  etc.,  sont  respectivement  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  a,bfC,d , etc.;  de  sorte  que  les  différences 
entre  les  variables  a',  b',  c',  etc.,  et  les  constantes  a,b,cy  etc. , 
seront  susceptibles  de  devenir  moindres  que  toute  quantité  don- 
née. Désignant  donc  par  A'  et  B'  les  valeurs  commensurables 
que  prennent  les  incommensurables  A, B,  quand  on  y remplace 
a,b,c,  etc.,  par  a',  b',  c',  etc. , il  suit  de  l'hypothèse  que  les  va- 
riables A',  B'  seront  toujours  égales  entre  elles.  A mesure  que 
a',b',c,  etc.,  approcheront  de  a,b,c,  etc-,  les  quantités 
A',  B'  approcheront  indéfiniment  [de  A et  B ; et  l’on  pourra 
toujours  supposer  qu’elles  restent  moindres  que  A et  B , en 
prenant  pour  a',  b\  c,  etc.,  des  valeurs  approchées  convenables. 
Cela  posé,  si  les  incommensurables  A,  B n’étaient  pas  égales, 
l’une  d’elles  , A par  exemple,  serait  plus  grande  que  l’autre  ; et 
la  différence  A — B étant  une  quantité  finie,  on  pourrait  tou- 
jours concevoir  que  la  variable  A'  augmentant  et  s’approchant 
indéfiniment  de  A,  finirait  par  dépasser  la  quantité  B moindre 
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que  A ; mais  B'  = A'  ; B'  dépasserait  donc  sa  limite  B ; ce  qui 
est  contre  l’hypothèse.  Le  principe  est  donc  démontré. 

>4-  On  a vu  en  Arithmétique  que,  pour  multiplier  par  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  commensurables,  il  suffît  de  mul- 
tiplier successivement  par  les  fucteurs  du  produit.  (Arilhm., 
n°  17.  ) II  résulte  du  principe  précédent  que  la  même  pro- 
priété convient  à des  facteurs  incommensurables  quelconques. 

JJe  la  multiplication  des  monômes . 


i5.  Les  principes  établis  dans  les  n°'  3 et  12,  démontrent  les 
règles  suivantes  : 

l°  Le  coefficient  du  produit  de  plusieurs  monomes  est  égal 
an  produit  des  coeffi tiens  de  ces  monomes.  Par  exemple, 

3aX2i  = 3xaX2X4  = 3xaXaX4  = W. 

Cela  est  d’ailleurs  évident,  car  le  produit  de  3a  par  b étant 
3 ab>  si  multiplicateur  ^ient  2 foi*, plus  grand,  le  produit 

deviendra  2 fois  plus  grand  ; le  produit  de  3a  par  2 b est  donc 
2 fois  3 ab , ou  6aZ>. 

2°.  Le  produit  de  plusieurs  puissances  d’une  même  quantité , 
a pour  exposant  la  somme  des  exposons  de  cette  quantité  dans 
les  facteurs. 

Ainsi,  £’ X h3  = X bbb  = bbbbb  — h5 = 

En  général , lorsque  m et  «sont  des  nombres  entiers  positifs 
on  a 

am  X a*  = am+“. 

3°.  Lorsqu’un  produit  contient  plusieurs  puissances  d’une 
quantité , il  suffit  d’écrire  une  seule  fois  cette  quantité,  et  de  lui 
donner  pour  exposant  la  somme  des  nombres  qui  marquent 
combien  défais  elle  est  facteitr.  Par  exemple, 

a*b'  X a*è*  = a3ô*aah*  = cda'lêb*  ~ a3'+'îè*+4  ~ asbe. 

4°-  Quand  un  des  facteurs  d’un  produit  se  réduit  à zéro , le 
produit  devient  nul;  car  on  peut  prendre  |>our  multiplicande  le 

2.. 


Digitized  by  Google 


20 


ALGÈBRE. 

facteur  c|iii  doit  se  réduire  à zéro,  et  le  multiplicande  zéro  ré- 
pété plusieurs  fois,  donne  nécessairement  un  produit  nul. 

5°.  Le  produit  de  deux  monomet  de  même  signe  a le  signe  -4- , 
et  le  produit  de  deux  monomes  affectés  de  signes  différens  a le 
signe  — . 

Pour  le  démontrer,  nous  supposerons  que  le  multiplicateur 
est  un  nombre  entier, ‘car  le  signe  d’un  produit  ne  dépend  que 
des  signes  des  facteurs.  Dans  cette  hypothèse  : 

Quand  le  multiplicateur  a le  signe  le  produit  a le  signe 
du  multiplicande ; car  le  multiplicateur  positif  étant  composé 
de  la  somme  de  plusieurs  unités,  il  résulte  de  la  définition  de  la 
multiplication  , que  le  produit  est  la  somme  de  plusieurs  quan- 
tités égales  au  multiplicande,  et  la  somme  de  plusieurs  quan- 
tités de  mêmes  signes  est  affectée  du  signe  de  ces  quantités. 

Ainsi , le  produit  de  -f-  a par  -f-  b est  -f-  ab , et  celui  de  — a 
par  -f-  b est  — ab. 

, Par  exemple  , 

(+3)X(+î)  = ^+3=+6, 

(-  3)  X (+  a)  = — 3 — 3 = — 6. 

Quand  le  multiplicateur  a le  signe  — , le  produit  a un 
signe  contraire  à celui  du  multiplicande ; car  le  multiplicateur 
négatif  étant  composé  de  la  soustraction  de  plusieurs  unités, 
on* formera  le  produit  en  retranchant  plusieurs  fois  le  multi- 
plicande ; ce  qui  revient  à faire  la  somme  de  plusieurs  quantités 
de  signes  contraires  au  multiplicande. 

Ainsi , le  produit  de  -f-  a par  — b est  — ab,  et  celui  de  — a 
par  — è est  4-  ab. 

Par  exemple,  dans  la  multiplication  de  — 3 par  — 2 , le 
multiplicateur  — 2 étant  composé  de  la  soustraction  de  a 
unités,  le  produit  s’obtiendra  en  retranchant  2 fois  le  multi- 
plicande — 3 ; or  pour  soustraire  — 3 , il  suffit  d’écrire  -|-  3 ; le 
produit  demandé  de  — 3 par  — a,  est  donc  -f-  3 -f-  3 ou 
+ 6. 

16.  La  règle  du  n°  i5  (5°)  conduit  aux  propriétés  suivautes: 
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i°.  Le  produit  a le  signe  , quand  tous  ses  facteurs  sont 
positifs. 

2°.  Le  produit  d’un  nombre  pair  de  facteurs  négatifs  est 
positif:  car  ces  facteurs,  multipliés  deux  à deux,  donnent  des 
résultats  positifs. 

Ainsi,  ( — a)  ( — b ) ( — c)  ( — d)  = ( + a&)  X (+rrf)  = + airtf. 

3°.  Le  produit  d’un  nombre  impair  de  facteurs  négatifs  est 
négatif  ; car  d’après  (20),  le  produit  de  tous  les  facteurs,  excepté 
le  dernier,  est  positif,  et  ce  produit  multiplié  par  le  dernier 
facteur  donne  un  résultat  négatif. 

4°.  Suivant  qu’on  change  les  signes  d’un  nombre  pair  ou 
impair  de  facteurs  , le  produit  ne  change  pas  de  signe  ou  change 
de  signe. 

Il  résulte  de  ces  propriétés  et  du  principe  du  n°  12,  que  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  affectés  de  signes  quelconques  ne 
change  pas,  dans  quelque  ordre  qu’on  effectue  les  multiplica- 
tions, car  le  signe  et  la  valeur  de  ce  produit  restent  les  mêmes. 

On  trouve  d’après  les  règles  précédentes  que 

(-f -iaubc)  X (4-4a'c‘)  = ( — 3 a*bc)  X ( — ^aic'i)  = -f-  1 i.asbcJ , 
(+3a’6t)  X ( — 4uiV)=( — 3 a‘6c)X  (+4a'cl)  =—  i“2.aebc?. 

De  la  multiplication  des  polynômes. 

I *7 . Pour  former  le  produit  de  deux  polynômes  , il  suffit  de 
multiplier  successivement  chaque  terme  du  multiplicande , par 
chaque  terme  du  multiplicateur , en  donnant  le  signe  -J-  au 
produit  de  deux  termes  de  même  signe,  et  le  signe  — au  produit 
de  deux  termes  de  signes  différens. 

En  effet;  soit  proposé  de  multiplier  a — - b par  c — d. 

Le  produit  de  a par  c étant  ac,  si  le  multiplicande  diminue 
de  b,  le  produit  diminuera  de  c fois  & ou  de  bc\  le  proJuit  de 
a — b par  c est  donc  ac  — bc. 

Par  une  raison  semblable,  le  produit  de  a — b par  d est 
ad  — bd. 

Or,  le  produit  de  a — b par  c étant  ac  — bc , si  le  multiplir- 
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caleur  c diminue  de  d , le  produit  diminuera  de  d fois  le  mul- 
tiplicande a — b,  ou  de  ad — bd.  Le  produit  de  a — b par  c — d 
s’obtiendra  donc  en  retranchant  ad — bd  de  ac  — bc\  ce  pro- 
duit est  donc  ac  — bc — ad  -f-  bd.  Ce  qui  démontre  le  principe 
énoncé. 

Remarque.  La  règle  des.  signes,  dans  la  multiplication  des 
monomes  (n°  i5,  5°),  peut  se  déduire  de  l’égalité 

(a  — b)  X (c  — d)  = ac  — bc  — ad-\-bd> 

en  supposant  successivement  que  deux  des  quantités  a,  b,c , , 

se  réduisent  à zéro. 

Par  exemple,  lorsqu’on  fait  «=o , c=o,  on  trouve  que  le 
produit  de  — b par  — d est  -f-  bd. 

Pour  mettre  plus  d’ordre  dans  la  formation  du  produit  de 
deux  polynômes  et  pour  faciliter  les  réductions  dont  ce  produit 
est  susceptible,  on  ordonne  les  facteurs  par  rapport  à une  lettre, 
et  on  dispose  les  produits  partiels  de  manière  que  les  termes 
semblables  se  trouvent  les  uns  sous  les  autres. 

Exemple.  Soit  proposé  de  multiplier 

— ô3 — a'b  + a3  + ai*  par  — 4 b*  + 3a‘ — 3 ab; 

on  ordonne  ces  facteurs  pur  rapport  à a;  ce  qui  conduit  au 
calcul  suivant: 

Multiplicande  o> — ta’+  b‘a — b' 

Multiplicateur  3 a* — ‘iba  — !\l>% 

, l ias — 3 6at+3b’a' — 3 i’o* 

Produits  ) — 3in<4-34”aJ — 3b'a’+3b*a 

partiels  { — ^b'a'+^a^— 4*4a-P4i». 

Produit  total  3 a5 — Ci/l^+a4‘a, — — bÂa+$bs 

La  multiplication  dn  multiplicande  par  le  i"  terme  3a“  du 
multiplicateur,  a donné  le  1"  produit  partiel;  on  a obtenu 
le  2'  produit  partiel , en  multipliant  le  multiplicande  par  le 
2®  terme  — 3 ba  du  multiplicateur;  et  on  a formé  le  3e  produit 
partiel,  en  multipliant  le  multiplicande  parle  3*  terme — 
du  multiplicateur.  On  a dispose  les  termes  semblables  les  uns 


i«r  produit. 
2e  produit, 
produit. 
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sous  les  autres;  la  somme  des  produits  partiels,  réduite  à sa 
plus  simple  expression,  a donné  le  produit  total.  . 

Lorsqu’un  polynôme  renferme  plusieurs  monomes  affectés 
des  mêmes  puissances  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  veut 
ordonner  , on  réunit  tous  ces  monomes  en  un  seul  terme,  et  on 
ordonne  chacun  des  polynômes , qui  sert  de  coefficient  à cette 
lettre,  par  rapport  à une  autre  lettre. 

Ainsi , pour  ordonner  le  polynôme 

ai5a*  — Sba3  -f-  b3a?  — 3 A’a*  — 2a5, 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  des  lettres  a et  b,  on 
écrit 

(b3  — 2)a5  -f-  (2 b3  — 3 b‘)a*  — 56a3. 

Sous  cette  dernière  forme , chaque  puissance  différente  de  a 
est  considérée  comme  un  seul  terme  ; de  sorte  que  (i3  — 2)0* 
est  le  premier  terme. 

En  général,  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  a , est  de  la  forme pam  -f-  qam~‘  ■+•  ram~ ’ -{-etc.  ; 
les  coefficiens p,  q,r,  etc.,  des  diverses  puissances  de  a , sont 
indépendans  de  a;  ils  peuvent  désigner  des  monomes  ou  des  po- 
lynômes; le  i,r  terme  est  pam,  le  2e  terme  est  qam~\  etc. 

Exemple.  Soit  proposé  de  calculer  le  produit  de 

ba1  -f-  «■*-{-  6*a3  — ba*  6*al,  par  — a3 — aa6“  — a3  b -{-  b a'. 

On  pourrait  former  le  produit  demandé  en  multipliant  suc- 
cessivement chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque  terme 
du  multiplicateur,  mais  on  parvient  plus  simplement  au  ré- 
sultat, en  ordonnant  les  deux  facteurs  suivant  les  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  de  a et  b. 

Si  l’on  ordonne  les  deux  facteurs  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  a et  b,  ils  deviennent 

(6 -{- 6*)a3 -{- ( 1 — b -{-  b')a*  et  ( b — b*)a% — ( 1 b)a3. 

Pour  faciliter  les  calculs  , on  peut  poser 
b + b’  =z  p , 1 — b b*  — q , b — 6*  =zm,  l-f-b  = n. 

La  question  se  réduit  à multiplier  pa ' -f -qa*  par  ma*—na3\ 
le  produit  est  pma1  -f-  (qm — pn)a6 — qna1. 
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On  remplace  m , n , p et  q par  leurs  valeurs,  et  on  effectue 
les  produits  pm , qm,pn , qn  ; on  trouve  ainsi  que  le  produit 
demandé  est 

(1  — b')b'as  — (4  — b -+-  b'^b'a*  — ( i -f-  b^a7. 

18.  Pour  former  le  produit  de  planteurs  polynômes  j on  les 
ordonne  par  rapport  à une  même  lettre  ; on  multiplie  ensuite 
le  Ier  polynôme  par  le  2e,  et  on  effectue  toutes  les  réductions 
possibles;  le  produit  des  deux  premiers  polynômes,  multiplié 
par  le  troisième,  donne  le  produit  des  trois  premiers  poly- 
nômes; et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  pour  calculer  le  produit  des  quatre  facteurs 
a — b,  a"  -f-  ab  -f-  A” , a-\-by  a”  — ab  + b* , on  multiplie 
d’abord  a — b par  o3  -+-  ab  -f-  b‘  ; le  produit  a ' — A1'  multiplié 
par  a b , détermine  le  produit  a*+  aPb — ab3 — £*  des  trois 
premiers  facteurs;  et  la  multiplication  de  a* -f- a' b — ab 3 — è*, 
par  — ab  -f-  6%  donne  le  produit  a6  — b6,  des  facteurs  pro- 
posés. 

On  trouverait  de  même  que  le  produit  des  trois  binômes 
a -f-  bx , a -(-  b'x , a"-\-b“x,  est 

aû! a'  —p  {b(/ au  -f-  br  aa"  — f-  b"ao')x  ■+•  [ab'  b'  -f-  il'  b b"  -f-  a bb')  x 3 -f-  bb'  b' . 

On  voit  que  pour  obtenir  le  coefficient  de  la  ire  puissance 
de  x,  dans  ce  produit,  il  suffit  de  multiplier  successivement  le 
coefficient  de  la  ire  puissance  de  x dans  chaque  facteur,  par  le 
produit  des  ternies  indépendans  de  x dans  chacun  des  autres 
facteurs;  la  somme  des  produits  ainsi  formés,  exprime  le  coeffi- 
cient demandé. 

Cette  propriété  convient  à un  nombre  quelconque  de  facteurs 
de  la  forme  a-\-bx  ex7  dxf etc. 

19.  Lorsque  deux  facteurs  et  leur  produit  sont  ordonnés  par 
rapport  à une  lettre  > le  premier  terme  du  produit  total  est  le 
produit  du  l”  terme  du  multiplicande  par  le  Ier  terme  du 
multiplicateur. 

En  effet , si  l’on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes d’une  lettre  x , le  i*r  terme  de  chaque  facteur  sera  celui 


1» 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  I. 


25 


qui  contiendra  le  plus  petit  exposant  de  x-,  le  produit  p,  de  ces 
premiers  termes,  déterminera  donc  le  terme  du  produit  total 
qui  renferme  le  plus  petit  exposant  de  x , car  dans  les  autres 
termes  des  produits  partiels  les  exposans  de  x étant  plus  forts 
que  dans  p,  ces  termes  ne  pourront  pas  être  réunis  à />  ; p sera 
donc  le  Ier  terme  du  produit  total. 

On  démontrerait  de  même  que  le  dernier  terme  du  produit 
total  est  le  produit  du  dernier  terme  du  multiplicande  par  le 
dernier  tenue  du  multiplicateur. 

Il  est  facile  d’en  conclure  que  les  mêmes  propriétés  convien- 
nent à un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

10.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  une  quantité  indé- 
pendante de  la  lettre  suivant  laquelle  ce  polynôme  est  ordonné , 
il  suffit  d’ effectuer  la  multiplication  sur  les  coejftciens  des  di- 
verses puissances  de  cette  lettre.  Cela  est  évident. 

Par  exemple  , pour  trouver  le  produit  de 

( b — c)a3  -f-  (6S  — cb‘  -J-  c*k  — c3)a‘  -f-  3 a , par  b -f-  c, 

on  multiplie  chacun  des  coediciens  b — c,  b3 — c6*-f-c*6 — c1, 
+ 3,  par  b-\-c j ce  qui  donne  les  produits,  b%—  c’,  b * — c', 
3(6 +c)  ; le  produit  demandé  est  donc 

( b ' — t'Ja3  + (6*  — c*)a*  -f-  3(6  -J-  c)a. 

Division  algébrique. 

21.  La  wvisioN  algébrique  a pour  but , connaissant  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  nommé  dividende,  et  l’un  de  ces  fac- 
teurs appelé  diviseük,  de  trouver  f autre  facteur  nommé 
QUOTIENT. 

Toutes  les  règles  relatives  à la  division  se  déduiront  de  celles 
qui  ont  été  données  pour  la  multiplication  ; car  on  obtiendra 
le  quotient  en  cherchant  par  quelle  quantité  il  faut  multiplier 
le  diviseur,  pour  obtenir  le  dividende. 

Quand  tous  les  facteurs  du  diviseur  sont  en  évidence  dans  le 
dividende,  on  obtient  immédiatement  le  quotient  en  suppri- 
mant ces  facteurs  dans  le  dividende. 
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De  la  division  des  monomes. 


l°.  La  règle  des  signes  est  la  même  que  dans  la  multiplica- 
tion ; quand  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  même  signe 
le  quotient  a le  signe  -+•  ; lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  ont 
des  signes  contraires  j le  quotient  a le  signe  — . 


Ainsi , 


±6_  — 6 
+ 2 — 2 


— 6 
+ 2 


3. 


2°.  La  règle  des  coefficiens  est  de  diviser  le  coefficient  du  di- 
vidende par  celui  du  diviseur  ; le  résultat  exprime  le  coefficient 
du  quotient. 

3®.  La  règle  des  lettres  est  de  supprimer  dans  le  dividende 
tous  les  facteurs  algébriques  du  diviseur.  Ces  facteurs  monomes 
sont  toujours  en  évidence. 

Ainsi , le  quotient  de  abcd  par  ab  est  cd. 

4°.  Dans  la  division  de  deux  puissances  d’une  même  quantité,, 
la  règle  des  exposons  est  de  retrancher  l’exposant  du  diviseur 
de  celui  du  dividende;  le  reste  exprime  l’exposant  du  quotient. 
Cela  résulte  de  (3°). 


Ainsi , 


aJ  X a1 


= tt'  = fl5" 


On  déduit  de  ces  règles  que 


4-  1 la* bc* 
-+-  3 à'bc 


= + 4 


— 1 2a6  éc* 
— 3 a‘bc 


+ 4 a'c1 


— 1 2 aebc3 
■4-  3<2®ic 


= — 4a'c\ 


-f-  12  a*  bd 

— 3 a^bc 


Lorsque  le  dividende  ne  renferme  pas  tous  les  facteurs  du 
diviseur,  le  quotient  prend  la  forme  fractionnaire  , et  on  le 
simplifie  en  supprimant  les  facteurs  communs  au  dividende  et 
au  diviseur.  Ainsi , 


abcde  bde  &oa'bicdè‘L  ‘àoadd?  X 3a’c 3fl*c 

acmn  nui  ’ 8 oab'd'  20 ab'ct*  X fàd‘  l^b'd* 
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De  la  division  des  polynômes. 


22.  La  divisiou  des  monomes  ne  pouvant  plus  offrir  de  diffi- 
culté , occupons-nous  des  pol  jnonies. 

On  doit  toujours  considérer  le  dividende  comme  un  produit 
dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  facteurs. 

Il  est  donc  naturel  d’examiner  quelle  est  la  forme  d’un  pro- 
duit , afin  d’en  déduire  le  moyen  de  le  décomposer.  En  voici  un 
exemple  : 


Multiplication  ou  forma-  ]| 
tion  d'un  produits 
a 3 — 3 ba* 
a'—iba  — b a 

as — 3 bal 
— iZta  4-|-6  &*<*' 

— £aa3-f*3£3aa 

a 5 — 5ba  4+5b*a  3-f*3&3«* 


Division  ou  décomposition  d'un  produit, 
a 5 — 5£a4-f-5£aa*-f-3£î<2"|  «3 — 3 ba* 

— a5-J-3£a*  <2a — : iba  — b a 

i«r  rente  — 2&û4-J-5&aa3-f-363aa 
26a*— 6&*a3 

a«  rente  — &aa3-f-3&3<i* 

4*  b* a* — 3&3aa 


le  3*  reste  est  o 


I<a  comparaison  dn  produit  avec  ses  facteurs,  fait  voir  que 
ces  trois  polynômes  étantordonnés  par  rapport  à a,  le  i*r  terme 
a5  du  produit  total  est  le  produit  du  i*r  terme  a 3 du  multipli- 
cande parle  i*'  terme  o*  du  multiplicateur;  que  le  dernier 
terme  3 6:ia*  de  ce  produit  résulte  de  la  multiplication  du  der- 
nier terme  — 3 ba'  du  multiplicande,  par  le  dernier  terme 
— b 1 du  multiplicateur,  et  que  les  autres  termes  du  produit 
total  peuvent  résulter  de  la  réduction  de  plusieurs  termes  sem- 
blables des  produits  partiels. 

Par  conséquent,  la  division  du  i”  terme  a5  du  dividende,  par 
le  i*r  terme  a3  du  diviseur , fournit  le  t*r  terme  a 3 du  quotient  ; 
tandis  que  la  division  d’un  autre  terme  du  dividende  par  un 
terme  du  diviseur,  peut  ne  pas  donner  un  terme  du  quotient. 

Le  dividende  exprimant  la  somme  des  produits  partiels  du 
diviseur  par  les  différens  termes  du  quotient,  si  l’on  retranche 
du  dividende,  le  produit  a 4 — 36a*  du  diviseur  a3 — 3ba*  par 
le  Ier  terme  a’  du  quotient;  le  reste — lba% -f- 5b'1  a3 -f-  3b3a2 
sera  le  produit  du  diviseur  par  les  autres  termes  du  quotieut. 


a 
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On  calcule  ce  reste  par  la  méthode  indiquée  (p.  1 4),  en  plaçant 
sous  le  dividende  les  ternies  + a5,  — 3 ba*  de  la  quantité  à sous- 
traire pris  avec  des  signes  contraires , et  en  ajoutant  — a?-\-3bal 
au  dividende;  ce  qui  revient  à poser  sous  le  dividende  les  tenues 
du  produit  de  a ' — 36a*  par  a“,  en  affectant  du  signe— - le 
produit  de  deux  termes  de  mêmes  signes,  et  en  donnant  le 
signe  au  produit  de  deux  ternies  de  signes  contraires.  On 
eflêctue  ensuite  les  réductions  , et  on  ordonne  le  résultat. 

Connaissant  le  i*r  terme  a ‘ du  quotient,  et  le  icr  reste,  pour 
déterminer  les  autres  termes  du  quotient,  on  observe  que  le 
i*r  reste  exprime  le  produit  du  diviseur  par  la  somme  des 
termes  inconnus  du  quotient , et  que  par  conséquent , le 
i*r  ternie  — zba*  du  i*r  reste  est  le  produit  du  1er  terme  a3  du 
diviseur  par  le  i'r  des  termes  inconnus  du  quotient;  on  ob- 
tiendra donc  le  i"  de  ces  termes,  c’est-à-dire  le  2e  terme  du 
quotient  demandé, en  divisant  le  i'r  terme  — 2 ba*  du  Ier  reste, 
par  le  Ier  ternie  à'  du  diviseur;  ce  qui  fournit  le  2*  terme 

— iba.Au  quotient  demandé. 

Enfin,  pour  trouver  le  3*  terme  du  quotient,  qui  est  le  der- 
nier , on  retranche  du  i,r  reste  , le  produit  du  diviseur  par  le 
2e  terme  — iba  du  quotient,  le  a'  reste  est  le  produit  du 
diviseur  par  le  dernier  terme  du  quotient  ; de  sorte  que  la  di- 
vision du  i*r  terme — b' a3  de  ce  2*  reste  , par  le  i'r  terme  a3  du 
diviseur,  fournit  le  dernier  terme  — i’ du  quotient.  Retran- 
chant du  2e  reste  le  produit  du  diviseur  par  — b%,  le  reste  zéro 
fait  voir  que  le  quotient  obtenu  à1  — iba  — b 1 est  exact  ; car 
on  est  parvenu  à ce  reste,  en  retranchant  du  dividende  et  des 
restes,  les  produits  partiels  du  diviseur  par  les  termes  a*, — 2 ba, 

— b2,  du  quotient;  ce  qui  revient  à ôter  du  dividende,  le  pro- 
duit du  diviseur  par  a ' — iba  — b2  ; le  reste  étant  nul , le  clivi— i 
dende  est  le  produit  exact  du  diviseur  par  a*-r-  2 ba—~b2. 

23.Eu  général,  le  dividende  étant  égal  au  produit  du  diviseur 
par  le  quotient,  si  on  ordonne  le  dividende  et  le  diviseur  par, 
rapport  à une  lettre  , et  si  l’on  conçoit  le  quotient  ordonné  de 
la  même  manière,  le  i*r  terme  du  dividende  sera  le  produit  du 
Ier  terme  du  diviseur,  par.  le  i'r  terme  du  quotient  (n°  ig). 
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La  division  du  i'r  terme  du  dividende  , par  le  i*r  terme  du 
diviseur,  donnera  donc  toujours  le  i*r  terme  du  quotient. 

Or,  le  dividende  est  la  somme  des  produits  partiels  du  divi- 
viseur  par  tous  les  ternies  du  quotient.  Par  conséquent,  si 
l’on  retranche  du  dividende,  le  produit  du  diviseur  par  le  i'r 
terme  du  quotient , le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par  tous 
les  autres  termes  du  quotient.  La  division  du  i*r  terme  de  ce 
reste,  par  le  i,r  ternie  du  diviseur,  donuera  donc  le  a'  terme  du 
quotient  ; et  ainsi  de  suite. 

a4-  Dans  tout  le  cours  des  opérations  relatives  à la  division , le 
dividende  est  constamment  égal  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient  obtenu , augmenté  du  reste  qui  correspond  à ce  quo- 
tient ; car  ou  a trouvé  le  reste , en  retranchant  du  dividende  et 
des  restes  successifs,  les  produits  partiels  du  diviseur  par  cha- 
cun des  termes  du  quotient  obtenu , ce  qui  revient  à retrancher 
du  dividende,  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  obtenu. 

Il  en  résulte  que  lorsqu’on  parvient  à un  reste  nul , le  quo- 
tient obtenu  est  exact;  car  le  dividende  est  alors  égal  au' 
produit  du  diviseur  par  ce  quotient. 

25.  Les  raisonuemens  précédcns  conduisent  à cette  règle  gé- 
nérale : Pour  calculer  le  quotient  de  la  division  de  deux  poly- 
nômes l’un  par  l’autre  , ordonnez- les  par  rapport  à une  même 
lettre.  Divisez  le  1*  terme  du  dividende  par  le  l*r  terme  du 
diviseur;  le  résultat  sera  le  i,r  terme  du  quotient.  Retranchez 
du  dividende  , le  produit  du  diviseur  par  le  i " terme  du  quo- 
tient , vous  obtiendrez  un  l"  reste.  Divisez  le  i*r  ternie  de  ce  i'r 
reste , par  le  l*r  terme  du  diviseur;  le  résultat  sera  le  2'  terme 
du  quotient  ; et  ainsi  de  suite.  Lorsque  vous  parviendrez  au 
reste  zéro,  le  quotient  obtenu  sera  exact  ; et  si  vous  n’avez  pas 
commis  de  faute  de  calcul,  le  diviseur  multiplié  par  ce  quotient 
donnera  un  produit  égal  au  dividende. 

Pour  soustraire  les  produits  partiels  du  diviseur,  par  chaque 
terme  du  quotient,  on  écrit  les  termes  de  ces  produits  , en  chan- 
geant les  signes  -j-  en  — et  les  signes  — en  -f-  ; on  effectue  en- 
suite les  réductions , et  on  ordonne  le  reste. 

Si  l’on  applique  cette  règle  à la  décomposition  du  produit  qui 
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a été  formé  ( page  22),  on  trouvera  que  le  quotient  de 


3a5 — 66a>-|-  a 6° a3 — 7.b3a% — 64a  -f-  '\b&  par 
est  3a“ — 36a— 46“.  Voici  le  détail  du  cah 

3a5- — 66a*- — 2 b3  a'1 — 64a+465 
— 3a5-4-36a4 — 36“a3-4-363a* 

a3 — 6a’-f-  6“a  — 6* 
:ul: 

: a3 — ba'-i-b'a — 6 1 

1 3 a’ — 36a — 46* 

i*r  reste  —36a4 — 6“a3-4-  6 3a“ — 64a+465 
-f-3  6a* — 36*a3-f-363a“ — 364a 

ae  reste  — 46‘a3+4^',a“ — 

-f-46‘a" — 463a!l-h464a — 4 bb 

3°  reste  0 

La  division  du  i'r  terme  3a6  du  dividende,  parle  i'r  tenue 
a 3 du  diviseur,  fournit  le  Ier  terme  3a*  du  quotient. 

Pour  soustraire  du  dividende,  le  produit  du  diviseur  par  le 
i*r  terme  du  quotient , on  écrit  les  termes  de  ces  produits  en 
changeant  les  signes  -f-  en  — et  les  signes  — en  +.  On  effectue 
les  réductions  des  termes  semblables,  ce  qui  fournit  le  i*r  reste. 

La  division  du  t'r  terme  — 36a*  de  ce  reste , par  le  1“  terme 
a3  du  diviseur,  donne  le  2e  terme  — 3 ba  du  quotient. 

On  retranche  du  1"  reste  le  produit  du  diviseur  par  —3 ba, 
ce  qui  conduit  au  2*  reste. 

La  division  du  Ier  terme  — 4^s°3  06  reste,  par  le  Ier 

terme  a 3 du  diviseur , détermine  le  3e  terme  — l\b%  du  quotient. 

On  retranche  du  2*  reste  le  produit  du  diviseur  par  — !\b* , 
le  reste  zéro  fait  voir  que  le  quotient  obtenu  3aa — 3 ba  — 4 6* 
est  exact. 

Remarque.  Quand  les  coefficiens  de  la  lettre  par  rapport  à 
laquelle  on  ordonne , sont  des  polynômes , la  recherche  du  coef- 
ficient d’un  terme  du  quotient,  peut  conduire  à diviser  deux 
polynômes  l’un  par  l’autre. 

Exemple.  Soit  proposé  de  trouver  le  quotient  de 

{b3 — 1 Ja3 — (6J-f-  b ’ — 2)a“-(-  (46a+  36  + 2)  a — 3 (6  -f-  1 ) , 
pur  (6 — i)a“ — (6 — i)a-f-3. 

Pour  obtenir  le  i,r  terme  du  quotient,  il  faut  diviser  le  t,r 
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terme  (i3 — i)a3  du  dividende,  par  ie  Ier  terme  {b  — i)a*  du 
diviseur;  ce  qui  conduit  à diviser  b3  — i par  b — i , le  quo- 
tient étant  6*  4-  b -f-  i , le  i " terme  du  quotient  total  demandé 
est  (éa  + b + i)a,  car  a3  divisé  par  oa  donne  a. 

On  retranche  du  dividende,  le  produit  du  diviseur  par  le  i'r 
terme  du  quotient , ce  qui  fournit  le  i'r  reste 

— (6*  — i)a*  -j-  {b'  — i)a  — 3 (b  -f-  i). 

La  division  du  i*r  terme  — (Z>* — i)a*  de  ce  reste , par  le 
i'r  terme  (6  — i )a*  du  diviseur  , fournit  le  2*  terme  — (6-f-i) 
du  quotient.  On  retranche  du  i"  reste,  le  produit  du  diviseur 
par  le  2'  terme  du  quotient;  le  reste  étant  nul,  le  quotient  ob- 
tenu (&*  + b -f-  i)o  — {b  -f-  1 ) est  exact. 

26.  Suivant  que  les  dividendes  partiels  et  le  diviseur  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes  ou  décrois- 
santes d’une  lettre , le  quotient  est  ordonné  de  la  même  ma- 
nière. 

Pour  que  les  exposans  d’une  lettre  diminuent  dans  les  restes 
successifs , il  faut  ordonner  le  dividende , le  diviseur  et  les 
restes , par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  cette  lettre, 
et  réunir  en  un  seul  terme  tous  les  monomes  affectés  de  la 
même  puissance  de  cette  lettre.  On  parvient  alors  nécessaire- 
ment à un  reste , dans  lequel  le  plus  fort  exposant  de  la  lettre 
par  rapport  à laquelle  on  a ordonné  est  moindre  que  dans  le 
diviseur;  et  on  dit  que  ce  dernier  reste  est  moindre  que  le  di- 
viseur {page  9 )• 

Quand  le  dividende  , le  diviseur  et  le  quotient , étant  ordon- 
nés par  rapport  aux  puissances  décroissantes  d’une  lettre  x , 
on  parvient  à un  terme  du  quotient  tel  que  l’exposant  de  x , 
dans  ce  terme , est  moindre  que  le  plus  petit  exposant  de  x 
dans  le  dividende,  diminué  du  plus  petit  exposant  de  x dan» 
le  diviseur,  on  est  certain  qu’on  ne  parviendra  pas  à un  reste 
nul. 

En  effet;  si  le  quotient  étant  exact,  les  derniers  termes  du 
dividende,  du  diviseur  et  du  quotient,  sont  *tP,  Cx*,  et  yx',  on 
aura  ( n°  19,  page  26) 
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«XP  — Cxl  x yx'  = Cyl1+r  ; 

les  coelRciens  * , £ , y , ne  contenant  pas  x , il  faut  que  p—q-t-r, 
d’où  r = p — q.  Le  quotient,  lorsqu’il  est  exact , ne  peut  donc 
pas  contenir  un  exposant  de  x moindre  que  p — q.  Ce  qui  dé- 
montre le  principe  énoncé. 

27.  Lorsqu’un  polynôme  a un  diviseur  indépendant  de  la 
lettre  par  rapport  à laquelle  il  est  ordonné j ce  diviseur  divise 
exactement  chacun  des  coefftcitns  de  cette  lettre.  Cela  résulte 
évidemment  du  principe  du  u°  20. 

On  peut  d’ailleurs  le  démontrer  directement.  En  effet;  si  une 
quantité  i,  indépendante  de  a,  divise  A -f-  Ba  -f-  Ca‘  -f-  etc., 
le  quotient  q de  cette  division  sera  nécessairement  de  la  forme 
a -f-  + ya7  + etc.  , car  i ne  contenant  pas  a , il  n’y  a qu’un 

quotient  de  cette  forme  qui  multiplié  par  i puisse  reproduire  le 
dividende.  On  a donc 

A+Bn+Co*  + etc.  = (a +Ca+yti*  ■+•  etc.)  * /=«/-)- Gfa-fy/^-t-etc. 

Mais, les  polynômes  A CV+etc.,  a^+C/'a-f^aa-|-etc. 
doivent  être  les  mêmes;  il  faut  donc  que 

A — ai',  B — Ci,  C ~ yi,  etc. 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Par  conséquent  : Pour  diviser  un  polynôme  par  une  quantité 
indépendante  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  ce  polynôme  est 
ordonné  j il  suffit  d’ effectuer  la  division  sur  chacun  des  coeffi- 
t iens  de  cette  lettre. 

Exemple.  Soit  proposé  de  trouver  le  quotient  de 

(A“ — c*)a3 -f  (ù4 — c4)a* -|- 3(A-}-c)a  parA  + c. 

On  divise  chacun  des  coelRciens  b7 — c*,  A4 — c4,  3(A-f-c) , par 
A + c;  les  quotiens  étant  b — c,  b' — cA’-f-c’A — c1  et  -f-  3,  le  ' 
quotient  total  est  (A — c)a3+(A3 — cb7-)-c7b  — c3)aa-f-3a. 

28.  Quand  le  dividende  étant  exactement  divisible  par  le  di- 
viseur, on  n’ordonne  pas  les  dividendes  partiels  et  le  diviseur, 
la  division  d’un  terme  quelconque  de  chaque  dividende,  par  un 
terme  du  diviseur,  peut  ue  pas  fournir  un  terme  du  véritable 
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quotient.  Mais  si,  parvenu  à un  reste  quelconque,  on  Ordonne 
ce  reste  et  le  diviseur , et' si  l’on  continue  ensuite  la  (ïîvision , 
d’après  la  règle  du  n"  2'5  , .l’opération  se  terminera,  et* le  quo- 
tient total,  réduit  à sa  plus  simple  expression , fournira  le 'Vé- 
ritable quotient.  : *■  * ••• 

En  effet,  soient  A et  B deux  polynômes  quelconques,  divi- 
sibles l’un  .par  l'autre;  désignons  par  Q le  quotient  exa<A  de  A 
par  B.  Si  l’ôn  divise  A, par  B,  sans  ordonner,  oti  trouvera  un 
quotient  Q’  et  un  reste  R , on  aura  A = BQ'  -f-  R ; d’où 

R = A—  BQ'  — BQ—  BQ'  = Il  (Q  — Q'). 

- Ordonnant  R et  B ; la  division  de  R par  B_,  effectuée  d’après 
la  règle  du  n°  a5,  conduira  aii  quotient  exact  Q-h-Q'  ; le’quo- 
tient  total  sera  donc  Q'  + Q — Q’  ; il  se  réduit  à Q.  Ce  qui  dé- 
montre le  .principe  énoncé.  • [ ‘ • . 

On  voit  donc  qu’on  ordonne  U dividende  et  le  diviseur , afin 
de  parvenir  directement  à la  plus  sifnple  expression  du  quotient 
total.  _ 

29.  Lorsqu’on  divise  les  binômes  x1 — x:i  — c",  X* — a1 , 
par  x — a , on  "trouve  * ' > 

x*  — a“  . x3  — a* 

= x-(-a,  ' = X1  -+* àx  -f-  a* , ’ 

x — a x—r-n  . * _ . • 

. • ■ - — = x* àxs -f- a’X -4»  aT. 

x — a • 


On  peut  en  conclure,  par  analogie  j que  to  désignant  un 
nombre  entier  positif  quëlconque,  on  a - ••  ■■ 


(1)... 


xm — am 


r 


Il  est  d’ailleurs  facile  de  vérifier  l’exactitude  de  la  forfemle  ( ij , 


rfL  i:  f.  '■  ", 

V.  ÏK  jB 

; » vfce 


C*)  Lequolient  xm~~i  -baxm~9  +a%xm—*  , 

renferme  m termes;  les  points  tiennent  la  place  dés  termes  compris  entre 
a*xm—z  et  am—3x*  ; ces  termes  sont^oua;^  è h»  même  loi  que  les  premiers, 
ç’est-à-dirc  qu’en  passant  d’un  terme  au  suivant,  l’exposa  ni  de  a mtgmenic  de 
l’unité,  et  celui  de  x diminue  de  l’unité;  il  eu  résulte  que.  le  quotient  est 
uu  polynôme  homogène  du  m — tw"«  degré. 

3* 
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ear  en  multipliant  le  quotient 

x--  + -f  a*x>"-3 +.  . .4.  n^x*  + a**-*x  4- a*-'  ' 

parle  diviseur  x-*-a,  le  produit  se  réduit  au  dividende  xn — a”. 

La  relation-  (i)t  ayant.lieu  quel  que  soit  a, on  y peut  changer 
a en  — a;  les  puissances  impaires  de  a changeront  de 'signe,  et 
le*  puissatices'paires  ne  changeront  pas  (n°  16).  \ 

Par  conséquent,  selon  que  tn  est  un  nombre  pair  ou  impair , 
la  formule  (i)  devient 

aa+a*=<*';  —<»*-•  .+a‘x^a  _. . . .....  , 

— o®"-* +a**”-s — +am- 3x»  — a"—x+  a"— > . 

Pour  dèmnntrêr  directement  que  x” — 0“  est  divisible  par 
X— -a,  on  effectué  le  produit  de  x“— a"  par  x-f-a,  et  l’on 
trouve  que  ...  ’ ' , ■ 

(x”.— a”)  X{x -f  a ) a=  (x""^1 — a"i+>)  + ax (xm-,  — am~‘ ) ; 
d’où  (3)...(xm+’— am+l)  = (xm— a”)  (x-f  a)  — ax(xm-'—  am~’  ) . 

L’égalité  (a)  démontre  que  si  x1"-’  — a”-1  et  xm — am  sont 
divisibles  par  x — a,  le  binôme  xm+'  — a"-*-*  sera  également 
divisible  par  x t—  a. 

Or,  il  est  facile  de  s’assurer,  en  effeotuant  la  division,  que 
x — a.  et  xs  — a*  sont  divisibles  par  x — a ; donc  x3 — a3  sera 

divisible  par  x—a.  D’après  le  même  principe,  x“— a*  et  x3 a3 

étant  divisibles  par  x — a,  le  binôme  a4— a*  sera  divisible  par 
x — a.  Et  ainsi  de  suite. 

Le  binôme  xm  — a”  est  donc  divisible  par  x — a. 

On  peut  en  conolure  que  selon  que  rh  est  un  nombre  pair  ou 
impair^,  x+  « divise  evactetfient  xm—am  ou  x”-+-an-,  car 
x”  — am  étant  divisible  par  ç — a,  quel  que  soit  le  signe  de  a, 
si  l’on  changea  en  — a , le  binôme  xm—  (^-à)”  sera  divisible 
par  x 4- a, et  suivant  que  m est  pair  ou  impair,  x“— . ( — a)m 
se  réduit  à‘xra — a"  ou  à x*  + am.  * , 

Remarque.  Lorsqu’on  connaît  les  quotiens  P,  Q,  de  xm—am 
e l x ~~ n™  par  x — a,  la  relation  (2)  donne  le  moyèn  de 
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former  le  quotient  R de  x“+l  — par  * — a ; car  en  divi- 
sant tous  les  termes  de  (2)  par  x — a,  on  trouve 

R=PX(-c  + a)  — Q X ax. 

Les  preuves  des  quatre  règles  s’exécutent  comme  en  Arithmé- 
tique.  % 

§ III.  DES  FRACTIONS  LITTÉRALES. 

3o.  Lorsque  le  dividende  ne  contient  pas  tous  les  facteurs  du 
diviseur , la  division  ne  peut  s’effectuer  exactement.  Le  quotient 
total  est  composé  d’un  entier,  et  d’une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  le  dernier  reste  et  dont  le  dénominateur  est  le  diviseur. 

On  devra  toujours  considérer  une  fraction  algébrique  comme 
indiquant  le  quotient  de  la  division  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur. 

Les  propriétés  qui  ont  été  démontrées , en  Arithmétique , sur 
les  fractions,  conviennent  aux  fractions  littérales.  Mais,  comme 
les  raisonnemens  dont  on  a fait  usage  paraissent  exiger  que  le 
numérateur  et  le  dénominateur  soient  des  nombres  entiers , et 
comme  d’ailleurs  cette  condition  n’a  pas  lieu  pour  les  fractions 
littérales,  il  est  convenable  de  démontrer  généralement  ces 
propriétés. 

Pour  y parvenir,  nous  allonsd’abord  faire  voir  qu’une  fraction 
ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise 
s es  deux  termes  par  une  meme  quantité. 

En  effet  ; soit  g = <7. 

Le  quotient  de  a par  b étant  q,  le  dividende  a est  égal  au 
produit  bq  du  diviseur  b parle  quotient  q\  de  sorte  que  a — bq. 
On  en  déduit , 

a X n =■  bq  X n = bn  X q,  q — 


Donc 


a 

b' 


aXn  t an 

'bXn  ' bn 


Ce  qui  déuiontre  Le  principe  énoncé. 
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Il  est  facile  «le  déduire  de  ce  principe  les  propriétés  suivantes  : 
i°.  Lorsqu’on  aperçoit  des  facteurs  communs  aux  deux 
termes  d’une  fraction,  on  la  simplifie , sans  changer  sa  valeur, 
en  supprimant  ces  facteurs  communs. 

abeden ace  1 2a3b*cd:lm 4 ad'm 

i Sa’b^cdn 


Ainsi, 


ace 

mp ’ 


56 ‘n  " 


bdmnp  ' 

a*.  Pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur , 
sans  changer  leurs  valeurs,  il  suffit  de  multiplier  les  deux 
termes  de  chacune  d’elles  par  le  produit  des  dénominateurs  de 
toutes  les  autres. 

Par  exemple,  les  fractions 

a c e m p 

b’  d ’ }"  n’  q 

réduites  au  même  dénominateur , deviennent 

adfnq  cbfnq  ebdnq  mbdfq 
bdfnq * bdfnq * bdfnq ' bdfnq  ’ 

3°.  Le  plus  petit  dénominateur  commun  à plusieurs  frac- 
tions, est  la  plus  petite  quantité  divisible  par  chacun  des  dé- 
nominateurs de  ces  fractions , ( Arithm.  , n°  54 , page  5a  ). 
i er  exemple.  Soient  les  fractions 


pbdfn 

bdfnq' 


a 

V?' 


e 

6 c* 


En  les  réduisant  à leur  plus  petit  dénominateur  commun 
b*t?d , elles  deviennent 


«c 


ab’d  fc  ebdcd 

bWd’  b'dQ’  TW’ 


a*  exemple.  Soient  les  fractions 

'.>  ....  . 

na  qf  3e 

qib^c3'  6ÔS*c*S’  i q5bc*' 


Le  plus  petit  nombre  divisible  par  7a , 60  et  1 q5  étant  1 a6oo 
( Arithm. , n°  5i  ),  le  plus"  petit  dénominateur  commun  est 
i26ooob*<?d-,  et  les  fractions  proposées , réduites  à ce  dénomi- 
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natcur  commun  , deviennent 

1925  ab'd  147 o cf  21 G b^ede 

12600  b'céd'  1260 o b'c'd'  12600  b'c^d" 

4®.  Pour  transformer  un  entier  en  une  fraction  équivalente 
qui  ait  un  dénominateur  donné , on  multiplie  l’entier  par  le 
dénominateur  donné  ; le  produit  exprime  le  numérateur  de  la 
fraction  demandée-,  car 

a xi 


5°.  Pour  trouver  les  entiers  contenus  dans  une  expression 
fractionnaire j on  effectue  la  division  du  numérateur  par  le 
dénominateur,  et  l’on  continue  l’opération  jusqu’à  ce  qu’on  par- 
vienne à un  reste  moindre  que  le  diviseur. 

a3  -f-  3 

Exemple.  Soit  l’expression  fractionnaire  — ^ . 

On  divise  a3-f-  3 par  a -f-  1 ; ce  qui  fournit  le  quotient  entier 
fl*  — a -f-  1 et  le  reste  2.  De  sorte  que 

«i±3  = a._û  + I+_l_. 

a- 4-i  ‘ a -f-  1 

3l.  L’addition  de  plusieurs  fractions  de  même  dénoninateur 
s'effectue  en  formant  la  somme  des  numérateurs , et  en  donnant 
pour  dénominateur  à cette  somme  celui  des  fractions  proposées. 

En  effet  ; soient  - = m,  - = ;i , - = p,  etc. 

a a a r 

on  aura,  b = am,  c =an , d—ap,  etc.; 

i-f-c-j-e?-j-etc.=am-f-an-4-<'p-}-etc.=a(  m -jr  n -f- p -J- etc.)  ; 

j>  > , , , i+c-f-d+etc. 

dou  m-f-n-f-p-f-  etc.  = ' . 

a 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Lorsqu'une  quantité  est  composée  d'un  entier  et  d'une  frac- 
tion, pour  la  convertir  en  une  seule  expression  fractionnaire 
équivalente  j on  ajoute  au  numérateur  de  la  fraction , le  produit 
du  dénominateur  par  l’entier,  et  on  affecte  celte  somme  du  déno- 
minateur de  la  fraction.  En  effet,  on  a 
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, b ac  , b ac-f-i 6 + c X a 

' c c ' c c c 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

On  en  déduit  que 

_2  + (a+i)(aa — a+i)  a3-+-3 

a + r 


n1 — a -f-  i 


a -f-  1 


a -f-  i 


La  soustraction  de  deux  fractions  de  mime  dénominateur 
s’effectue  en  prenant  la  différence  entre  les  numérateurs  et  en 
l’affectant  du  dénominateur  commun. 

b c 

En  effet,  soient  - = p,  - —q.  On  aura 


b = ap,  c—aq1  b — c — ap — ag  = a (p  — q),p — <7=  — — • 

Pour  ajouter  ou  soustraire  des  fractions  qui  ont  des  dénomi- 
nateurs diffèrenSj  on  les  réduit  d’abord  au  mime  dénominateur , 
et  on  opère  ensuite  comme  on  vient  de  l’ indiquer. 

Cl  C 

On  trouve  ainsi  que  la  somme  des  fractions  ^ ^ , est 

C1<^'bd’C  * Ct  ^Ue  ^SUr  différence  est 
Pour  additionner  les  fractions 


i — 5 


S(4-3a)  _4 

4(a— 1)  ’ i5’ 


3(a—i)’  2’ 

on  les  réduit  d’abord  à leur  plus  petit  dénominateur  commun  -t 
elles  deviennent 

20(20 — 5)  i5o(a — 1)  q5  (4  — 3q)  i6(q — 1) 

6o(a  — 1)  ’ 6o^o — i)  ’ 60  (a — 1)  ’ 6o(a — 1)  ’ 

et  en  ajoutant  les  numérateurs,  on  trouve  que  la  somme  des 

, , . , 34  — 19a 
fractions  proposées  se  réduit  a . 

Le  produit  de  plusieurs  fractions  est  exprimé  par  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  est  le  produit  des  numérateurs  des  frac- 
tions proposées j et  dont  le  dénominateur  est  le  produit  des  déno- 
minateurs des  mêmes  fractions. 
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En  effet;  soient 


a 


on  aura 


a = bm , c = dn , e = fp  , 


: X c X e = bm  xdnXfp—  mnp  X bdf  ; d’où  mnp  = 


bdf 


La  démonstration  serait  la  même  pour  un  plus  grand  nombre 
de  fractions. 

On  en  déduit  que  le  produit  d’une  fraction  par  un  entier j ou 
d’un  entier  par  une  fraction , s’obtient  en  multipliant  le  numé- 
rateur de  la  fraction  par  l’entier  et  en  conservant  le  dénomina- 


teur; car  c étant  la  même  chose  que  -,on  a 


a X c 


a a c a X c 

-Xc  = zX-  = r— - 

b o 1 o X 1 


a c a c X a ac 

C X T — X "T  l ==  f • 

b 1 b 1 X o b 


ir*  Remarque.  Quand  le  dénominateur  de  la  fraction  qu’il 
s’agit  de  multiplier  par  un  entier  est  divisible  par  cet  entier r 
on  obtient  une  expression  plus  simple  du  produit  demandé,  en 
divisant  le  dénominateur  par  l’entier;  car 


a ac a 

bc'><'  bc  b' 

2e  Remarque.  Lorsqu’il  s’agit  de  faire  le  produit  d’entiers  et 

de  fractions , on  applique  la  règle  générale  en  considérant  les 

entiers  comme  les  numérateurs  de  fractions  ayant  pour  déno- 
minateurs l’unité. 


...  a d a c d acd 

Ainsi,  jXeX-=îX-X-  = T- 

b e b 1 e be 


La  division  d’une  fraction  par  une  fraction  s’effectue  en  mul- 
tipliant le  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

d ç 

En  effet,  soit  proposé  de  diviser  par  on  réduira  d’abord 
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ces  fractions  au  même  dénominateur,  et  la  question  sera  rame- 
, . . ad  bc  _ 

nee  a diviser  ^ par  Or,  le  quotient  de  cette  division  ne 

changera  pas  en  multipliant  le  dividende  et  le  diviseur  par  bd  , 
donc  le  quotient  demandé  est  le  même  que  celui  de  ad  par  bc, 

, , ad  a d 

c est-a-dire  , ou  ^ X — . Ce  qui  démontre  la  règle  énoncée. 

D’apres  cette  réglé  : Pour  diviser  une  fraction  par  un  entier , 
il  suffit  de  multiplier  le  dénominateur  de  la  fraction  par  l" en- 
tier j car 

û.  a < c a i a 

b b i b X c bc 

Pour  diviser  U une  par  l’autre  deux  fractions  de  même  dénomi- 
nateur, il  suffît  de  diviser  le  numérateur  de  la  première  par 
celui  de  la  seconde,  car 


“ . c a 6 ab a 

b " b b c bc  cb  c" 

Pour  diviser  deux  fractions  de  même  numérateur,  il  suffit  de 
diviser  le  dénominateur  de  la  seconde  par  celui  de  la  première  , 

car 

a # a a d ad  da  d 

b ' d b^  a ba  ba  b‘ 

Enfin,  le  quotient  de  l’unité  par  une  fraction  est  égal  à 
cette  fraction  renversée,  car 

. c > c i w d 

d i ’ d i c î X c c’ 


Remarque.  Lorsque  dans  la  division  d’une  fraction  par  un 
entier,  le  numérateur  est  divisible  par  l’entier,  on  obtient  une 
expression  plus  simple  du  quotient,  en  divisant  le  numérateur 
par  l’entier,  car 


ab 

c 


ab  .b ab  i ab 

c ' t c b cb 


a 

c 


Lorsque  les  quantités  qu’on  veut  multiplier  ou  diviser  les 
uues  par  les  autres,  sont  composées  d’un  entier  et  d’nne  fraction , 
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on  transforme  d’abord  chacune  de  ces  quantités  en  une  seule 
fraction  équivalente  (n°  3i  ),  et  on  opère  ensuite  sur  ces  der- 
nières fractions  d’après  les  règles  précédentes. 

Ainsi,  pour  calculer  le  produit  ou  le  quotient  de  a -4-  - par 


m -J — , on  transforme  chacune  de  ces  quantités  en  une  seule 

fraction  équivalente;  ce  qui  conduit  à opérer  sur  les  fractions 

-C  , P n.  Le  produit  de  ces  fractions  est 
c p 


(ac  -f-  b ) {jnp  -(-  n)  acmp  + bmp  -f-  acn  • 

cp  ’ cp 


bn 


et  le  quotient  de  la  ire  par  la  a'  est 


(ne  -f-  b)  p aep  + bp 

(mp  + n)  c ’ mpe  -f-  ne 


On  parvient  à une  expression  plus  compliquée  du  produit  do 

a-1 — par  m + Z>  en  multipliant  ces  deux  binômes  l’un  par 
c p 

l’autre.  Le  résultat  est  am  -f-  — -f-  — + — . 

c p cp 


3a.  Selon  que  les  deux  termes  d’une  fraction  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires  j cette  fraction  est  positive  ou  né- 
gative (nu  ai).  Par  conséquent  : une  fraction  conserve  sa  valeur 
et  son  signe,  quand  on  change  les  signes  de  ses  deux  termes;  et 
elle  change  de  signe,  sans  changer  de  valeur  absolue  , quand 
on  ne  change  le  signe  que  du  numérateur  ou  du  dénominateur. 
Ainsi , 


-ha  — a 

-ha  — a a — b-f-c 

— a-fb — c 

4 -b~-b' 

— b -+-b ’ c — d- f-« 

— c -\-d  — e 7 

a — b -f -c 

/ — a -h  b — c\  / 

’ a — b +c  \ 

c — d-h  e 

V c — d + e J — V 

, — c + d — e) 

Si  l’on  combine  cette  propriété  avec  celle  du  n°  16,  on  verra 
que  lorsque  le  numérateur  et  le.  dénominateur  d’une  fraction 
sont  décomposés  en  facteurs  , cette  fraction  conserve  sa  valeur 
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quand  on  change  les  signes  d’un  nombre  pair  de  facteurs , et 
que  ii  le  nombre  total  des  facteurs  qui  changent  de  signes  ( tant 
dans  le  numérateur  que  dans  le  dénominateur)  est  impair,  la 
valeur  de  la  fraction  ne  fera  que  changer  de  signe.  Ainsi  , 

(a — b)  (c—d)  (r  — f)  __  (— g-f  b)  (c—d)  (e—  f) 

(m--n)  ( p—q ) (r— s)  (— m+n ) (p—q)  (r—7) 

(a~l>)(c-d)(e-f)  (- a+b)(—c+d)(e-n 

(m— n)(p-q)(r  — s)  (—m  + n)(p  — q)(r—s)  ’ 

33.  Les  raison  nemens  qui  ont  été  employés  pour  faire  voir 
que  dans  la  division  de  deux  puissances  d’une  même  quantité, 
il  faut  retrancher  l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende, 
supposent  que  l’exposant  du  diviseur  est  moindre  que  celui  du 
dividende.  Nous  allons  faire  connaître  les  conventions  à l’aide 
desquelles  cette  règle  s’applique  au  cas  où  l’exposant  du  divi- 
seur égale  ou  surpasse  celui  du  dividende. 

i°.  Quand  l’exposant  du  diviseur  est  égal  à celui  du  divi- 
dende, la  règle  énoncée  donne 


br  , bp 

p = Or,  jj*,. 


Par  conséquent,  pour  que  cette  règle  convienne  au  cas  ac- 
tuel, il  suffit  de  supposer  que  b°  est  égat  à l’unité.  Cette  con- 
vention peut  être  considérée  comme  une  conséquence  de  la 
définition  que  nous  avons  donnée  de  l’exposant  ; car  d’après 
cette  définition , la  quantité  bm  exprimant  un  produit  composé 
du  facteur  i et  de  m facteurs  égaux  à b,  ce  produit  se  réduit  à 
1 unité  quand  l’exposant  de  b devient  zéro. 

Ainsi,  toute  quantité  élevée  à la  puissance  zéro  est  égale  à 
l unité , car  on  peut  la  considérer  comme  le  quotient  d’une  di- 
vision, dans  laquelle  le  diviseur  est  égal  au  dividende. 

2°.  Lorsque  l’exposant  du  diviseur  est  plus  grand  que  celui 
du  dividende,  la  règle  énoncée  donne 

br 

^=br-lr+»  = b-<. 
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b"  b?  X 1 _ L 

^r»  fc/>-*-9  bPX.bi  b? 

Par  conséquent,  pour  que  cette  règle  convienne  au  cas  ac- 
tuel, il  suffit  de  supposer  que  b~t  = p,  c’est-à-dire  que  1 ex- 
posant négatif  indique  une  division.  Il  est  permis  d’établir  cette 
convention , car  elle  n’est  contraire  à aucune  des  précédentes. 

Ainsi,  dans  l’expression  bm,  l’exposant  positif  m,  indiquant 
que  l’unité  est  multipliée  par  la  puissance  de  b , dans  l’ex- 

pression b~m  l’exposant  négatif  — m indique  au  contraire  que 
l’unité  est  divisée  par  la  mi>m‘  puissance  de  b. 

34.  Les  règles  qui  ont  été  données  (uM  i5  et  ai)  pour  effectuer 
la  multiplication  et  la  division  de  deux  puissances  d’une  même 
quantité , conviennent  aux  exposans  entiers  négatifs. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  transformer  les  exposans  néga- 
tifs en  exposans  positifs  ,au  moyen  de  la  convention  précédente. 

Par  exemple, 

a+m  X a~n  = am  X 


a~m  _m  1 _ 1 

— = a " X — — ^ X a„  — aman  — ^ 


1 

m-4-» 


Rjemabque.  Toutes  les  règles  précédentes  conviennent  au  cas 
où  l’on  substituerait  des  polynômes  aux  monomes  représentés 
par  des  lettres.  On  trouve  de  cette  manière  que 

(B_*+c)-««  «(«-M-*)'» 

(a-6+c)-3 


et  que  le  produit  de 

' 3a-*b'c?dt  ___  q*b~iç—'d~i 

[a+b)~m  X (c*-)-x*)  par  (c*-|-x*)4 

3a~Jb~3c  3c  ( a -4-  b )*  (c*-t-x*) 

CSt  Ca4-i)-’(c’4-x»)‘ 


— m 

5 


S—»  a3 b3 

Si  l’on  veut  mettre  ce  dernier  résultat  sous  une  forme  en- 


tière, on  écrira 


3 a-3b~3c  (a  + by  (c*  -f-  x’)— s. 
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35.  Nous  allons  faire  voir  actuellement  comment  on  peut  in- 
terpréter les  différentes  formes  que  prend  une  fraction  jî,  lors- 
qu’on établit  des  relations  particulières  entre  les  quantités  que 
renferment  les  deux  termes  de  cette  fraction. 

i°.  Si  »=  o , la  valeur  de  «,  sera  égale  à zéro  ; car  le  quotient 


zéro  multiplié  par  le  diviseur  £,  donne  le  dividende  zéro. 

2°.  Quand  a et  £ sont  nuis,  la  fraction  devient  - , et  a une 

o 

valeur  indéterminée , c’est-à-dire  qu’on  peut  prendre  un  nombre 
quelconque  pour  le  quotient  de  o par  o ; car  le  diviseur  o,  mul- 
tiplié par  un  nombre  quelconque , reproduit  le  dividende  o. 
Remarque.  On  verra  par  la  suite  qu’une  fraction  peut  prendre 

en  apparence  la  forme  - , et  avoir  cependant  une  valeur  déter- 
minée. 


Par  exemple , la  fraction  )T)d  PreDC*  ^0l  tue  ~ quand 

on  fait  a = b , et  cependant  sa  véritable  valeur,  dans  cette  hy- 

,,  2qc  . a 1 — 6a  . , 

potnese,  est  — j-,puisquon  a ï~  — a + o. 

a a — b 


3°..  Lorsque  * désignant  un  nombre  positif  donné  , £ est  une 
quantité  positive  qui  diminue  continuellement  en  approchant 

et 

indéfiniment  de  zéro,  la  valeur  de  ^ reste  positive  et  augmente 
indéfiniment',  enfin  quand  £ se  réduit  à zéro,  c’est-à-dire  quand 

ce 

£ devient  moindre  que  toute  quantité  assignable  , la  valeur  de 


devient  plus  grande  que  toute  quantité  assignable;  cette  limite 
de  l’accroissement  des  quantités  positives , est  ce  qu’on  nomme 
V infiniment  grand  positif  ou  l 'infini;  on  la  représente  par  le 
signe  oo. 

Par  exemple,  si  l’on  conçoit  que  le  dénominateur  £ de  la 


fraction  ~r  prend  successivement  les  valeurs  de  dix  en  dix  fois 
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I » ~ y ' y ” y — — etC.  1 

10  100  1000  10000  , 

les  valeurs  correspondantes  de  ^ seront 

et,  10a,  1004,  10004,  100004,  etc. 

Ces  valeurs  de  devenant  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes , on 

conçoit  qu’on  parviendra  toujours  à une  valeur  de  * plus  grande 
que  toute  quantité  donnée. 

Remarque.  Lorsque  le  numérateur  m de  la  fraction  ^ est  don- 
né j il  est  toujours  possible  de  trouver  la  valeur  du  dénominateur 
C qui  rend -z  plus  grand  qu'une  quantité  donnée  ; car  l’inéga- 
lité J",  donnant  successivement 

on  voit  que  toute  valeur  arbitraire  de  £ plus  petite  que  la 

, et  t 

quantité  connue  , jouira  de  la  propriété  demandée. 

4°.  Lorsque  le  numérateur  « de  la  fraction  * ne  changeant 
pas , le  dénominateur  £ varie  et  augmente  continuellement  en 
s’approchant  indéfiniment  de  00,  la  valeur  de  * diminue  con- 
tinuellement et  s’approche  indéfiniment  de  zéro.  Enfin , lorsque 
£ = 00  , la  fraction  ^ se  réduit  à zéro. 

Par  exemple,  si  l’on  conçoit  que  le  dénominateur  £ de  la 

et 

fraction  ^ prend  successivement  les  valeurs  de  dix  en  dix  fois 
plus  grandes 


V 
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j,  10,  100,  1000,  ioooo,  etc., 


les  valeurs  correspondantes 


de  ■>  seront 


et 

10’ 


a. 

100’ 


ioooo 


, etc. 


Ces  valeurs  de  > devenant  de  dix  en  dix  fois  plus  petites,  on 

conçoit  qu’on  parviendra  toujours  à une  valeur  de  > plus  petite 
que  toute  quantité  donnée. 

On  démontrera  comme  ci-dessus  que  pour  rendre  la  fraction 
moindre  qu’une  quantité  donnée  i' , il  suffit  de  prendre 

c>7 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  « désignant  une  quantité  fi- 
nie quelconque , on  a 


* * ° oo  o 

- = oo , — = o,  ox  oo  = oo  X o=«,  - =«, — = - = «. 

o oo  o oo  o 

Ainsi:  la  division  d’une  quantité  finie  par  zéro , donne  un 

quotient  infiniment  grand  ; le  quotient  d’une  quantité  finie  par 
l’infini  est  zéro  ; le  produit  de  zéro  par  l’infini  et  de  l’ infini  par 
zéro  j le  quotient  de  zéro  par  zéro  et  de  l’ infini  par  l’infini  t sont 
des  quantités  indéterminées. 

Par  conséquent  : Pour  qu’un  produit  dont  un  des  facteurs 
est  zéro  j soit  nécessairement  nul  j il  faut  et  il  suffit  que  le  pro- 
duit des  autres  fadeurs  soit  une  quantité  finie.  Quand  un 
facteur  d’un  produit  étant  zéro  , un  autre  facteur  est  infini  j la 
valeur  du  produit  reste  entièrement  arbitraire. 

Ces  diverses  propriétés  trouveront  des  applications  dans  toutes 
les  parties  des  Mathématiques. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


47 


VVMMVM  kWvWWvWWWVWWV^VW»  VVV\  V\  VMVW  VV\  m HVlW  VW  V\>  VWlV^Xl  »VU\A  V-VXWWW  Wvww 


CHAPITRE  II. 


Des  Équations  et  des  Problèmes  du  premier  degré. 
Des  Identités  et  des  Inégalités. 

$ Ier.  Des  Equations  et  des  Identités. 

36.  Les  égalités  qui  n’ont  lieu  que  pour  certaines  valeurs 
particulières  «les  lettres  qu’elles  renferment,  sont  des  équa- 
tions; les. égalités  qui  subsistent  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  lettres  qu’elles  contiennent,  sont  des  identités.  Ainsi  : 

L’égalité  3 -f-  x = 7 est  une  équation  j car  elle  n’est  vraie  que 
lorsqu’on  y fait  x — 4; 

L’égalité  ix—  i =îx — î est  une  identité  j car  elle  est  vraie 
quelle  que  soit  x. 

Les  deux  quantités  séparées  par  le  signe  — sont  les  deux 
membres  de  l’équation  ou  de  l’identité;  la  quantité  placée  à 
gauche  du  signe  = est  le  premier  membre  j et  celle  qui  est  à droite 
forme  le  second  membre.  Les  quantités  séparées  par  les  signes 
-{-et  — sont  les  termes  de  l’équation  ou  de  l’identité. 

Toute  égalité  dont  V un  des  membres  nJest  que  le  résultat  des 
opérations  indiquées  dans  t autre  membre , est  une  identité.  Par 
exemple,  le  produit  de  a -f-  b par  a — b étant  a*  — 6%  quels 
que  soient  a et  b , la  relation  ( a + b)  X (a  — b)  = a*  — 
est  une  identité  ; elle  démontre  que  la  somme  de  deux  quan- 
tités multipliée  par  leur  différence , donne  la  différence  des 
quarrés  de  ces  deux  quantités.  On  fait  souvent  usage  de  cette 
propriété. 

On  dit  qu’une  équation  est  numérujue j lorsque  les  inconnues 
n'y  sont  combinées  qu’avec  des  nombres  donnés.  L’équation  est 
littérale , lorsque  des  quantités  connues  y sont  représentées  par 
des  lettres. 
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Ainsi,  l’équation  2X  — ^ =y  -f-  a est  numérique  , 

et  2 ax  — 5 = 4 y + 4"^  est  «ne  équation  littérale. 

Tout  système  de  valeurs  des  inconnues  qui  rend  une  équation 
identique , est  ce  qu’on  nomme  une  solution  de  cette  équation. 

Ainsi , le  système  x = 5,  y = a , forme  une  solution  de  l’é- 
quation x + y = 7;  car  il  réduit  cette  équation  à l’identité 
5 + 2 = 7. 

Les  équations  x +y>  = 7 , x — y = 3,  devenant  identiques  , 
, lorsqu’on  remplace  x et  y'  par  5 et  2,  le  système  x=5,  y=  2, 
forme  une  solution  des  équations  proposées,  et  l’on  dit  que  ces 
valeurs  de  xety  satisfont  aux  équations  x+y»  = 7,  x — y = 3. 

Pour  déterminer  le  dbobk  d’une  équation  qui  ne  renferme  pas 
d’inconnues  dans  les  dénominateurs,  on  fait  dans  chaque  terme 
la  somme  des  exposans  des  inconnues;  la  plus  grande  de  ces 
somme  est  le  degré  de  l’équation. 

Ainsi,  2x  — y = 5 est  une  équation  du  premier  degré , et 
l’équation  y‘xi  = 1 — x6  est  du  septième  degré. 

Quand  les  inconnues  entrent  dans  des  dénominateurs,  on  ra- 
mène ce  cas  au  précédent,  en  faisant  disparaître  ces  dénomina- 
teurs par  la  méthode  qui  sera  donnée  ( pages  5o  et  5i  ). 

La  difficulté  de  résoudre  les  équations  dépendant  de  leur  de- 
gré et  du  nombre  des  inconnues,  occupons-nous  d’abord  des 
équations  du  premier  degré. 

§ IL  Des  équations  et  des  problèmes  du  premier  degré  à une 
seule  inconnue. 

37.  Les  transformations  qu’il  faut  faire  subir  aux  équations 
primitives  pour  parvenir  aux  valeurs  des  inconnues,  sont  fon- 
dées sur  les  propriétés  suivantes  : 

i°.  Lorsqu’à  deux  quantités  égales , on  ajoute  une  même 
quantité  j les  sommes  sont  égales  ; 

2°.  Quand  de  deux  quantités  égales  , un  retranche  une  même 
quantité  j les  restes  sont  égaux  ; 

3°.  En  multipliant  deux  quantités  égales , par  une  même 
quantité  j les  produits  sont  égaux  ; 
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4*-  lorsqu’on  divise  deux  quantités  égales j par  une  même 
quantité  j les  quotiens  sont  égaux. 

Les  deux  membres  d’une  équation  étant  égaux,  ces  principes 
s’y  appliquent,  et  donnent  le  moyen  de  déduire  de  l’équation 
proposée  j d’autres  équations  qui  toutes  sont  satisfaites  par  la 
même  valeur  de  l’inconnue. 

L’inconnue  ne  pouvant  être  combinée  avec  les  données  que 
par  voie  d’addition  , de  soustraction, de  multiplication  et  de  di- 
vision, nous  allons  considérer  successivement  ces  difl'érens  cas. 

i°.  Soit  proposé  de  résoudre  l’équation 

x + 3 = 5. 

Si  des  deux  quantités  égales  x + 3 et  5,  on  ôte  3 , les  restes 
seront  égaux  ; donc 

x-f-3 — 3=5  — 3,  ou  .r  = 5 — 3 = 2. 

2°.  Soit  l’équation  x — 3 = 5. 

Pour  la  résoudre,  on  ajoutera  3 à chacun  de  ses  deux  mem- 
bres, ce  qui  donnera 

x — 3+3=54  3,  ou  x = 5 + 3 = 8. 

Il  résulte  de  ( 1 °)  et  ( 2°  ) que  pour  faire  passer  un  terme  et  un 
membre  df  une  équation  dans  un  autre , il  suffit  d’effacer  ce 
tenue  dans  le  membre  où  il  se  trouve  , et  de  l’écrire  dans  l’autre 

membre  avec  un  signe  contraire  ; c’est-à  dire  avec  le  signe 

s’il  avait  le  signe  +,  et  avec  le  signe  + s’il  avait  le  signe . 

3°.  Pour  résoudre  l’équation  3x  =6, 
on  divise  ses  deux  membres  par  3,  ce  qui  donne 

3*  6 6 

3'“3’..  °U  X~3~ 2- 

Ainsi  : lorsque  V inconnue  '’ est  seule  dans  le  premier  membre 
pour  la  dégager  du  coeffiêütnt  qui  la  multiplie il  faut  sup- 
primer ce  coefficient  dans  le  premier  membre  et  diviser  l’autre 
membre  par  le  même  coefficient. 

4".  Soit  l’équation  ^ = 4. 

* v •••.  I . , , * 

4 
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On  multiplie  ses  deux  membres  par  3 ; ce  qui  donne 
x = 4 X 3 = 12. 

Par  conséquent  : lorsque  l’inconnue  est  seule  dans  le  premier 
membre  , pour  la  dégager  de  son  diviseur  , on  le  supprime  dans 
le  premier  membre  et  on  multiplie  le  second  membre  par  ce  di- 
viseur. 

5°.  Pour  résoudre  l’équation 


on  fait  d’abord  disparaître  les  dénominateurs  en  multipliant 
tous  les  termes  par  le  produit  2 X 3 X 5 de  ces  dénominateurs  ; 
ce  qui  donne 

4xXaX3x5  *X*X3x5  i3xax3x5 

5 


*7Xax3x5; 


Effectuant  les  divisions  indiquées,  il  vient 
(a) ..  X ?-  X 3 — 7 X 2 X 3 x 5=x  X 2 X 5 — 
Cette  dernière  équation  donne  successivement 

*4* 310=  !OX — iq5,  i\x — 10X=3»0 — 1Ç)5,  — 


i3x3x5. 


i5, 


»5 


La  comparaison  des  équations  (i),  (a),  démontre  que  pour 
faire  disparaître  les  dénominateurs  qui  affectent  les  termes 
d’une  équation  j il  suffit  de  multiplier  chaque  numérateur  par 
le  produit  des  dénominateurs  des  autres  fractions , et  chaque 
entier  par  le  produit  de  tous  les  dénominateurs. 

Remarque.  Lorsque  les  dénominateurs  ont  des  facteurs  com- 
muns, on  simplifie  le  calcul  en  multipliant  tous  les  termes  par 
la  plus  petite  quautité  exactement  divisible  par  chaque  déno- 
minateur. 

Ier  Exemple.  Soit  V équation  numérique 

5x  a ’jx . , 8 

6 i5  . g ' i5" 

Le  plus  petit  nombre  di^jsiWer'  par  6 , g et  i5 , étant  go 
( Arith.  n°  5i  ) , on  multiplie  tous  les  termes  par  go;  ce  qui 
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donne 

5rXqo  2X90  71X  90  8 X 90 

___= + -Tr-. 

Or,  §£  r=  i5,  9g  = 6,  — = 10.  Donc 

b i5  9 

5i  X i5  — j x 6 = 71  X 10  + 8 X 6. 

On  en  déduit  successivement , 

qSx — 12  = 70X  + 48 , ^5x  — 701  = 48+ 12, 

5r  = 60 , x = 12. 

On  parvient  plus  simplement  au  même  résultat , en  obser- 
vant que  l’équation  proposée  donne 

Sx  7 jc  8 2 10  2 

6 g i5  i5  i5  3 

Le  plus  petit  nombre  divisible  par  3 , 6 et  9 étant  18,  on  mul- 
tiplie tous  les  termes  par  18;  ce  qui  donne 

5.c  X 18  7XX  18  2X18 

6 __  _ __ 


Effectuant  les  divisions  indiquées,  on  trouve 
5xX  3 — 71X2=2x6;  d’où  i5.r—  i4x=i2,  x=i». 

2*  Exemple.  Soit  \’éq  italien  littérale  , 

p qx  T xmx 

ab  ac  bed  abc 


La  plus  petite  quantité  divisible  par  chacun  des  dénomi- 
nateurs étant  abcd,  on  multiplie  tous  les  termes  de  l’équation 
proposée  par  abcd,  et  l’on  effectue  ensuite  les  divisions  indi- 
quées; ce  qui  donne 

cdp  — bdqx  — ar  - — 2 mdx. 

On  en  déduit  successivement 

imdx  — bdqx  = ar  — cdp , (2 m — bq  )dx  = ar  — cdp , 
i ar  — cdp 


(2  m — bq)d' 


4.. 
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En  général  : Pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue,  faites  passer  tous  les  termes  qui  renferment 
r inconnue  dans  le  ltr  membre  , et  les  termes  tout  connus  dans  le 
2"  membre  ; réduisez  chaque  nombre  à sa  plus  simple  expression , 
et  chassez  les  dénominateurs  ; l’inconnue  sera  égale  au  2*  membre 
de  cette  dernière  équation , divisé  par  la  somme  des  quantités  qui 
multiplient  f inconnue  dans  le  itT  membre. 

Cette  règle  générale  conduira  toujours  à la  valeur  de  l’incon- 
nue; mais  la  forme  particulière  de  l’équation  proposée  permet 
quelquefois  d’abréger  les  calculs.  Nous  allons  en  donner  quel- 
ques exemples. 

Quand  l’équation  proposée  renferme  des  entiers  et  des  frac- 
tions de  même  dénominateur,  on  simplifie  les  calculs  en  réu- 
nissant d’abord  tous  les  entiers  en  un  seul , et  en  formant  une 
seule  fraction  de  toutes  les  fractions  de  même  dénominateur.  On 
fait  ensuite  disparaître  les  dénominateurs. 

i,r  Exxmpi.f..  Soit  l’équation 

**-73-7* +6-  = Ï5“4  — — ÿ 

On  fait  d’abord  passer  tous  les  termes  en  x dans  le  itr  mem- 
bre, et  les  termes  tout  connus  dans  le  2“  membre;  ce  qui 
donne 

i , . , 8 2 2 

3* + 2*  + g-  - 74 -4  + 75  + 75-3- 


Réunissant  les  entiers  entre  eux , ainsi  que  les  fractions  de 
même  dénominateur , il  vient 


r \ r , Sx  10 

(,)...  5*  + -^  = 7<>  + 75  - 


3 

3' 


Pour  faire  disparaître  les  dénominateurs,  on  multiplie  tous 
les  termes  par  3o  qui  est  le  plus  petit  nombre  divisible  par  3,  6 
et  i5;  cela  donne 

5x  X 3o  H g = 70  X 3o  -| -g — — . 

T f 

Effectuant  les  divisions  indiquées,  ‘il  vient 
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5X  x 3o  _j_  5x  X 5 = 70  X 3o  -H  io  X a — 2 X io;  d’où 

i5oa?  + 25x  = 2ioo  +20  — 20,  175^=2100, 

2100  ^ 

x~  ~ 1 

10  ...  , 2 

On  peut  simplilier  les  calculs,  car  se  réduisant  a ^lé- 
quation  (1)  devient 

_ .•  5x 

5x  + -g-  = 70. 

On  divise  les  deux  membres  par  5 , ce  qui  donne 


X + f = i4;  d’où  6.c  + x=  14x6,  7x1=14x6, 

6 

x = i4x6=i4X6  = 2X6=I*. 

7 7 

2e  Exemple.  Soit  l’équation 

5x4-58— ^ + 7(x—io)=  18  + — 4(x  IO)- 

Elle  donne  successivement 

5x_4f_^47(x-«o)44(*-»o)=i8-58, 

5 x — ~ 4 ai  (x — 10)  = 18  — 58, 

5x  — 2x  4 Ilx  — 1 *°  — 18 — 58, 
i4x=iio4i8  — 58  = 7°»  x = 5. 

On  peut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  d une  équation , 
sans  troubler  l’égalité  y car  soit  1 équation 
b — x = 2X  — a, 

si  l’on  fait  passer  les  termes  du  2e  membre  dans  le  i*r  et  ceux 
du  i*r  membre  dans  le  2',  on  aura 

— 2x4“=  — 5 4X> 

ou , ce  qui  revient  au  même , > 

— è + x = — 2X  4 “• 
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' Pour  connaître  si  une  valeur  de  l'inconnue  satisfait  à une 
équation,  il  faut  voir  si  cette  valeur  mije  à la  place  de  l’in- 
connue, rend  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second. 
Lorsque  cette  condition  est  remplie,  la  valeur  de  l’inconnue 
satisfait  à l’équation  proposée;  et  elle  ne  peut  y satisfaire  que 
dans  ce  cas. 

Cela  est  évident , car  une  équation  étant  l’expression  algé- 
brique de  certaines  conditions  auxquelles  le  nombre  repré- 
senté par  x doit  satisfaire,  si  ce  nombre  était  connu,  en 
effectuant  sur  lui  toutes  les  opérations  indiquées  sur  x , 
chaque  membre  devrait  prendre  la  même  valeur  numérique; 
et  si  cette  condition  n’était  pas  remplie,  le  nombre  mis  pour 
x ne  serait  pas  admissible. 

Par  exemple,  pour  vérifier  si  x = 12  , satisfait  à l’équation 


(>)••• 


5x  2 <]x 

6 i5  9 


£ 

i5’ 


on  remplace  x par  12;  le  i*r  membre  devient 


5xi22  60  2 2 148 

6 75’  ou  T 75’  ou  ,0“75’  ou  TT5 


le  2*  membre  devient 


7X12 

9 


8 

i5’ 


84  .8 

ou  — ou 

9 ,5 


28  , 8 

T+75’ 


.40  8 

0UT5-  + T5’ 


ou 


148 

i5 


La  valeur  x — 11  rend  donc  l’équation  (1)  identique.  Cette 
valeur  satisfait  donc  â l’équation  (1). 

Toute  équation  algébrique  peut  être  considérée  comme  l'ex- 
pression des  conditions  d'un  problème. 

Pour  trouver  l’énoncé  le  plus  simple  de  ce  problème,  il  suffit 
de  traduire  l’équation  proposée  en  langage  ordinaire. 

Par  exemple,  l’équation  3.r — 4 — ax  + 7 > 
est  la  traduction  algébrique  de  ce  problème  : 

Trouver  un  nombre  x , tel  que  son  triple  diminué  de  4 , soit 
égal  à son  double  augmenté  de  7. 

L’équation  proposée  donnant  x = 1 1 , le  nombre  cherché 
est  u. 
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Problèmes  du  premier  degré  à une  seule  inconnue. 


38.  La  résolution  des  équations  du  premier  degré  à une 
seule  inconnue  ne  pouvant  plus  offrir  de  difficulté  , nous  allons 
traiter  des  questions  qui  conduiront  à des  équations  de  cette 
espèce  ; et  pour  faire  apprécier  les  avantages  de  l’Algèbre , nous 
nous  occuperons  d’abord  de  plusieurs  problèmes  qui  ont  été 
résolus  dans  le  quatrième  chapitre  de  l’Arithmétique. 

5 

i*r  Problème.  Trouver  le  nombre  dont  les  g valent  o.  ( Arith ., 
66* problème  , page  i5o.) 

Si  x désigne  le  nombre  demandé,  on  aura 

gX  = 6o;  d’où  5r  = 6ox8,  x=  ^ gg 

5 

Et  en  effet , les  g de  96  font  60. 

2 

2'  Problème.  Trouver  un  nombre  r,  tel  que  ses  - plus  ses 

7 

gg  valent  60.  ( Arith .,  6 ’f  probl.,  page  i5o.) 

D’après  cet  énoncé , il  faut  que 


?x  + gx  = 6°. 


Pour  résoudre  cette  équation,  on  multiplie  tous  ses  termes 
par  56  , ou  par  7 X 8 ; ce  qui  donne 

, 2X7  X8x  19  X 56 x „ ,,  , 

(-  -2-v-» = 60  X 56;  d’où 

7 00 

i6x  + igxss:  336o  , 35x  = 336o,  x=g6. 


Le  nombre  96  jouit  de  la  propriété  demandée , car  ses 

2 1 Q 

- plus  ses  -rll  valent  60. 

7 r 56 

3e  Problème.  Un  joueur  , interrogé  sur  ce  qu’il  a dans  sa 
bourse , répond  que  l’excès  du  quintuple  du  nombre  de  ses 
louis  sur  3o  j est  égal  à l’excès  du  double  du  nombre  de  ces 
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memes  louis  sur  6.  Combien  le  joueur  a-t-il  de  louis?  ( Arith., 
62'  probl.j  page  1 47-) 

Soit  a:  le  nombre  de  louis  demandé;  l’excès  de  son  quintuple 
sur  3o  est  5x — 3o,  et  l’excès  de  son  double  sur  6 est  2x — 6. 
Il  faut  donc  que 

5c — 3o  = 2x — 6,  d’où  x = 8. 

Le  joueur  avait  donc  8 louis.  Et  en  effet , l’excès  du  quin- 
tuple de  8 sur  3o  est  10  , et  l’excès  du  double  de  8 sur  6 est 
également  10,  comme  l’exige  l’énoncé. 

4e  Problème.  Un  pèrej  interrogé  sur  P âge  de  son  fils  , répond  : 
mon  âge  est  le  triple  de  celui  de  mon  fils , et  il  y a dix  ans 
quJil  en  était  le  quintuple.  On  demande  Page  du  fils.  ( Arith., 
63e  probL  , page  148.) 

Si  l’âge  actuel  du  fils  est  x ans,  celui  du  père  est  3x  ans;  il 
y a io  ans,  le  père  avait  3x — 10  ans,  et  le  fils  x — io  ans; 
mais  à cette  époque,  l’âge  du  père  était  égal  au  quintuple  de 
l’âge  du  fils.  On  a donc 

3r  — io  = 5 (x — io);  d’où  x=  30. 

Le  fils  a donc  20  ans,  et  le  père  60  ans  ; il  y a dix  ans,  le  fils 
avait  10  ans  et  le  père  5o  ans;  l’âge  du  père  était  donc  quin- 
tuple de  celui  du  fils. 

5e  Problème.  Un  bassin  est  alimenté  par  deux  fontaines ; la 

3 3 

l"  le  remplirait  en  - heures,  et  la  2e  en  y d'heure;  la  totalité 

de  Veau  qu'il  peut  contenir  sortirait  en  3 heures  par  une  ouver- 
ture pratiquée  à ce  bassin;  en  combien  de  temps  le  bassin , 
supposé  vide , sera-t-il  rempli , lorsque  l'eau  coulera  par  les 
trois  ouvertures  à la  fois?  ( Arith 69  * prob.,  pag.  i5o  et  i5i.) 

On  désignera  le  nombre  d’heures  cherché  par  x , et  la  capa- 
cité du  bassin  par  » litres. 

3 

Puisque  la  iT‘  fontaine  fournit  en  - heures,  * litres  d’eau  , 
en  3 heures  elle  fournit  2»  litres, 
en  1 heure  elle  fournit  -y  litres. 


Digltized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


57 


La  quantité  d’eau  qui  entre  en  x heures,  par  la  ire  fontaine, 
est  donc  — =-  litres. 

On  -verra  de  même  qu’en  x heures,  la  a*  fontaine  introduit 
2g—  litres  d’eau  dans  le  bassin,  et  qu’il  sort  -y  litres  d’eau  par 
la  3e  ouverture. 

Ainsi,  quand  l’eau  coule  pendant  x heures,  par  les  trois  ou- 
vertures  à la  fois,  il  entre  -g (-  2__  litres  d’eau  dans  le  bas- 

. <xr,. 

sin,  et  il  en  sort  -g-  litres. 

Or,  le  bassin  devant  être  rempli  en  x heures,  l’excès  de  la 
quantité  d’eau  qui  entre  en  x heures  dans  le  bassin , sur  la 
quantité  d’eau  qui  en  sort,  doit  être  égal  à la  capacité  m litres 
du  bassin.  On  a donc 

2<tx  «r  „ , ».  _ 3 

-g 1 g g-  =*)  dou  5<tx  = 3<t,  x=  g. 

3 

Le  bassin  sera  donc  rempli  en  g d’heure. 

Il  est  facile  de  s’en  assurer  ; car  on  a vu  que  l’eau  coulant 
par  les  trois  ouvertures  à la  fois , la  quantité  d’eau  qui  entre 

pendant  une  heure  dans  le  bassin  est  ^ -j-  ou  ~ litres,  et 

qu’il  en  sort  g m litres.  Par  conséquent , pendant  les  g d’une 

3 • 6 

heure,  il  entre  dans  le  bassin  les  de  litres  ou  litres,  et 

o 6 o 

3 1 1 

il  en  sort  les  g de  g « litres  ou  g et  litres;  l’excès  de  la  quantité 

3 

d’eau  qui  entre  dans  le  bassin  pendant  g d’heure,  sur  l’eau  qui 
6 1 

en  sort,  étant  g « — ^ * ou  et  litres,  le  bassin  dont  la  capacité 

3 

est  * litres,  sera  effectivement  rempli  en  g d’heure. 
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Remarque.  La  valeur  de  x étant  indépendante  de  a,  le  temps 
cherché  reste  le  même,  quelle  que  soit  la  capacité  du  bassin. 

6'  Problème.  On  suppose  que  * ouvriers  qui  travaillent  C 
heures  par  jour , ont  fait  en  y jours , ê mitres  d’ouvrage.  Il 
s’agit  de  trouver  combien  » ouvriers,  travaillant  C heures  par 
jour,  feront  de  mètres  du  même  ouvrage  en  y'  jours. 

Soit  y le  nombre  de  mètres  cherché. 

On  dira  : puisque 


a ouvriers  travaillant  C heures  par  jour  font  en  y jours,  f mètres, 
i ouvrier  travaillant  C heures  par  jour  fait  en  y jours,  - mètres, 

i ouvrier  travaillant  i heure  par  jour  fait  en  y jours,  -^mètres, 

i ouvrier  travaillant  i heure  par  jour  fait  en  i jour,  mètres, 

» ouvriers  travaillant  i heure  par  jour  font  en  I jour,  mètres, 

ta.'C 

a.'  ouvriers  travaillant  Ç heures  par  jour  font  en  i jour,  — mètres. 

ttCy 

Les  **  ouvriers  travaillant  C heure*  par  jour  font  donc  en  y jours, — m. 

ttCy 

Désignant  donc  par  à*  le  nombre  de  mètres  demandé , ou 
aura 

y- 


Cette  formule,  qui  résout  le  problème  , fournit  encore  le 
moyen  de  calculer  l’une  quelconque  des  huit  quantités  st,  C,  y,  J 
»,  C' , y',  y , quand  les  sept  autres  sont  données. 

i,r  Exemple.  Deux  ouvriers  qui  travaillent  3 heures  par 
jour,  ont  fait  en  5 jours  go  mètres  d’ouvrage ; combien  3 ouvriers 
travaillant  7 heures  par  jour,  feront-ils  du  même  ouvrage  en 
2 jours?  ( Aritli .,  7'  prob.,  pag.  112.) 

On  connaît  «=  2 , C= 3,  y — 5,  J'=go,  «'=3,  6,=7,y/=2. 

La  formule  (1)  donne 

r = 90-x-3-*J*a  = 9^X2  = ia6. 

2X3x5  5 

2*  Exemple.  Deux  ouvriers,  travaillant  3 heures  par  jour. 
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font  an  5 jours  go  mètres  d’ 'ouvrage  y combien  faudra-t-il  de 
jours  à 3 ouvriers  qui  travaillent  7 heures  par  jour , pour  faire 
126  mètres  du  même  ouvrage  ? ( Arith 8*  prob.t  pag.  Ii3.) 

On  connaît  «—2,  5=3,  y=5 , go,  «'=3,  £*=7,  «K =126. 

Le  nombre  5/  de  jonrs  demandé  se  déduit  de  la  relation  (1)  ; 
elle  donne 

, aCyi* 2 x 3 X 5 X 126 

7 ~ Z ff  ~ 3x7x90  — 2* 

7e  Problème.  On  demande  combien  le  capital  a francs  vaudra 
dans  n années , en  n ayant  égard  qu’aux  intérêts  simples.  L'ar- 
gent est  à y pour  100  , c’est-à-dire  que  l’intérêt  de  100  francs 
par  an  est  y francs. 

L'interet  de  toof  par  an  étant  y francs, 
l’interci  simple  de  ioof  en  n anne'es  est  yn  francs; 
toof  comptant  vaut  donc  après  n années,  100  + yn  francs, 

r , 100  + yn  , 

t1  comptant  vaut  donc  apres  n années , — francs. 

100 


Par  conséquent , dans  n années,  le  capital  et  francs  vaudra 

/ 1 00  -f-  yn\ 

f * francs. 

\ 100  J 

Désignant  par  5 francs  la  valeur  cherchée  du  capital  « francs, 
après  n années,  on  aura 


(0. 


\ too  / 


Lorsque  trois  des  quantités  a.,  Z,  y,  n,  seront  données,  on 
déduira  de  la  relation  (1)  la  valeur  de  la  quantité  inconnue. 

Ier  Exemple.  Combien  480000  francs , argent  comptant , vau- 
dront-ils dans  trois  ans?  L’argent  est  à 5 peur  100.  {Arith., 
tfprob.,  pag.  il 5.) 

Les  données  sont  * = 480000,  n—  3,y=5. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  on  trouve 


/100  + 5 x 3\ 

C = I ) x 480000  = 

v 100  / 


1 15  x 480000 


= ■ i5  x 4800  = 55oooo. 


Ainsi,  les  48oooor  vaudront  55200or  dans  3 ans. 
a*  Exemple.  Combien  480000  francs  vaudront-ils  dans  3 ans 
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4 moisi  U argent  est  à 5 pour  ioo?  ( Arith io*  prob.j  pag.  u6.) 
Les  3 ans  4 mois,  valant  y d’année,  on  a 

<t =480000,  n = y,  y = 5. 


Substituant  ces  valeurs  de  •,  n et  j»,  la  formule  (i)  donne 
Ç — 56oooo.  Les  480000  francs  vaudront  donc  56oooo  francs 
dans  3 ans  4 mois. 

3e  Exemple.  Combien  56oooo  francs,  payables  dans  3 ans 
4 mois j valent-ils  comptant ? U argent  est  a 5 pour  100.  {Arith'* 
il*  prob.j  pag.  116.) 

10 

On  connaît  C=  56oooo,  n — —,  y — 5. 

La  relation  (1)  conduit  à la  valeur  de  l’inconnue  «.  On 
trouve 


100C 


100  + y n 

, 5o  35# 

Or,  IOoC=  56000000,  100  + 5'/!=  100  -J-  y — -y. 
Donc  <*=56oooooo  : ^ = 56oooooo  X ^ =48°o0°- 


Ainsi,  les  56oooof,  payables  dans  3 ans  4 mois,  valent  480000* 
comptant. 

4'  Exemple.  Trouver  dans  combien  d’années  le  capital 
480000  francs  , vaudra  56oooo  francs  ; l’argent  est  d 5 pour 
100.  {Arith.  * 12*  prob.  * pag.  117.) 

On  connaît  <*=480000,  C=:56oooo,  y = 5. 

L’inconnue  est  le  nombre  n des  années.  La  relation  (1)  donne 

ioo(£  — <*) ioo(56oooo  — 48°00°) ™ 

n Zÿ  480000  X 5 3 

Le  temps  cherché  est  donc  y d’année,  ou  3 ans  4 mois. 

5*  Exemple.  Le  capital  480000  francs  * vaut  56oooo  francs 
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dans  3 ans  4 mois.  Trouver  à quel  taux  ce  capital  a été  placé. 
( Arith.j  i3*  prob.,  pag.  117.) 

On  connaît  • — 480000 , G = 56oooo , n=  . 

L’inconnue  est  le  taux  y de  l’argent.  La  relation  (1)  donne 

ioo(C — m) 
y »n 

Substituant  les  valeurs  de  *,  G,  n,  on  trouve  y r=  5.  De  sorte 
que  l’argent  était  à 5 pour  100. 

8*  PitoBListE.  Deux  courriers  vont  dans  le  meme  sens  et  avec 
des  vitesses  constantes.  Le  i*r  a une  avance  de  « lieues  et  part 
h heures  avant  le  2*.  En  une  heure,  le  1er  courrier  parcourt 
y lieues  et  le  2*  parcourt  y"  lieues.  On  demande  pendant  com- 
bien d'heures  le  2'  courrier  doit  marcher , pour  n'étre  plus  en 
arrière  du  Ier  que  de  G lieues. 

Désignons  par  x le  nombre  d’heures  cherché. 

Le  i*'  courrier  a fait  y h lieues  en  h heures.  Par  conséquent , 
lorsque  le  2'  courrier  se  met  en  route,  le  i*r  a une  avance  de 
«+✓  h lieues.  Pendant  les  x heures  de  marche  du  2e  courrier, 
ce  courrier  fait  y’ x et  le  Ier  fait  y x lieues. 

Soit  y"  y'.  Le  2'  courrier  se  rapprochera  du  Ier  courrier 
dey"*— y'*  lieues,  pendant  a?  heures.  Or,  il  étaitde  a-f-y'A  lieues 
en  arrière  du  i‘r,  et  après  les  X heures  de  marche  le  2*  courrier 
doit  être  en  arrière  de  G lieues.  On  voit  donc  que  pour  que  le 
problème  soit  possible , il  faut  et  il  suffit  que  G soit  moindre 
que  a-\-ylh.  Mais,  pendant  les  x heures  de  marche  du  2'  cour- 
rier, il  se  rapproche  de  y“x  — yx  lieues  du  Ier,  et  ce  rappro- 
chement doit  être  de  a.-\-yh  — G lieues;  donc 

y'x—/x=*+y'h—C.  D’où  (x)... 

y —y 

A 

La  formule  (1)  détermine  le  nombre  x d’heures  cherché. 

Les  espaces  parcourus  pendant  ce  temps  par  le  i*r  et  le 
2*  courrier  sont  y'*  et  y’x  lieues. 

i*r  Exemple.  Deux  courriers  vont  dans  le  même  sens  ; le  1" 
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6a 


a une  avance  de  20 o lieues,  fait  3 lieues  en  4 heures,  et  part 
4o  heures  avant  le  2e  qui  fait  6 lieues  en  7 heures.  Après  com- 
bien d'heures  de  marche  , le  2e  courrier  ne  sera-t-il  plus  en  ar- 
rière du  I*r  que  de  62  lieues?  {Arith. , 7 1*  prob.,  page  l5a.) 
On  déduit  de  cet  énoncé  que  les  espaces  parcourus  en  une 

3 6 

heure  par  le  Ier  et  le  2'  courrier,  sont  et  - de  lieue.  Donc 

4 7 


a = 200 , h = 4o , C — 62. 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  on  trouve  ar=  i568. 
Et  en  effet,  pendant  i568  heures,  le  2*  courrier  fait  i568  fois 
0 

- de  liene , ou  1 344  l'eues  ; le  1 *r  courrier,  qui  est  parti  4»  heures 
7 

avant  le  2e, a marché  pendant  1608  heures  et  a parcouru  1608  fois 

3 

7 de  lieue,  ou  1206  lieues;  le  2*  courrier  s’est  donc  rapproché 

4 

du  1"  de  i344 — 1206  ou  1 38  lieues;  il  n’est  donc  plus  en  arrière 
du  1er  que  de  200 — 1 38  lieues  ou  de  62  lieues,  comme  l’exige 
l’énoncé. 

3*  Exemple.  Deux  courriers  vont  dans  le  même  sens  ; le  pre- 
mier a une  avance  de  i38  lieues  , fait  3 lieues  en  4 heures , et 
part  4o  heures  avant  le  second  qui  parcourt  6 lieues  eu  7 heures. 
On  demande  dans  combien  de  temps  les  courriers  se  joindront , 
et  quelles  seront  les  distances  des  points  de  départ  au  point  de 
rencontre.  ( Arith . , 70'  prob.  , page  i5i  .) 

On  a y*  = 7,  y"  = -,  »—  i38,  /*  = 4°>  C=  o. 

4 7 

La  formule  (1)  donne  x=i568. 

Le  2®  courrier  rencontrera  donc  le  Ier  après  <i 568  heures  de 
marche.  Pendant  ce  temps,  le  2* courrier  aura  parcouru  1 568  fois 
0 

-de  lieue,  ou  i344  lieues;  le  i'r  courrier,  qui  part  4»'  avant 
7 1 

le  2*,  aura  marché  pendant  16084  et  aura  parcouru  1608  fois 

_ de  lieue,  ou  1206  lieues;  la  différence,  i38  lieues,  entre  ces 

4 
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espaces,  est  effectivement  égale  à la  distance  des  points  de  dé- 
part des  courriers. 

La  formule  (i)  fournit  le  moyen  de  trouver  l’une  quelconque 
des  six  quantités  et,  £,  A,  y , y",  x,  quand  les  cinq  autres  sont 
données. 

Exemple.  Deux  courriers  marchent  dans  le  même  sens;  le  i*r, 
qui  est  en  avant  du  2®,  fait  3 lieues  en  4 heures  j et  part  heures 

avant  le  2®  qui  fait  6 lieues  en  ’j  heures.  Après  i568  heures  de 
marche  , le  2e  courrier  est  de  62  lieues  en  arrière  du  1".  Il  s’agit 
de  trouver  l’avance  primitive  a lieues  du  Ier  courrier  sur  le  2e. 


3 6 

On  connaît  y'  = 7,  y"  = -,  h = ho,  x~  i568,  £=62. 

4 7 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  on  en  déduit 


a = 200. 


Ces  exemples  font  voir  que  la  résolution  d’un  problème  du 
premier  degré  à une  seule  inconnue  est  composée  de  trois  parties  : 

«°.  On  met  le  problème  en  équation  j en  traduisant  les  condi- 
tions qu’il  exprime  en  langage  algébrique;  ce  qui  se  réduit  à 
indiquer,  au  moyen  des  signes  algébriques,  sur  les  quantités 
connues  et  inconnues,  les  mêmes  opérations  qu’il  faudrait  effec- 
tuer sur  les  valeurs  des  inconnues,  si  l’on  voulait  s’assurer 
qu’elles  satisfont  aux  conditions  du  problème.  De  sorte  que 
pour  mettre  un  problème  en  équation,  il  suffit  d’indiquer  la 
preuve. 

2°.  On  résout  l’équation t en  dégageant  l’inconnue  des  quan- 
tités avec  lesquelles  elle  est  combinée. 

3®.  Enfin , on  fait  la  preuve  en  vérifiant  si  la  valeur  de  l’in- 
connue satisfait  aux  conditions  du  problème. 


§ III.  Des  Équations  et  des  Problèmes  du  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues. 

3g.  V ne  équation  à deux  inconnues  admet  une  infinité  de  so- 
lutions j car  pour  chaque  valeur  arbitraire  de  l’une  des  incou 
nues,  l’équation  détermine  la  valeur  correspondante  de  l’autre 
inconnue. 
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Par  exemple,  clans  l'équation  y = x + 3,  chaque  valeur 
arbitraire  de  x,  augmentée  de  3,  donne  la  valeur  correspon- 
dante de  y. 

La  valeur  de  y dépendant  de  celle  de  x,  on  dit  que  y est 
fonction  de  x. 

Si  l’on  résout  cette  équation  par  rapport  à x,  on  aura 
x —y  — 3;  chaque  valeur  arbitraire  de_y  diminuée  de  3 four- 
nira la  valeur  correspondante  de  x , et  sons  ce  point  de  vue , la 
valeur  de  x dépendant  de  celle  de  y , on  dit  que  x est  fonction 
de  y. 

En  général,  lorsque  des  quantités  dépendent  d’autres  quan- 
tités , les  premières  sont  jonction  des  secondes. 

4o.  Pour  résoudre  deux  équations  du  premier  degré  entre 
deux  inconnues  x,y  , on  tire  de  l’une  quelconque  des  équations 
la  valeur  d’une  des  inconnuesen  fonction  de  l’autre,  par  exemple, 
la  valeur  dej(  en  fonction  de  x;  la  substitution  de  cette  valeur 
de_y  dans  l’autre  équation,  donne  une  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  la  seule  inconnue  xj  cette  équation  fournit  la  valeur 
de  x.  Connaissant  x , on  substitue  sa  valeur  dans  l’expression 
précédente  de  y en  fonction  de  x , ce  qui  fait  connaître  y. 

i*r  Exemple.  Soient  les  deux  équations 

y — x = 6 , j + x=i2. 

La  ir*  donne  y = x - f-  6. 

La  substitution  de  la  valeur  x 6 de  y,  dans  la  2e  équation, 
conduit  à x -f-  6 -f-  x = 12;  cette  dernière  n’admet  que  la  va- 
leur x = 3 , et  comme  y est  égal  à x -f-  6 , la  seule  valeur  de  y 
est  3 -f-  6 ou  9 . 

Ainsi,  quoique  chacune  des  équations  proposées  admette  une  • 
infinité  de  solutions,  le  système  de  ccs  équations  n’admet  que 
la  seule  solution  commune  x = 3,^y  = 9. 

En  général,  lorsqu’on  propose  de  résoudre  plusieurs  équa- 
tions à plusieurs  inconnues,  on  entend  toujours  qu’il  s’agit  de 
trouver  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  en  même  temps 
à toutes  ces  équations. 

On  parvient  aux  mêmes  résultats  en  tirant  d’abord  de  chaque 
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équation  la  valeur  de  y en  fonction  de  x,  et  en  égalant  ensuite 
ces  deux  valeurs.  Car , en  effectuant  ce  calcul , il  vient 

j>==x-J-6,  y = 12 — x,  x-j-6=i2  — x. 

La  dernière  équation  donne  x — 3 , et  la  substitution  de  cette 
valeur  de  x dans  l’une  quelconque  des  valeurs  de  y,  conduit  à 

y=S9’  . . 

Il  est  bien  évident  que  la  substitution  de  x=3  dans  _y=x-f-6 

ou  dans  y = 12  — x , doit  fournir  la  même  valeur  dey;  car  on 

a tiré  la  valeur  3 de  x,  de  l’égalité  de  ces  deux  valeurs  dey. 

Enfin , la  forme  particulière  des  équations, 

y — x = 6,  y -j-  x — ia, 

permet  de  simplifier  les  calculs  ; car  en  ajoutant  ces  équations 
membre  à membre,  il  vient  2y  = 18 , d’où  y — q;  et  en  retran- 
chant la  ir*  de  la  2',  on  trouve  2x  = 6 , d’où  x — 3. 

Si  l’on  compare  les  trois  méthodes  dont  nous  venons  de  faire 
usage,  on  verra  qu’elles  reviennent  toujours  à exprimer  que  Us 
inconnues  ont  les  mêmes  valeurs  dans  les  équations  proposées. 
Ces  méthodes  devaient  donc  conduire  aux  mêmes  résultats. 

Lorsqu’en  combinant  des  équations,  on  fait  disparaître  une 
inconnue,  on  dit  qu’on  élimine  cette  inconnue. 

Les  trois  méthodes  que  nous  venons  d’employer  pour  éli- 
miner y ou  x , ont  reçu  des  noms  qui  rappellent  les  procédés 
dont  on  a fait  usage.  La  ire  est  dite  méthode  d’élimination  par 
substitution  , la  2e  par  comparaison  , la  3e  par  addition  ou 
par  soustraction. 

2e  Exemple.  Soient  (i)...y  4-  2x  = 8,  3y  + rjx=  27. 

La  première  équation  donne  y = 8 — ■ 2x. 

La  substitution  dé  la  valeur  8 — 2x  de  y,  dans  la  seconde 
équation , conduit  à 

(2) . . . 3(8  — 2x)  -f-  <jx  = 27  ; 
on  en  déduit  x = 3. 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  la  relation  y = 8 — 2x, 
on  trouve  y = 2.  1 

On  parvient  à la  même  solution , x = 3,  y = 2,  en  égalant 

5 
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les  valeurs  dej  tirées  des  équations  (i)i  cal  *1  vient 

a7  — 7*  q 2 l~lx 

y = 8 — 2x,y  — 3 , 8 — 2X  — 3 . 

La  dernière  équation  donne  x = 3 ; et  la  substitution  de  cette 
valeur  de  x dans  l’une  quelconque  des  deux  valeurs  de  con- 
duit à_y  = 2. 

Les  valeurs  x — 3,  y — 2 , satisfont  aux  équations  proposées , 
car  elles  donnent 

y + îi=s+2X3=8,  3j4-7*=3X2  + :X3=27. 

4i  .Le  système  de  trois  équations  à trois  inconnues , 
détermine  les  valeurs  de  ces  inconnues. 

En  effet , si  l’on  prend  dans  l’une  quelconque  de  ces  équa- 
tions , la  valeur  de  l’une  des  inconnues  x , y,  z,  en  fonction  des 
deux  autres , par  exemple , a en  fonction  de  x et  _y,  la  substitu- 
tion de  cette  valeur  de  z dans  les  deux  autres  équations,  four- 
nira deux  équations  entre  x et  y,  qui  détermineront  les  valeurs 
de  ces  deux  inconnues;  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’ex- 
pression qu’on  avait  déjà  trouvée  de  z en  fonction  dex  et  y,  on 
obtiendra  la  valeur  de  z. 

Exemple.  Soient  les  équations 

(i) 3x-f2y4-z=i6,  2x-f-2y-f-az=i8,  2r4-2jf-f-z=i4- 

On  tire  de  la  première , z=  i b'  — 3x  — 2_y. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  z dans  les  deux  autres 
équations,  conduit  à 

2x-f-2y+2(i6— 3r— 2y)=i8,  2x+2j+(i6 — 3x— 2y)=i4- 

On  déduit  de  ces  deux  dernières,  x = 2 , y = 3 ; 
et  ensuite  la  relation  z = 16  — 3x  — 7.y,  donne  z = 4* 

On  parvient  également  à la  solution  x = 2,y  = 3,z  = 4> 
en  égalant  entre  elles  les  valeurs  de  z tirées  des  équations  (i) , 
car  ces  valeurs  sont 

(2)...z=i6 — 3x — 2^y,  z— 9 — x — y,  z — \{ — 2X — 2j. 
Égalant  successivement  la  ir*  valeur  de  z à la  2*  et  à la  3e, 
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on  exprime  que  ces  deux  dernières  sont  égales  entre  elles,  et  il 
vient 

16  — 3x  — 2^  = 9— x — y,  16— 3x— 2y/=  14 — 2x — ay. 

Ces  deux  équations  en  x et  y,  donnent  x = 2 ,y  ~ 3. 

On  a obtenu  les  valeurs  de  x et  y,  en  exprimant  que  les  va- 
leurs (2)  de  z sont  égales  entre  elles.  La  substitution  de  ces  va- 
leurs de  x et  y,  dans  l’une  quelconque  des  relations  (2),  devra 
donc  conduire  à la  même  valeur  de  z;  et  en  effet,  cette  subs- 
titution donne  z= 

Remarque.  La  forme  particulière  des  équations  (1)  permet 
de  simplifier  les  calculs  précédens;  car  en  retranchant  succes- 
sivement la  3e  équation  , de  la  ire  et  de  la  2®,  on  trouve 

(3X  + 2J+  Z)—  (2X  + 2J+Z)  = l6—  l4,  d’ollX  = 2, 
(2X+2J  + 2Z)— (2X+2y-f  z)=l8—  d’où  Z = 4 , 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  des  inconnues  x,  z,  dans  l’une 
quelconque  des  équations  proposées , conduit  à y = 3. 

42.  En  général  : Pour  résoudre  n équations  du  premier  degré 
entre  n inconnues  , on  prend  dans  l’une  quelconque  des  équa- 
tions la  valeur  d’ une  inconnue , comme  si  tout  le  reste  était 
connu  ; la  substitution  de  cette  valeur  dans  les  autres  équations 
conduit  à n — I équations  entre  n — 1 inconnues.  Opérant  sur 
ces  nouvelles  équations  comme  sur  les  proposées , on  obtient 
n — 2 équations  j,  entre  n — 2 inconnues.  Continuant  ces  cal- 
culs , on  parvient  à 2 équations  entre  2 inconnues,  et  enfin  à 
une  équation  à une  seule  inconnue  ; cette  dernière  équation  dé- 
termine l’inconnue  qu’elle  renferme  ; et  en  remontant  succes- 
sivement aux  équations  précédentes,  on  en  déduit  les  valeurs 
des  autres  inconnues. 

Exemple.  Soient  les  quatre  équations, 

x+y+z+t=  14,  x + y + z ■—  t = 4, 
ï+y-î+î(=  n,  x — y -+•  z -f  3/  = 18. 

La  première  donne  t=i4  — x —y  — z. 

Substituant  cette  valeur  de  t dans  les  trois  autres  équations, 

5.. 
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on  trouve , toutes  réductions  faites , 

x + 7 + * — 9>  x+y+  3*=*7,  x + 2^-f*=i2. 

Pour  résoudre  ces  trois  équations  entre  x,  y,  z,  on  tire  de 
la  première , 

z — g — x — y, 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  z dans  les  deux  autres  équa- 
tions en  x ,y,  z , conduit  à 

® + y = 5,  y = 3. 

Ces  deux  équations  entre  x et  y donnent 

y = 3,  x = 5 — _y  = 5 — 3 = 2. 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  x et  y dans  z=g  — x — y, 
donne  z = 4 i et  en  faisant  x = 2 , y»  = 3 , z = 4 , dans 
t = i4  — x — y — z,  il  vient  t = 5. 

Le  système  x = 2.,y  — 3,z  — /\,t  = 5,  rend  les  équations 
proposées  identiques. 

Remarque.  On  peut  simplifier  les  calculs  précédées;  car  en 
retranchant  la  2*  des  équations  proposées  delà  i1*,  il  vient 

(sc+y+*+0 — (*+7+* — 0=I4 — 4;  d’où  t==  5. 

Si  l’on  retranche  de  même  la  3*  et  la  4*  équation  de  la  i", 
on  parvient  à 

2z  = 3 -f-  t,  y = t — 2. 

Substituant  la  valeur  5 de  t,  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions , on  trouve  a = 4>  y — 3. 

Enfin , si  l’on  fait  y — 3 , z = 4 > * = 5 , dans  l’une  quelconque 
des  équations  proposées , on  trouvera  x = 2. 

Lorsque  toutes  les  inconnues  n’entrent  pas  à la  fois  dans  cha- 
cune des  équations  proposées,  l’application  de  la  règle  générale 
exige  que  l’on  examine  avec  soin,  de  quelle  manière  les  incon- 
nues sont  liées  entre  elles,  afin  de  pouvoir  les  déduire  les  unes 
des  autres.  En  voici  des  exemples  : 

i”  Exemple.  Soient  les  quatre  équations 

x — z=2,  x — y — z—  o,  x-\-y  — 5,  2a+t=4- 
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Les  trois,  premières , ne  renfermant  que  les  trois  inconnues 
x,y,z , détermineront  ces  inconnues;  et  en  effet,  ces  trois  équa- 
tions donnent 

* = 2 + *>  x = y + z,  x — 5 — y. 

Égalant  les  deux  premières  valeurs  de  x , on  trouve  _y  = a. 

La  relation  x = 5 — y donne  x — 5 — a = 3 ; 
et  ensuite  l’équation 

x=2+z  donne  z — x — 2=3  — 2=1. 

Substituant  la  valeur  1 de  z , dans  la  relation  2z  + t — 4 , 
on  trouve  £ = 2. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  valeurs  x = 3 ,^=a , z = 1 , 
t = 2,  satisfont  aux  équations  proposées. 

2*  Exemple.  Soient  les  quatre  équations 

as — t=3,.  3x — z=a,  _y-|-£=8,  2x-f-3_y=  i3. 

Pour  éliminer  £,  on  tire  de  la  t"  équation  t = as  — 3;  on 
substitue  cette  valeur  de  £ dans  _y  + £ = 8 , et  l’on  trouve 
y -f-  2a  = 1 1. 

De  sorte  que, les  inconnues  x,y,  z,  dépendent  des  équations 
3x — z = 2,  2z=n,  ax  + 3_y=i3. 

La  1"  équation  doune  s = 3x  — a. 

Substituant  cette  valeur  de  z dans  y + 2z  = 1 1 , il  vient 

_y -f  6x=  i5.  Or , 2x-f-3y=  i3. 

Ces  deux  équations  entre  x , y donnent  x = 2 , y = 3. 

La  relation  z = 3r  — 2 , conduit  à z = 6 — 2 = 4; 
et  ensuite , l’équation  £ = 2z  — 3 , donne  £ = 5. 

On  peut  s’assurer  que  les  valeurs 

x = a,^  = 3,  z = 4.  t=5, 
satisfont  aux  équations  proposées. 

43.  Lorsqu’on  a m équations  entre  m-\-  n inconnues  j on  peut 
assigner  des  valeurs  arbitraires  à n inconnues;  car  les  ot  équa- 
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tions  fournissent  ensuite  les  valeurs  correspondantes  des  m 
autres  inconnues. 

Exemple.  Soient,  3x-f- ay'-f- s = 16,  ax  + 2y  -f-  a = 14. 
On  peut  donner  des  valeurs  arbitraires  à l’une  des  inconnues 
x ,y  , z;  les  deux  équations  proposées  fourniront  les  valeurs  cor- 
respondantes des  deux  autres  inconnues. 

Si  l’on  fait  z = 4 , les  équations  données  se  réduiront  à 

3x  + 2_y=i2,  ax-f"  2JK=  lo>  d’où  x=a,  _y  = 3. 

44-  Lorsqu'un  a m + n équations  entre  n inconnues , Us  va- 
leurs des  n inconnues  se  déduisent  de  n quelconques  des  équations 
proposées j et  pour  que  U système  des  m-\-  n équations  admette 
une  solution , il  suffit  et  il  faut  que  Us  vaUurs  de  ces  inconnues 
satisfassent  aux  m autres  équations. 

i,r  Exemple.  Soient  x = x — y — a,  2x  — 3y  = i. 

Les  deux  premières  équations  donnent  x = 5,  y~  3.  Ces 
valeurs  satisfaisant  à la  3*  équation  2X — 3y=i , le  système 
proposé  admet  la  solution  s^=5,y  = 3. 

2e  Exemple.  Soient  x 4-^  = 8,  x — y =2,  ax — 3y  =5. 
Les  deux  premières  équations  donnent  x = 5 , y — 3 ; et  ces 
valeurs  de  x ,y  ne  satisfont  pas  à la  3e  équation  ax  — 3y =5. 
Le  système  des  équations  proposées  n’admet  donc  aucune  so- 
lution. 

ProbUmes  qui  conduisent  à un  nombre  d’équations  du  premier 
degré  égal  à celui  des  inconnues. 

45.  i,r  Problème.  On  a des  pièces  de  a francs  et  de  5 francs ; 
il  s’agit  de  payer  26  francs  avec  dix  de  ces  pièces.  ( Arithm . , 
60'  prob.j  pag.  146,) 

ire  Solution.  Si  l’on  donue  x pièces  de  2 francs  et  y pièces 
de  5 francs , la  valeur  de  ces  x -f- y pièces  sera  x fois  af  -f-y  fois  5* 
ou  ax+5y  francs.  Or , le  nombre  total  de  ces  pièces  doit  être  1 o, 
et  elles  doivent  valoir  a6  francs.  Donc, 

■ , x4~_y=io  et  • ax  + 5^  = 26. 

La  ir*  équation  donne  y = 10  — x;  substituant  cette  valeur 
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de  y dans  la  a*  équation , il  vient 

ix  5 (i o — x)  = 26. 

On  en  déduit 

2x-f-5o-5x=a6,  3x-5x=26-5o,  -3r=-24,  3x=24,  x=8. 

On  parvient  plus  simplement  à x = 8,  en  changeant  d’abord 
les  signes  de  tous  les  termes  de  l’équation  2X  -f-5o  — 5x  = 26  ; 
car  il  en  résulte , 

— ix — 5o  + 5x— — 26,  Sx — 2x=5o — 26,  3x=a4i  * = 8. 

La  relation  y — 10  — x , donne  y — 10  — 8 = 2. 

On  doit  donc  prendre  8 pièces  de  a francs  et  2 pièces  de 
5 fraucs.  Et  en  effet,  ces  10  pièces  valent 

8 fois  a(  -f-  2 fois  5' , ou  1 6*  4- 1 o( , ou  26'. 

9*  Solution.  Soit  x le  nombre  des  pièces  de  2 francs,  celui 
des  pièces  de  5 francs  sera  10  — x.  Ces  dix  pièces  vaudront 

x fois  2f  + ( t o — x)fois5f,  ou  2x  + (10  — x)  5 francs. 
Mais , elles  doivent  valoir  26  francs.  On  a donc 

2x-f-(io — x)5=2Û;  d’où  x=8etio  — x = 2. 

On  doit  donc  donner  8 pièces  de  2 francs  et  2 pièces  de  5 francs. 

Remarque.  Si  l’on  compare  ces  deux  solutions,  avec  celle  qui 
a été  donnée  en  Arithmétique,  on  verra  que  V avantage  de  l'Al- 
gèbre est  de  conduire  plus  directement  au  résultat. 

Cette  observation  s’applique  aux  questions  suivantes. 

2e  Problème.  Former  la  longueur  du  mitre j en  plaçant  des 
pièces  d'or  de  20  francs  et  de  4<*  francs  les  unes  à la  suite  des 
autres.  Le  nombre  total  de  ces  pièces  est  45/  leurs  diamètres  res- 
pectifs sont  21  et  26  millimètres.  (Arith.,  61  * prob.,  page  147.) 

P'  Solution.  Si  l’on  prend  x pièces  de  20  francs  et_y  pièces 
de  4°  francs,  la  somme  des  diamètres  de  ces  x -\-y  pièces  sera 

x fois2 1 millimètres  -fy  fois  26  millimètres,  ou  2 1 x-f-26y  millim. 

Or,  le  nombre  total  de  ces  pièces  doit  être  45,  et  la  somme 
de  leurs  diamètres  doit  être  égale  à un  mètre , c’est-à-dire  à 


t 
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iooo  millimètres-  Il  faut  donc  que 

x = 2IX  -f-  2Ôy  = iooo. 

Ces  équations  donnent  x = 34,  _y=n. 

Et  en  effet;  si  l’on  place  les  unes  à la  suite  des  autres,  34  pièces 
de  20  francs  et  1 1 pièces  de  4°  francs  , la  somme  des  diamètres 
de  ces  45  pièces  sera 

34fois2i  millim.  + 1 1 fois  26millim.,  ou  (7 14+286) millim., 
ou  1000  millimètres,  ou  un  mètre. 

2e  Solution.  Soit  x le  nombre  des  pièces  de  20  francs  ; celui 
des  pièces  de  4®  francs  sera  4®  — x.  La  somme  des  diamètres 
de  ces  45  pièces  sera 

x fois  21  millimètres  + (45  — x)  fois  26  millimètres , 

ou  2 ix  + (45  — x)  26  millimètres. 

Cette  somme  devant  être  égale  à un  mètre , ou  à 1 000  milli- 
mètres , on  a 

2ix+(45 — x)  26=  1000;  d’où  x = 34. 

On  formera  donc  la  longueur  du  mètre  en  plaçant  les  unes  à 
la  suite  des  autres,  34  pièces  de  20  francs,  et  45  — 34  ou  1 1 pièces 
de  4o  francs. 

3'  Problème.  Un  maître  voulant  distribuer  des  oranges  à ses 
élèves , leur  dit: Si  f en  donne  6 à chacun  de  vous , il  mien  res- 
tera 7;  et  si  je  n’en  donne  que  4 « chacun , il  m’en  restera  17. 
7 ’rouper  combien  ily  a d’élèves , et  quel  est  le  nombre  des  oranges. 
( Arith.  j 64'  P>'ob.  , page  1 (9). 

ire  Solution.  Soient,  x le  nombre  des  élèves,  et  y celui  des 
oranges.  Si  l’on  donne  6 oranges  à chacun  des  x élèves , on  aura 
distribué  x fois 6 oranges,  ou  6x  oranges;  or  il  en  restera  7;  le 
nombre  total  y des  oranges  est  donc  6x  4-  7.  Par  conséquent , 

^=6x+  7. 

Si  l’on  11e  donne  que  4 oranges  à chacun  des  x élèves , on  aura 
^lislribué  4-c  oranges;  et  comme  il  en  restera  17,  le  nombre 
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total  y des  oranges  est  4 c -f-  17.  Donc 
_y  = 4*  -f  17. 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  y , il  vient 


6x  + 7 = 4r  + x7 ; d’où  x = 5. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  x dans  l’une  quelconque 
des  valeurs  de_y , donne  y = 37. 

On  voit  donc,  qu’il  y avait  5 élèves,  et  que  le  nombre  des 
oranges  était  37. 

En  voici  la  preuve.  Si  le  maître  donne  6 oranges  à chacun  des 
5 élèves , il  en  distribuera  5 fois  6 ou  3o,  et  il  en  restera  37 — 3o 
ou  7 ; s’il  n’en  donne  que  4 à chaque  élève , c’est-à-dire  5 fois  4 
ou  20,  il  lui  restera  37  — 20  ou  17  oranges. 

a Solution.  On  peut  ne  faire  usage  que  d’une  seule  inconnue. 
Car  en  désignant  par  x le  nombre  des  élèves,  on  trouve  que  le 
nombre  total  des  oranges  est  exprimé  par  62:  -f-  7 et  par  + 17. 

Égalant  ces  deux  valeurs  du  nombre  total  des  oranges,  on  a 


6r-f-  7 = 4-r  + *7  ; d’où  x—5  et  6x-— 7 = 37. 

Par  conséquent,  il  y avait  5 élèves,  et  le  nombre  des  oranges 
était  37. 

4*  Problème.  Trouver  une  fraction  telle  qu’en  ajoutant  b à 
son  numérateur  j elle  se  réduise  à et  qu’en  ajoutant  c à son 


dénominateur j elle  se  réduise  à j. 

ire  Solution.  Soient, x le  numérateur  et  y le  dénominateur 
de  la  fraction  demandée;  les  inconnues  x,  y dépendront  des 
équations, 


x+b * x y 

y C’  y+c  J1’ 


d’où  (i)...  x 


y(c*+b£)  _C(cy+bt T) 

ttj' — Sy  ’ J 


Les  conditions  du  problème  déterminant  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction  cherchée , on  ne  doit  pas  réduire  la 

OC 

Yaleur  de  - à sa  plus  simple  expression. 
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Par  exemple,  soient  b=si,  *—i,  C = 2,  c=  a,  y = i,  /=4» 
les  formules(i)  donnent  x = 2 , ^ = 6;  la  fraction  demandée 

est  donc  g.  Cette  fraction  jouit  des  propriétés  demandées;  car 

3 

si  l’on  ajoute  1 à son  numérateur,  elle  devient  g et  se  réduit 

1 2 

à - ; si  l’on  ajoute  2 à son  dénominateur,  elle  devient  » et  se 

2 O 

réduit  à 7. 

4 

I 2 

La  fraction  ^ , équivalente  à g,  ne  satisferait  pas  à la  question. 

# . éC 

2*  Solution.  La  fraction  demandée  devant  se  réduire  a g, 

quand  on  ajoute  b à son  numérateur,  cette  fraction  est  de  la 

*x  — b 
forme  — s—  • 

Qx 

Or,  en  ajoutant  c à son  dénominateur,  elle  doit  se  réduire 

à \\  donc  — - = ?.  On  en  déduit 

«J1  ’ Cx-f-  c <r 

Cy  + bî  _ L y{c*  + bC)  ^ £(cy-f-W) 

— Cy  — Cy  — £y 


5*  Problème.  Un  père  laisse  par  testament , la  moitié  de  son 
bien  à son  filsj  le  tiers  à sa  fille , et  Us  10000  francs  qui  res- 
tent à sa  veuve;  il  faut  trouver  U bien  du  défunt  et  la  part  de 
chaque  enfant.  (4rith.j68c  probl.j  page  l5o.  ) 

ire  Solution.  Soient,  x francs  l’héritage,  et  y,  z francs  les 
parts  du  fils  et  de  la  fille.  D’après  l’énoncé  du  problème , la 


part_y  francs  du  fils  est  - x francs , la  part  z francs  de  la  fille  est 


- x francs,  et  il  doit  rester  ioooof  à la  mère;  de  sorte  que  la 

somme  (^+4  + 10000)  francs  de  ces  trois  parts  doit  former  le- 
bien  x francs  du  défunt.  On  doit  donc  avoir, 


y -f-  z -f-  1 0000  = x. 
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Pour  résoudre  ces  trois  équations,  on  substitue  les  valeurs 

— x,  ix,  de  y et  z , dans  la  dernière  équation  , ce  qui  con- 
2 3 

duit  à 

-x + * x + 10000  = x;  d’où  x = 60000. 

2 3 


Les  relations 


:-x,  z = ^x,  donnent 
2 3 


_y=3oooo,  z— 20000. 

Ainsi,  l’héritage  est  60000  francs.  Le  fils  en  prend  la  moitié 
ou  3oooo  francs,  la  fille  le  tiers  ou  20000  francs;  il  reste  effec- 
tivement 10000  francs  à la  veuve. 

2e  Solution.  Si  l’on  représente  par  x francs  le  bien  du  dé- 
funt , les  parts  respectives  du  fils  et  de  la  fille'  seront  - x et 

^ x francs  ; ajoutant  la  part  1 oooof  de  la  veuve , la  somme 
devra  composer  l’héritage  x francs.  Donc 

1 1 

+ I OOOO  = X. 

2 3 

On  en  déduit,  x = 6oooo,  -x=3oooo,  ^x  = aoooo. 

3e  Solution.  Pour  prendre  plus  facilement  la  moitié  et  le 
tiers  de  l’héritage,  on  le  désignera  par  6x  francs;  les  parts 
respectives  du  fils,  de  la  fille  et  de  la  veuve,  seront  3x , 2x  et 
loooo  francs;  leur  somme  devant  composer  l’héritage  6x  francs, 
on  a 

3x -f- 2x  + 1 0000  = 6x ; d’où  x = 10000,  6x  = 60000, 
3x  = 3oooo , 2x  = 20000. 

6*  Problème.  Les  mises  de  trois  associés  sont  Z,  y et  I francs; 
ces  mises  sont  restées  le  même  temps  dans  la  société;  le  gain 
total  est  a francs.  Il  s’agit  de  trouver  les  gains  des  associés. 

La  mise  totale  Z + y -f-  I francs , a rapporté  *f  de  bénéfice. 


La  mise  if  rapporte  donc 


G+y  + ï 


francs  de  bénéfice. 
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On  obtiendra  donc  les  gains  x,y,z  francs  relatifs  aux  mises 
G , y,  francs,  en  formant  les  trois 
par  G,yeli'.  Ainsi, 


produits  de francs , 


(i)...x_c+—pXC,>— e + y + ^Xy,z— 

Ces  formules  démontrent  que  pour  obtenir  les  gains  de- 
mandésj il  suffit  de  diviser  le  gain  total  par  la  somme  des 
mises  j et  de  multiplier  le  quotient  par  les  nombres  de  francs  de 
chaque  mise.  Les  produits  expriment  les  nombres  de  francs  des 
gains  relatifs  aux  mises  proposées. 

i"  Exemple.  Soient  £ = 3oo,  y=5oo,  /=' 700,  a.  =4^°°. 

On  trouve  * , . — i=3,  x=qoo,  y=i5oo,  2=2100. 

t-f  y-f-<f  3 J 

L’Aritbmétique  a conduit  au  même  résultat.  ( Arith.j  19* 
probLj  page  122.) 

2*  Exemple.  Soient  f=345, 67,  y=468,84,  ^=4^27, g5, 
« = 427,3968.  On  trouve 


^ = 0,08,  07=27, 6536,  ^=3 7,5072,  2=362, 236o. 


L’Arithmétique  a conduit  au  même  résultat.  ( Arith .,  20e 
probl.j  page  122.) 

7*  PsOBLiME.  Les  misesde  trois  associés  sont  G, -y  et  francs. 
La  première  mise  est  restée  b mois  dans  la  société  j la  seconde  c 
mois  j et  la  troisième  d mois.  Le  gain  totalest « francs.  Trouver 
le  gain  relatif  à chaque  mise. 

La  mise  G francs,  qui  est  restée  b mois  dans  la  société  , rap- 
porte autant  que  b fois  G francs  pendant  un  mois.  Par  une 
raison  semblable,  y francs  placés  pendant  c mois,  et  è francs 
placés  pendant  d mois,  rapportent  autant  que  c fois  y francs 
et  d fois  i'  francs  pendant  un  mois. 

Par  conséquent , pour  trouver  les  gains  cherchés , il  suffit  de 
résoudre  cette  autre  question  : 

Les  mises  de  trois  associés  sont  bG  , cy  et  dS'  francs  ; ces 
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mises  sont  restées  pendant  un  mois  dans  la  société  ; le  gain 
total  est  » francs.  Trouver  les  gains  des  associés. 

On  obtiendra  donc  les  gains  x,y,z  francs  demandés,  en 
remplaçant  dans  les  formules  (i) , les  mises  C,  y,  ï,  par 
LC,  cy,  dé~.  De  sorte  que, 

Æ = bC  + cy  + dï  X U’  y~  bC  + cy  + dt*-  Cy' 

* = bC  + cy  + dï  X d/'- 

Exemple.  Soient  C = ioo,  y = a5o,  <JS=  5o, 

b— 3,  c=a,  — 1 4 > «=45oo. 

On  trouve  1 = 900,  y=i5oo,  z = 2ioo. 

L’Arithmétique  a fourni  le  même  résultat.  ( Arith .,  21e 
probl.j  pages  122  et  123.  ) 

8*  Problème.  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant  dou- 
blera l’argent  des  deux  autres.  Chaque  joueur  ayant  perdu 
une  partie  j dans  f ordre  indiqué  par  le  rang  des  joueurs , ü 
reste  itf  au  1*  joueur , 28e  au  a*,  et  lif  au  3®  joueur.  Combien 
chaque  joueur  avait-il  d’argent  en  se  mettant  au  jeu?  {Arith., 
qZ*  probl.j  page  i53.) 

On  supposera  que  les  joueurs  entrent  au  jeu  avec  x,y  et  z 
francs. 

Le  Ier  joueur  ayant  perdu  la  1"  partie,  donne  y francs  au 
2'  joueur  et  z francs  au  3®  ; il  ne  lui  reste  donc  que  x — y — z 
francs.  Ainsi,  à la  fin  de  la  ir®  partie,  le  premier  joueur  a 
x — y — z francs;  le  a®  a 2 y francs,  et  le  3'  a 2z  francs. 

On  trouvera  de  même, qu’à  la  fin  de  la  2'  partie,  le  1"  joueur 
a 2(x — y — z)  francs,  le  2'  a 3_y — x — z francs,  le  3®  a 
4z  francs;  et  qu’après  la  3®  partie,  le  i*r  joueur  a 4(x — y — z) 
francs,  le  2' a a(3y — x — z)francs,  et  le  3®  a 7Z — x — y 
francs. 

Les  équations  du  problème  sont  donc 
4(x — y — z)  = a4,  a(3y — x — z)=a8,  7Z  — x — y-xzitp, 
elles  se  réduisent  à 
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(i)...  x — (_H-i)  = 6,  3y  — (x+z)=i4,  7*— (x-fy)=i4. 

On  déduit  de  ces  trois  dernières,  x = 36,  y — 20,  s—  10. 

Remarque.  On  simplifie  les  calculs  en  observant  que  l’ar- 
gent total  des  joueurs  devant  rester  constamment  le  même, 
on  a,  x + y -f-  2 = 24  + 28  -j-  14  = 66;  d’où 

-f~ Z ” 66 — x,  xH-s=66 — y,  x-f-_y  = 66 — Z. 

Ces  trois  dernières  relations  réduisent  les  équations  (1)  à 
x — (66  — x)=6,  3y  — (66— _y)=  14,  72  — (66— z)=  14. 

Ces  trois  dernières  donnent  x = 36,  y=r2o,  z = io. 

9e  Problème.  Un  pire  dit  à son  fils  : Il  y a 90'  dans  ces 
quatre  bourses;  si  je  mettais  5f  dans  la  ire,  si  j’ ôtais  If  de  lai* , 
si  je  triplais  l'argent  de  la  3%  et  si  j'ôtais  la  moitié  de  l'argent 
de  la  4%  chaque  bourse  contiendrait  alors  la  même  somme. 
Combien  y avait-il  d’argent  dans  chaque  bourse  ? 

Solution.  Soient  x,y,z  et  t francs,  les  sommes  d’argent 
contenues  dans  les  quatre  bourses.  Si  l’on  effectue  les  opérations 
indiquées,  les  bourses  renfermeront  alors 

x-j-5,  y — 4>  3s,  et  t — ou  ^ t,  francs. 

Ces  quatre  sommes  devront  être  égales  entre  elles  ; et 
comme  les  quatre  bourses  devaient  d’abord  contenir  90f , toutes 
les  conditions  du  problème  sont  exprimées  par  les  équations 

x + 5z=y-  — 4,  x-f5=:3ü,  x+5=-t,  x-f^+s-f-t=9o. 

Pour  résoudre  ces  équations,  on  tirera  des  trois  premières , 
(,)...  y=x  + 9,  z = i(x  + 5),  t — a(x  + 5). 

Substituant  ces  valeurs  de  y,  z,  t,  en  fonction  de  x , dans 
la  4'  équation,  on  obtiendra  une  équation  en  x seul  qui  don- 
nera x = 16.  Mettant  cette  valeur  de  x dans  les  relations  (1), 
on  trouvera  y — i5,  2 = 7,  t = 42- 

De  sorte  que  les  quatre  bourses  contenaient  i6f,  a5f,  7r  et  4if- 
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11  est  facile  de  s’assurer  que  ces  nombres  satisfont  à toutes  les 
conditions  du  problème. 

2'  Solution.  On  peut  résoudre  la  question  proposée,  en  né 
faisant  usage  que  d’une  seule  inconnue.  En  effet  : Supposons 
qu’après  avoir  effectué  les  opérations  indiquées  , chaque  bourse 
contienne  3x  francs;  alors,  3x  francs  exprimera  l’argent  de  la 
ire  bourse  augmenté  de  5 francs;  la  ire  bourse  contenait  donc 
3x  — 5 francs. 

On  verra  de  même  qu’il  y avait  3x  -J-  4 francs  dans  la 
2*  bourse,  x francs  dans  la  3e,  et  6x  francs  dans  la  4'  bourse. 
Or , ces  quatre  bourses  devaient  renfermer  90  francs.  Donc, 

(3x  — 5)  -j-  (3x  + 4)  + x *+*  6x  = 9°;  d’où  x=7. 

On  en  déduit  que  les  bourses  contenaient  i6f,  25f,  et 
42  francs. 

10*  Problème.  On  a formé  trois  tas  de  1 5 points  chacun , 
avec  des  cartes  d’un  jeu  de  piquet  de  32  cartes.  La  première 
carte  de  chaque  tas  a été  comptée  pour  sa  valeur  (Tas  vaut  1 1 
points  j les  figures  valent  10,  et  les  autres  cartes  valent  le 
nombre  de  points  qu’elles  indiquent).  Les  autres  cartes  de 
chaque  tas  n’ont  été  comptées  chacune  que  pour  un  point.  On 
connaît  le  nombre  des  cartes  qui  n’ont  pas  été  employées  pour 
former  les  trois  tas.  Il  s’agit  d’en  déduire  le  nombre  total  des 
points  formés  par  les  trois  premières  cartes  des  trois  tas  j c’est-à- 
dire  par  les  trois  cartes  qui  ont  été  comptées  pour  leurs  valeurs. 

Si  l’on  désigne  par  * le  nombre  total  des  points  formés  par 
les  trois  premières  cartes  des  trois  tas,  par  y le  nombre  des 
points  de  la  ire  carte  du  Ier  tas,  par  z celui  des  points  de  la 
1"  carte  du  2*  tas,  et  par  t le  nombre  des  points  de  la  ire  carte 
du  3e  tas;  le  Ier  tas  contiendra  i5 — y cartes  qui  ne  compte- 
ront chacune  que  pour  un  point;  de  sorte  que  le  i,r  tas  sera 
composé  de  i5— -y  + i ou  de  16  — y cartes.  De  même,  le  2*  tas 
contiendra  16  — z cartes,  et  le  3*  sera  formé  de  16  — t cartes. 
Le  nombre  total  des  cartes  des  trois  tas  sera  donc 
(16— v)  + (i6 — ï)+(i6--<)  , ou  48 — {y  +*  -f-  0 > ou  48 — *• 

Le  nombre  des  cartes  qui  ne  font  pas  partie  des  trois  tas. 


Digltized  by  Google 


8o  ALGÈBRE, 

c'est-à-dire  le  nombre  des  cartes  qui  restent,  est  donc 
3a  — (48 — *),  ou  x — 16. 


Par  conséquent,  Pour  obtenir  le  nombre  x de  points  deman- 
dé , il  suffit  d’ajouter  16  au  nombre  des  cartes  qui  n’ont  pas  été 
employées  à former  les  trois  tas. 

Par  exemple,  supposons  que  la  ir*  carte  du  i*r  tas  soit  un 
as  , que  la  i"  du  a*  tas  soit  un  roi,  et  que  la  ir*  carte  du  3e 
tas  soit  un  huit ; la  somme  des  points  de  ces  trois  cartes  sera 
il  + IO-1-8,  ou  39.  Pour  compléter  i5  dans  chaque  tas,  on 
ajoutera  4 cartes  à l’as , 5 cartes  au  roij  et  7 cartes  au  huit. 
Le  i*r  tas  sera  de  5 cartes,  le  a*  de  6 cartes,  et  le  3e  de  8 cartes; 
ce  qui  fera  19  cartes  en  tout;  il  restera  3a  — 19  ou  1 3 cartes- 
Connaissant  le  nombre  1 3 des  cartes  qui  restent,  si  l’on  y ajoute 
16,  la  somme 39  exprimera  effectivement  le  nombre  des  points 
formés  par  les  trois  premières  cartes  des  trois  tas. 

il*  Problème.  On  a mi  lé  » litres  de  vin  à S sous  le  litre, 
et  x litres  à S' sous  le  litre.  Déterminer  le  prix  C"  sous  du  litre 
de  ce  mélange.  On  suppose  que  le  volume  total  du  mélange  est 
égal  à la  somme  des  volumes  des  quantités  mélangées. 

Les  * + a litres  du  mélange  valant  *£-{-*'?  sous,  un  litre 

, . . uC  + et'C  ^ 

de  ce  mélangé  revient  a ^ sous.  On  a donc 


«J-- 


(*)••• 


Cette  formule  résout  le  problème  proposé.  Elle  nous  ap- 
prend que  pour  obtenir  le  prix  d’une  unité  de  mesure  d’un 
mélange  quelconque  , il  suffit  de  multiplier  le  prix  d’une  mesure 
de  chaque  espèce  par  le  nombre  de  ces  mesures,  et  de  diviser  la 
somme  de  ces  produits  par  le  nombre  total  des  mesures  du  mé- 
lange. (Arith.  , page  i3o.) 

Nous  allons  faire  voir  que  la  formule  (1)  fournit  la  solution 
des  problèmes  que  nous  avons  résolus  en  Arithmétique  sur  les 
mélanges  de  deux  liquides;  elle  donne  le  moyen  de  calculer 
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l’une  quelconque  des  cinq  quantités  «*,  » , C , 6",  quand  les 

quatre  autres  sont  données.  En  voici  des  exemples. 

Ier  Exemple.  On  a mêlé  7 litres  de  vin  à i^s  le  litre , et  3 
litres  à . Déterminer  le  prix  C"  sous  du  litre  de  ce  mélange. 
(. Arilh 34*  probl.  j page  1 3o.) 

On  connaît  « = 7 , C — l4 , *'  = 3 , £'  = 24. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i),  on  trouve  Q"~  17. 
De  sorte  que  le  mélange  revient  à 1 ’]s  le  litre. 

2'  Exemple.  Dans  quelle  proportion  doit-on  mêler  du  vin  à 
i4 s et  à i!\s  le  litre  j pour  que  le  mélange  revienne  à 17 s le 
litre  ? (A rith.  j 36e  probl. , page  1 3 1 .) 

On  a £=14,  ^ = 24,  C"=  17. 

11  s’agit  de  trouver  le  rapport  des  inconnues  a , a . 

La  formule  (1)  donne 


•.•y 

. v» 

• « 


(2)...  eL—Ç_Ç,, 


et 

ce 


ce  qui  détermine  le  rapport  demandé.  f~ 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
valeur  de  ce  rapport  soit  positive;  ce  qui  exige  que  S"  soit 
compris  entre  C et  C . 

Substituant  les  valeurs  de  C,  C et  C,  la  formule  (2)  donne 

3 

Y 

Si  l’on  prend  arbitrairement  * = 7 , on  trouvera  * = 3. 

3e  Exemple.  Un  marchand  a des  vins  à i^1  et  à •}.^J  le 
litre.  Combien  doit-il  prendre  de  litres  de  chaque  espèce  pour 
former  un  mélange  de  100  litres  qui  revienne  à 17 s le  litre? 
{A rith.  j 37e  probl.  j page  i3i.) 

On  connaît  C=  14,  £'  = 24,  £"  = 17. 

Les  inconnues  a,  d , doivent  satisfaire  aux  conditions, 

* + * = 1 00  , (m  -f-  «0  C = *£  -f-  m'S'. 

On  déduit  de  ces  deux  équations, 

6 


J V 


V . 


■b 


v:  r,  yt 


y';h 
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100  (C  — G")  , top (G" — b) 

C'  — G ’ * ~ G'  — G • 

Substituant  les  valeurs  de  G,  G'  , G" , on  trouve  ««=70,  <t'=3 o. 

4*  Exemple.  Composer  du  vin  à i 7 s le  litre  en  mêlant  du 
vin  à 2 [f  avec  84  litres  à lt\s.  ( Arith.>  38’  probl .,  page  i32.) 
Soit  a!  le  nombre  de  litres  cherché. 


On  connaît  «=84,  i4,  £*  = a4  > G"—  17. 

La  formule  (2),  (page  81),  donne 


(3) • • ■ 


U 


(C’-G)< 
G'  — G"  * 


Substituant  les  valeurs  de  a.,G,  G' , £* , on  trouve  a!  = 36. 
Il  faut  donc  ajouter  36  litres  à , aux  84  litres  à i^s. 

5*  Exemple.  Combien  faut-il  ajouter  d’eau  à 12  litres  de 
vin  à i5s  le  litre  pour  que  le  mélange  revienne  à of  le  litre  ? 
U eau  ne  coûte  rien.  ( Arith.j  3cf  probl.  j page  1 33.)  -, 

Pour  déduire  la  solution  de  ce  problème,  de  la  formule  (3), 
il  suffit  de  considérer  les  et'  litres  d’eau  demandés,  comme  des 
litres  de  vin  à os  le  litre.  De  sorte  qu’on  connaît 

et  =12,  £=i5,  £'=o,  G"=  9. 

La  formule  (3)  donne  «'  = 8.  On  doit  donc  ajouter  8 litres 
d’eau  , aux  12  litres  de  vin  à i5J". 

Les  formules  précédentes  conduiront  aux  solutions  des  ques- 
tions qui  ont  été  traitées  en  Arithmétique.  ( Voyez  les  problèmes 
42*. . 1,  4^',  pages  1 35  et  i36  de  l’Arithmétique.) 

12e  Pboblème.  O/i  fait  fondre  ensemble  j a grammes  cfor  au 
titre  t j et  et  grammes  au  titre  t’.  Trouver  le  titre  t"  de  l’alliage 
qui  en  résultera. 

Les  «e  grammes  au  titre  £ contiennent  at  grammes  d’or 
(Arith. , page  137)  ; les  » grammes  au  titre  t',  contiennent  *'t' 
grammes  d’or;  les  * + «'  grammes  de  l’alliage  qui  en  résultera  , 
renfermeront  donc  *t  -f  » t’  grammes  d’or.  Mais  d’ailleurs,  ces 
+«'  grammes  d’alliage,  étant  au  titre  £" , renferment 
grammes  d’or.  11  faut  donc  que 
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il  4-  * t' 

(<t  -f-  •')  t + « t* ; d’où  (î). . . 1 = J j j/- * * 

La  formule  (i)  résout  le  problème  proposé;  elle  démontre 
que  pour  trouver  le  titre  de  l’alliage  qui  résulte  de  la  fonte  de 
plusieurs  lingots  j il  suffit  de  multiplier  le  poids  de  chaque  lin- 
got par  son  titre , et  de  diviser  la  somme  de  ces  produits  par  le 
poids  total  de  l’alliage.  (Aritli.,  page  * 38.) 

Nous  allons  faire  voir  que  la  relation  (i)  conduit  aux  solu- 
tions des  problèmes  que  nous  avons  résolus  en  Arithmétique, 
sur  les  alliages  de  deux  métaux;  elle  fournit  le  moyen  de  déter- 
miner l’une  quelconque  des  cinq  quantités  a,  a , t,  t' , t“ , 
quand  les  quatre  autres  sont  données. 

Lorsqu’on  voudra  exprimer  que  l’or  est  parfaitement  pur , 
on  supposera  que  son  titre  est  égal  à l’unité;  et  quand  un 
lingot  ne  contiendra  pas  d’or,  son  titre  par  rapport  à l’or  sera 
égal  à réro. 

i,r  Exemple.  On  fait  fondre  ensemble , 70  grammes  d’or  au 
titre  0,90  j avec  3o  grammes  d’or  au  titre  0,80  j trouver  le  titre 
t"  de  l’alliage  qui  en  résultera.  ( Arith.  j 4 8e  probl.j  page  i38.) 

On  connaît  * = 7 o,  t = o,go,  » =3o,  t = n,8o. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  on  en  déduit 
t"—  0,87. 

2*  Exemple.  Dans  quelle  proportion  doit— on  allier  de  l’or  à 
0,90  de  fin  j avec  de  l’or  à 0,80,  pour  composer  un  alliage  au 
titre  0,87  ? ( Arith . 5o*  probl.j  page  189.) 


On  connaît  7 = 0,90,  t'=o,8o,  <"  = 0,87. 


Il  s’agit  de  trouver  le  rapport  des  inconnues  <*,  a'. 
La  formule  (1)  donne 

7 S a!  _t—t" 


ce  qui  détermine  le  rapport  demandé. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
valeur  (2)  du  rapport  demandé  soit  positive;  ce  qui  exige  que 
t"  soit  compris  entre  t et  t'. 

6.. 
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Substituant  les  valeurs  de  t , t' , t" , la  formule  (a)  donne 


ce  qui  détermine  le  rapport  demande  de  a à a. 

3 

Si  l’on  prend  arbitrairement«=70,  on  trouvera  a ~ - «=3o. 

7 

3e  Exemple.  Un  orfèvre  a deux  lingots  d’or,  dont  les  titres 
sont  0,90  et  o,8o.  Combien  doit-il  prendre  de  grammes  de  chaque 
lingot  pour  composer  1 00  grammes  d’or  au  titre  0,87  ? ( Arith ., 
5l*  prob.  , pages  l3g  et  l4°0 

Ori  connaît  < = o,go,  /=o,8o,  <*  = 0,87. 

Les  inconnues  a, a!  doivent  satisfaire  aux  conditions 
a -j-  a ~ 1 00 , 4*  *’)  t * — et  *4“  aV. 

Dn  déduit  de  ces  deux  équations 

100  (f" — t!)  , 100  (t—C) 

et  — ; , et  ~~ ; 

t — t t — £ 

Substituant  les  valeurs  de  t,/,l“,  on  trouve  «=70,  «'=3o. 

4*  Exemple.  Un  orfèvre  a deux  lingots  y le  premier  est  com- 
posé de  270  grammes  d’or  et  de  3o  grammes  de  cuivre  y le 
deuxieme  est  formé  de  4<>  grammes  d’or  et  de  10  grammes  de 
cuivre.  Combien  doit-il  prendre  de  chaque  lingot  pour  compo- 
ser un  troisième  lingot,  du  poids  de  60  grammes , qui  contienne 
5î.*r,2  d’or  et  7<r,8  de  cuivre?  ( Arith . , 52  * proh. , page  i4°0 

On  déduit  de  la  règle  générale  qui  a été  donnée  en  Arithmé- 
tique(pag.  137),  que  les  titres  respectifs  t,£  ,t" , des  trois  lingots 
par  rapport  à l’or,  sont 

^ = 0,90,  t1  = o,8o,  t“=o,  87. 

Les  inconnues  a, a’ , dépendent  des  équations 

et  -f-  a!  = 60 , (<•  — f—  a')  t"xsz  At  -4*  a’ t? . 

On  en  déduit 

60  (t" — f')  , 60  (t — t’) 

t-tf  » a—~nrr~- 
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Substituant  les  valeurs  de  t,t',t“,  on  trouve  «=42,»'=  18. 
5'  Exemple  Un  orfèvre  a 70  grammes  d'or  à 0,90  de  fin  ; 
combien  doil-il  y ajouter  d'or  à 0,80  pour  abaisser  à 0,87,  le 
titre  de  l'alliage  qui  en  résultera?  ( Artth.j  53" prob.,page  .) 
Soit  *"  le  nombre  de  grammes  d’or  cherché. 


On  connaît  a!  =- 70,  <=0,90,  ( — ,0,80, 

La  formule  (2)  (page  83) , donne 

<T\  (*~~Q  * 

(.0)..,.  * — (*“—/')  ' 


Substituant  les  valeurs  de  »,t,t!  et  t" , on  trouve  a!  = 3o. 
De  sorte  qu’on  doit  ajouter  3o  grammes  d’or  à ot8o. 

6‘  Exemple.  Combien  faut-il  ajouter  d’or  fin  j à 33  grammes 

5 4 

d'or  à — , pour  élever  le  titre  à-?  (Arith.3  prob.,p.  1 4 1 -) 
u 7 

Le  titre  t'  de  l’or  fin  étant  égal  à l’unité , si  u!  désigne  le 
nombre  de  grammes  cherché,  on  connaîtra 


La  formule  (3)  donnera  *'  = 9.  On  doit  donc  ajouter 
g grammes  d’or  fin. 

7*  Exemple.  Combien  faut -il  ajouter  de  cuivre 3 à 108 


grammes  d'or  au  titre  de  pour  abaisser  le  titre  à ( Arith.j 

55e  prob.j  page  142) 

Le  titre  t'  d’un  lingot  de  cuivre  pur,  pouvant  être  considéré 
comme  égal  à zéro,  par  rapport  à l’or,  si  a!  désigne  le  nombre 

» o 11  , q 

de  grammes  cherché , on  connaîtra  a.  = 108,  — , t 

La  formule  (3)  donnera  «'=2. 

On  doit  donc  ajouter  2 grammes  de  cuivre. 

1 3'  Problème.  Un  orfèvre  a deux  lingots ; le  1er  est  composé 
de  a grammes  d'or  fin  et  de  b grammes  de  cuivre  ; le  2'  est formé 
de  a grammes  d'or  et  de  b'  grammes  de  cuivre.  Combien  doit— il 
prendre  de  grammes  de  chaque  lingot  pour  composer  un  3*  lingot 
qui  contienne  a grammes  d’or  et  b“  grammes  de  cuivre  ? 
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ire  Solution  Le  i,r  lingot  pèse  a-\-b  grammes;  il  contient 
a grammes  d’or  et  b grammes  de  cuivre;  donc 

...  a*r  bf 

igr  du  i*r  lingot  renferme  — ; — ; d’or  et ; de  cuivre. 

a -f-  b a -f-  b 


On  verra  de  même  que 

a'v 

ifr  du  2*  lingot  renferme  — — -r,  d’or,  et 
a -4-  b 


b'V 

a'  + b' 


de  cuivre. 


Par  conséquent,  si  l’on  prend  * grammes  du  i"  lingot  et 
a.'  grammes  du  2*,  le  3'  lingot  qui  en  résultera  contiendra 

aa.  a»  bu.  b' a! 

TJTi  + ">  JLT  8ram-  d or  et  ~ T7  + ~~V  u Sram- de  cuivre. 
cl  -f-  b ci  — p b u 4“  b ci  -f"  b 

On  doit  donc  avoir 


c» 

a -f-  b 


+ 


a -f-  b' 


, V*  _ ,» 

a + b~*~  a + b'  ° * 


Si  l’on  tire  de  ces  deux  équations  les  valeurs  des  inconnues 
on  trouvera  , 


, , {a"b'  — a'b')(fi+b)  , (ab”-a"h){a'  + b') 

ab'_a'b  **—  ab'  — a’b 

1 • 

Exemple.  ( Arith.j  prob.  > page  i4o.)  Soient 

a=z  270,  b — 3o,  a'=4o,  i'=io,  a"=  52,2,6“=  7,8. 
On  trouvera  « = 42,  «'=18. 


2e  Solution-  On  déduit  de  la  règle  qui  a été  donnée  en  Arith- 
métique ( page  1 37) , que  les  titres  respectifs  t,^  ,t“ , des  trois 
lingots , par  rapport  à l’or,  sont 

_ t » 

/n  a j a ,,  a 

iT+l’  / — 7+T”  * —7r+ V 

Ces  relations  feront  connaître  les  titres  t,tf  ,t'. 

Désignant  par  « et  * les  nombres  de  grammes  demandés,  et 
par  C le  poids  total  du  3*  lingot,  on  aura 

et  -|-  ût’  — C. 

Or,  les  « grammes  du  i,r  lingot  au  titre  t,  renferment 
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<tt  grammes  d’or  pur,  el  les  et'  grammes  du  2*  lingot  au  titre  t' , 
contiennent  «Y  grammes  d’or  pur;  le  3°  lingot  composé  de  ces 
a -f-  a!  grammes,  renferme  donc  *t-\-ut  grammes  d or  pur. 
Or,  ces  «+  et  grammes  d’alliage  doivent  être  au  titre  t";  ils 
renferment  donc  * )t"  grammes  d’or  pur.  On  a donc 

ut  <tY  = («  -f-  a)  t".  D’ailleurs , a -f-  et'  = C . 

On  déduit  de  ces  deux  équations 


* — t—t'  ' 


Les  relations  (2)  détermineront  les  titres  t,t  des  trois 
lingots  par  rapport  à l’or;  et  ensuite  les  formules  (3)  donneront 
les  valeurs  des  inconnues 

Si  l’on  veut  exprimer  «et  a!  en  fonction  des  données  primi- 
tives a,  b,  a,  b',  a",  V , on  remplacera  t,  i et  t"  par  leurs  va- 
leurs (2),  et  les  relations  (3)  conduiront  aux  formules  (1). 

PitouLÙMii  Composer  un  alliage  d’or  et  d’argent  qui  pèse 
a grammes j de  manière  que  le  prix  d’un  gramme  d’alliage  soit 
C francs.  Les  prix  respectifs  d’un  gramme  d’or  et  d’ argent  sont 
y et  S~  francs.  Combien  faut-il  prendre  de  grammes  de  chaque 
métal  j pour  former  l’alliage  demandé  ? 

Si  l’on  prend  * grammes  d’or  et  y grammes  d’argent,  on 
aura 


(.)... 


x + y=»,  yx  + — d’où 

(S  — _(y  — g)« 


i' 


y—* 


Or,  y>  «J';  et  pour  que  la  question  soit  possible , il  faut  que 
C soit  compris  entre  y et  i'-,  donc 


y>  £<>• 

Et  en  effet, quand  ces  trois  inégalités  ont  lieu,  les  formules (1) 
conduisent  à des  valeurs  positives  et  finies  des  inconnues  x,  y. 

Si  C n’était  pas  compris  entre  y et  S ',  les  formules  (1)  indi- 
queraient l’impossibilité  du  problème  en  donnant  des  valeurs 
négatives  de  x et  y. 
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1 5'  Problème.  Un  père  ordonne  j par  son  testament  3 que  sa 
fortune  sera  partagée  entre  ses  trois  enfans  et  sa  veuve  de  la 
manière  suivante  : le  Ier  prendra  le  tiers  de  l’héritage  plus 
4ooof;  le  2'  prendra  le  quart  de  la  part  du  i'r,  moins  2ooof;  le 
3e  prendra  la  moitié  de  la  somme  des  deux  premières  parts  ; et 
le  reste  de  l’héritage  appartiendra  à la  veuve  ; elle  reçoit  3i5oo 
francs.  Il  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  l’héritage , ainsi  que 
les  parts  des  enfans.  ( Arilh .j  74 e prob.j  page  1 54-) 

ir'  Solution.  Soit  x francs  la  valeur  de  l’héritage,  et  repré- 
sentons les  parts  des  trois  enfans  par_y,  z et  t francs.  L’énoncé 
de  la  question  conduit  aux  équations 

(>)•••  _y  = ^*  + 4°oo,  (2)...  z = ^y  — 2000, 

(3)...  t = ^ (y  + z) , (4)...  x — (_y  + s+f)  = 3l5oo. 


Pour  en  déduire  x , y,  z et  t , on  tire  d’abord  des  trois  pre- 
mières équations  les  valeurs  de  y,  z et  t en  fonction  de  x.  La 
valeur  (i)  de  y substituée  dans  (2),  donne 


(5)...  2.  = |Qx  + 4000)- 


12 


• x — 1000. 


Mettant  dans  (3)  , les  valeurs  (1) , (5) , de,y  et  z , on  trouve 


(6)...  t — — 7 x •+•  i5oo. 

24 

Si  l’on  substitue  dans  (4)  les  valeurs  (i),  (5),  (6) , de  y,  z,  t, 
on  obtiendra  une  équation  en  x qui  donnera 

x = 96000 . 

Connaissant  x , les  relations  ( 1 ) , (5)  , (6),  conduiront  à 


y = 36ooo,  z—'jooo , i = 2i5oo. 

2e  Solution.  Il  est  facile  de  voir  qu’on  peut  résoudre  la  ques- 
tion proposée,  en  ne  faisant  usage  que  d’une  seule  inconnue. 
En  effet,  si  la  valeur  de  l’héritage  était  connue,  il  serait  facile 
d’en  déduire  les  parts  des  trois  enfans,  en  effectuant  les  opé- 
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rations  indiquées  par  le  testament.  Nous  allons  donc  chercher 
d’abord  la  râleur  x francs  de  cet  héritage. 

D’après  les  conditions  énohcées  dans  le  testament, 

Le  i,r  enfant  prend  ^ x -J-  4ooo  francs. 

Le  2'  prend  - de  ^æ-(*  4°°°  ) — 2000 , ou  ~ x — 1 000  fr. 

5 

La  somme  de  ces  deux  parts  se  réduit  à — x + 3ooo francs. 

Le  3e enfant  prend  - de  (—  x -f-  3ooo\  ou4r  + i5oo  fr. 

2 \I2  24  1 

La  veuve  reçoit  3i5oo  francs. 

La  somme  de  ces  quatre  parts , devant  composer  l’héritage 
x francs,  il  faut  que 

\3  x + 4000)+(— * — 1000^+^A  x+  i5oo^-j-3i5oo  = x. 
Cette  équation  donne 


1 1 5 

x — - 


ô x x 7 x=4000 — iooo-|-i5oo+3i5oo=36ooo. 

J 12  2d 

Le  plus  petit  nombre  divisible  par  les  dénominateurs  3,12, 
24,  étant  24,  on  multiplie  tous  les  termes  par  24;  ce  qui  con- 
duit à 

/ 24  24  5 x 24  , . 

24x T x x 7 — ~ x — 36ooo  X 24. 

3 1 2 24 

Effectuant  les  divisions  indiquées,  il  vient 

24a;  — 8x  — 2x  — 5x  = 36ooo  x 24 . 

Réduisant , on  trouve 

yx=36oooX24;  d’où  x = ^—^^=4000X24=  96000. 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  x,  dans  les  expressions 

x -f-4000,  — - 5 

J 12 


-X-f-4°0°,  — x — 1000,  — tx+i5oo, 

A * *»  24 
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des  parts  des  trois  enfans,  on  trouvera  que  ces  parts  sont 
36ooof,  7000e  et  2i5oo  francs. 

• 

§ IV . Examen  des  circonstances  particulières  que  présente  la 
solution  des  problèmes. 

46.  Dans  les  questions  précédentes,  les  valeurs  des  incon- 
nues, tirées  des  équations  du  problème,  ont  toujours  satisfait  à 
ce  problème.  Mais  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux 
équations  d’un  problème  , ne  conviennent  pas  toujours  à la  ques- 
tion proposée  : cela  tient  à ce  qu’il  existe  des  problèmes  dans 
lesquels  les  inconnues  doivent  satisfaire  à certaines  conditions 
particulières  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d’être  exprimées  dans 
des  équations;  alors,  les  valeurs  des  inconnues  n’étant  assujet- 
ties qu’aux  conditions  exprimées  par  les  équations,  peuvent  ne 
pas  satisfaire  aux  autres  conditions  du  problème.  En  voici  des 
exemples  : 

i'r  Problème.  Quel  nombre  doit-on  ajouter  à*],  pour  obtenir  5? 

Si  x désigne  l’inconnue,  on  aura 

7 4-  a:  = 5;  d’où  x — 2. 

Sous  le  rapport  de  l’Algèbre,  cette  valeur  négative  de  x sa- 
tisfait à la  question;  car  en  ajoutant  — 2 à 7 , la  somme  algé- 
brique est  5. 

Mais  quand  il  s’agit  d’une  addition  arithmétique,  le  problème 
est  absurde. 

La  valeur  négative  de  x indique  comment  il  faut  modifier 
l’énoncé  pour  rendre  la  question  arithmétiquement  possible; 
car  en  changeant  le  signe  de' x dans  7+  x = 5,  l’équation 
7 — x=5  qui  en  résulte , donne  x = 2 , et  l’équation  7 — x=5- 
correspond  à cet  énoncé  : quel  nombre  x doit-on  soustraire  de  7 
pour  obtenir  5 ? 

La  solution  arithmétique  de  ce  dernier  problème  est  x = 2 . 

Les  valeurs  négatives  des  inconnues  indiquent  toujours  que 
la  question  proposée  n’est  pas  arithmétiquement  possible ; c’est- 
à-dtrepqp.’  eüt'-rie  peut  être  résolue  dans  le  sens  exact  de  son 
énoncé.  ' ' 
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2'  Problème.  Veux  courriers  partent  au  même  instant  et 

marchent  dans  le  même  sens  , sur  une  ligne  droite;  le  i*r  cour- 
rier a d lieues  dC  avance  sur  le  2'  et  parcourt  v lieues  par  heure; 
le  2'  courrier  fait  v"  lieues  par  heure.  Il  s’agit  de  prouver  dans 
combien  d’heures  les  courriers  se  rencontreront  et  quels  seront 
les  espaces  qu’ils  auron  t parcourus. 

On  suppose  que  les  vitesses  v,  v",  des  courriers  sont  cons- 
tantes j c’est-à-dire  que  les  espaces  qu’ils  parcourent  sont  pro- 
portionnels aux  temps  employés  à les  parcourir.  Dans  ce  cas,  le 
mouvement  est  uniforme. , et  l’espace  parcouru  pendant  chaque 
unité  de  temps  mesure  la  vitesse  du  mobile. 

Pour  que  les  courriers  puissent  se  rencontrer,  il  faut  que  ce- 
lui qui  est  en  arrière  marche  le  plus  vite.  Donc  v"  v 

Cela  posé  : soit  x heures  le  temps  pendant  lequel  les  cour- 
riers doivent  marcher  pour  se  rencontrer,  et  désignons  par  d' 
et  d"  lieues  les  distances  des  points  de  départ  du  1er  et  du  2e 
courrier  au  pointde  rencontre;  les  espaces  parcourus  en  x heures 
par  ces  courriers  seront  vx  et  v"x  lieues;  de  sorte  qu’on  aura 

W / J»  U 

ci  = V X , cl  =vx. 


Mais,  quand  le  2' courrier  joint  le  Ier,  l’espace  qu’il  a parcouru 
doit  être  égal  à l’espace  parcouru  par  le  «eI  courrier  , augmenté 
de  la  distance  dont  il  était  en  arrière.  On  a donc 


d"  = d!  -f- d , ou  v"x  = vx  -f-  d. 
On  en  déduit 


(O-- 


d" 


v"  d 


Les  formules  (1)  résolvent  le  problème  proposé  ; car  elles  dé- 
terminent les  valeurs  des  inconnues  x,  d',  d",  en  fonction  des 
données  v,  v ",  d. 

Les  raisonnemens  employés  dans  l’Arithmétique  ( page  i52), 
conduisent  aux  mêmes  résultats.  En  effet  ; puisqu’on  une  heure 
le  1er  courrier  fait  v'  lieues,  tandis  que  le  2'  courrier  fait  v" 
lieues,  le  2*  courrier  se  rapproche  du  iet  de  v" — v'  lieues  par 


û 
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heure  ; il  se  rapproche  donc  d’une  lieue  eu  —5 Mais  pour 

joindre  le  Ier  courrier,  il  doit  s’en  rapprocher  des  d lieues 
dont  il  était  en  arrière;  ce  rapprochement  aura  donc  lieu  en 

. d , heures.  Les  espaces  parcourus  pendant  ce  temps  par  le 


1"  et  le  a®  courrier  seront 


fois  1/  lieues,  et  -r— — -,  fois 

— v ' v — v 


v*  lieues.  Ce  qui  conduit  aux  formules  (1). 

Nous  allons  discuter  les  formules  (1)  en  établissant  des  rela- 
tions particulières  entre  les  données,  et  les  conséquences  que 
nous  en  tirerons  seront  toujours  d’accord  avec  celles  qui  se  dé- 
duisent- immédiatement  de  l’énoncé  du  problème. 

Supposons  que  d et  v"  ne  changeant  pas,  v varie- 

i°.  Quand  v augmente  et  s’approche  indéfiniment  de  v",  sans 

dépasser  v" , la  valeur  — ? de  x reste  positive  et  augmente  in- 

définiment; ce  qui  exprime  que  plus  le  1er  courrier  marche  vite, 
plus  il  faut  de  temps  au  a®  courrier  pour  l’atteindre.  Celte  con- 
clusion est  celle  qu’on  déduirait  de  l’énoncé  du  problème. 

a°.  Lorsque  = la  valeur  de  x devient  infinie;  ce  qui 
exprime  que  les  vitesses  des  courriers  étant  égales,  ces  courriers 
ne  pourraient  se  rencontrer  qu’après  avoir  marché  pendant  un 
temps  infiniment  grand;  ce  temps  ne  pouvant  jamais  finir,. 
l’Algèbre  indique  ainsi  que  les  courriers  ne  se  rencontreront 
jamais. 

3°.  Lorsque  v" — v'  et  d sont  nuis , la  valeur  de  x , qui  se  pré- 
sente sous  la  forme  - , est  indéterminée-,  car  elle  dépend  de  l’é— 
o 

quation  [y" — r')  x=d,  qui  est  vraie  quel  que  soit  x. 

L’Algèbre  indique  donc  que  si  les  courriers  marchent  égale- 
ment vite  et  partent  en  même  temps  d’un  même  point  pour 
suivre  la  même  route , le  nombre  d’heures  après  lequel  ils  se 
rencontrent  reste  arbitraire;  c’est-à-dire  qu’après  un  temps 
quelconque,  les  courriers  sont  ensemble.  Ce  qui  est  d’ailleurs 
évident. - 
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11  résulte  de  l’énoncé  du  problème  proposé,  que  le  2*  cour- 
rier ne  peut  atteindre  le  Ier,  que  lorsque  v"  surpasse  v'.  Lors- 
qu’on suppose  au  contraire  que  v"  est  moindre  que  v , la  valeur 
de  x devient  négative  ; ce  qui  fait  voir  que  les  courriers  ne  peu- 
vent pas  6e  rencontrer  en  marchant  dans  le  sens  indiqué. 

Les  valeurs  de  d' et  d"  devenant  négatives,  il  faut  en  con- 
clure que  les  courriers  ne  pourraient  se  rencontrer  que  s’ils 
marchaient  dans  un  sens  contraire  à celui  qu’on  avait  supposé  ; 
car  alors  le  2e  courrier  serait  en  avant  du  Ier,  ces  deux  courriers 
marcheraient  dans  le  même  sens,  et  ie  courrier  qni  est  en  ar- 
rière, marchant  le  plus  vite,  atteindrait  nécessairement  l’autre 
courrier. 

Si  l’on  résout  le  problème  dans  cette  nouvelle  hypothèse,  on 
trouvera 


(2)... 


et  comme  v"<V>  ces  valeurs  de  x,d',  d",  sont  positives. 

1"  Remarque.  La  seule  différence  qui  existe  entre  les  deux 
problèmes  qui  ont  conduit  aux  formules  (1)  et  (2),  est  que  les 
espaces  v , v",  d ",  d ",  sont  parcourus  dans  des  sens  directement 
opposés;  et  il  est  facile  de  voir  que  pour  déduire  les  for- 
mules (2)  des  formules 


il  suffit  de  changer  les  signes  des  quantités  ié,  v" , df,d",  qui 
prennentdes  acceptions  directement  opposées;  car  en  effectuant 
ce  changement  de  signes  dans  (1)  ,on  trouve 


d „ — 1 /d  — v"d 

X——v‘'+v"  d——v''+v't  d — — 
ce  qui  conduit  aux  formules  (2). 

2*  Remarque.  Lorsqu’on  suppose  , dans  le  2*  problème 
( page  91  ),  que  le  Ier  courrier,  au  lieu  de  marcher  dans  le  sens 
du  2',  marche  en  sens  contraire , les  courriers  viennent  l’un 
vers  l’autre;  les  quantités  v',  (t,  qui  exprimaient  des  espaces 
parcourus  par  le  Ier  courrier  marchant  dans  le  sens  du  2*, 
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prennent  îles  acceptions  opposées,  car  elles  désignent  des  es- 
paces parcourus  par  le  Ier  courrier  marchant  en  sens  contraire 
du  second.  Si  l’on  résout  le  problème,  dans  cette  nouvelle  hy- 
pothèse , on  trouvera 


(3).. 


d" 


d'd 

v“+vr' 


11  est  facile  de  voir  que  pour  déduire  ces  dernières  formules, 
des  formules  (i),  il  n’y  a qu’à  changer  dans  (i)  les  signes  des 
quantités  d',  v,  qui  prennent  des  acceptions  opposées. 

En  général  : Lorsque  les  quantités  connues  sont  représentées 
par  des  lettres,  les  formules  qui  expriment  les  valeurs  des  in- 
connues jouissent  de  cette  propriété , que  pour  en  déduire  les  solu- 
tions des  questions  qui  ne  différeraient  du  problème  primitif 
quen  ce  (pue  certaines  données  recevraient  des  acceptions  direc- 
tement opposées  à celles  qu’elles  avaient  d’abord , il  suffit  de 
changer  les  signes  de  ces  données  dans  les  formules  primitives. 

Pour  s’en  convaincre , on  peut  résoudre  directement  la  ques- 
tion proposée,  et  l’on  voit  que  les  quantités  qui  prennent  des 
acceptions  opposées , changent  de  signes  dans  les  formules. 

3'  Problème.  Deux  courriers  viennent  à la  rencontre  l’un  de 
l’autre  et  partent  en  même  temps  de  deux  endroits  dont  la  dis- 
tance est  é lieues y pendant  chaque  heure,  ils  se  rapprochent  de 
la  moitié  de  la  distance  qui  leur  reste  à parcourir  pour  se  ren- 
contrer. Déterminer  la  distance  x lieues  qui  les  séparera  lors- 
qu’ils auront  marché  pendant  n heures. 

On  trouve , x — — . 

2* 

Lorsque  d ne  changeant  pas,  n augmente,  2 n augmente  et  x 
diminue.  Quand  n devient  très  grand,  x devient  très  petit;  et 
enfin,  lorsque  n est  plus  grand  que  toute  quantité  assignable, 
x est  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Par  couséqucnt , si  l’on  demande  dans  combien  d’heures  les 
courriers  se  rencontreront,  on  trouvera  que  ce  nombre  d’heures 
est  infini;  ce  qui  exprime  que  les  court  iers  ne  se  rencontreront 
jamais. 
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La  distance  qui  sépare  les  courriers  ne  saurait  devenir  nulle, 
niais  elle  diminue  continuellement  à mesure  que  n augmente, 
et  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Dans  le  2e  problème  j(2°,  page  92),  la  valeur  infinie  qu’on 
obtient  pour  x,  lorsque  </'  = «>',  indique  également  que  les 
courriers  ne  sc  rencontreront  pas,  mais  avec  cette  différence, 
que  la  distance  qui  les  sépare  reste  invariable. 

Les  valeurs  infinies  des  inconnues  n indiquent  donc  pas  tou- 
jours le  même  genre  d’impossibilité. 

4e  Problème.  Un  père  ordonne  par  son  testament  que  faîne 
de  ses  fils  prendra  ioof  sur  la  totalité  de  l’héritage , plus  le 
dixième  de  ce  qui  restera ; que  le  second  enfant  prendra  20of 
et  le  dixième  de  ce  qui  restera  lorsqu’on  aura  diminué  l’héri- 
tage de  200f  et  de  la  ire  part  ; que  le  troisième  prendra  3oof, 
plus  le  dixième  de  ce  qui  restera;  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les 
parts  se  trouvent  égales.  Il  faut  trouver  la  valeur  de  l’ héri- 
tage, la  part  de  chaque  enfant ^ et  le  nombre  des  enfans. 

Si  l’on  désigne  par  x francs  la  valeur  de  l’héritage,  on  trou- 
vera que  les  deux  premières  parts  sont  ( x -+■  900  ) et 
TSî  (9C-f-  17100)  francs. 

Ces  deux  parts  devant  être  égales,  on  a 

tz  (•*•  + 9°°)  = t'oo  (9r  + 1 7000);  d’où  a:  =8100. 

Si  l’on  distribue  l’héritage  8100  francs  selon  les  volontés  du 
testateur  , on  verra  que  chaque  enfant  reçoit  900  francs,  et  qu’il 
y a neuf  enfans. 

Remarque.  Pour  déterminer  l’inconnue  x,  ou  a seulement 
exprimé  que  la  part  du  fils  aîné  était  égale  à celle  du  second 
enfant , et  cependant  la  valeur  de  a:  a satisfait  à toutes  les  autres 
conditions  du  problème.  Si  l’on  veut  découvrir  à quoi  tient  cette 
circonstance  particulière , on  calculera  successivement  les  diffé- 
rences entre  les  parts  des  enfans  ; on  trouvera  que  ces  différences 
contiennent  le  facteur  commun  x — 8100;  la  valeur  x — 8100 
réduisant  ces  différences  à zéro,  toutes  les  parts  deviennent 
égales,  comme  l’exige  l’énoncé. 

Les  problèmes  de  cette  espèce  11’étant  possibles  que  lorsque 
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les  données  satisfont  à des  conditions  particulières,  nous  allons 
chercher  ces  conditions,  en  résolvant  la  question  suivante: 

5*  Problème.  On  partage  une  somme  inconnue  x francs  entre 
plusieurs  personnes.  La  ir*  reçoit  x francs.plus  la  n‘imt  partie 
de  ce  qui  reste  après  avoir  prélevé  ces  » francs  sur  les  x francs. 
La  2'  personne  reçoit  2«  francs,  plus  la  ri*"’  partie  de  ce  qui 
reste  lorsquJon  a prélevé  sur  les  x francs , les  2*  francs  et  la 
lr*  part.  La  3e  reçoit  3«  francs , plus  la  n'im‘  partie  de  ce  qui 
reste  lorsqu’on  a prélevé  sur  les  x francs,  les  3*  francs  et  la 
somme  des  deux  premières  parts  ; et  ainsi  de  suite.  Il  s’agit 
de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
question  soit  possible,  et  de  déterminer  la  valeur  z francs  de 
chaque  part,  le  nombre  m des  parts , et  la  somme  x francs  qui 
a été  partagée.  On  connaît  » et  n. 

Nous  exprimerons  d’abord  que  toutes  les  parts  sout  égales 
entre  elles.  Nous  en  déduirons  la  valeur  de  la  somme  x francs 
de  ces  parts , et  le  nombre  m des  parts. 

Soient,  y, , yt , y 3 , . . . , ym , les  m parts.  D’après  la  loi  donnée 
pour  la  formation  de  ces  parts , on  a 


— * 4- 

X A 

y* 

— * 

n 7 

X — 2.0L  — yv 

y» 

IA- 

9 

n 

y» 

3 et  + 

x — 3*—yt  — 

n 

yr 


=jp*  + 


yp+ 


. = fr + , ) , + ?->  t j -jv  . 


D’où, 


—yr=*—~{«+yp)- 


Pour  que  toutes  les  parts  soient  égales  entre  elles , il  faut  et 
il  suffit  que  la  différence  yp+l  — yp  soit  nulle  quel  que  soit  p.  Ce 
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« — ^(el4-j?)=o;  d’oii  >=(«— 0«. 

La  seule  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l’égalité  de 
toutes  les  parts  est  donc  qu’elles  aient  chacune  pour  valeur 
( n — i)  a.  De  sorte  que 

z = (n  — i ) *. 

Ou  trouvera  la  somme  x qui  satisfait  à cette  condition  , en 
égalant  la  i”  part  à (n  — i)«;  ce  qui  donnera 

et  — }—  — = (» — l)ce;  d’oii  x = (» — i)’  a. 

71 

Cette  valeur  de  x exprime  que  toutes  les  parts  sont  égales  à 
(/» — 1)  »,  et  que  leur  somme  est  ( n — i )’*. 

Les  nombres  n,  »,  étant  donnés , on  en  déduira  les  valeurs 
d’une  part  quelconque  (n — i)a,  et  de  la  somme  (n  — i)5et  de 
toutes  les  parts  ; et  comme  on  a exprimé  que  toutes  ces  parts  sont 
égales  entre  elles, on  obtiendra  leur  nombre  en  divisant  (/» — i)’et 
par(n  — i)  et.  Le  quotient  n — i sera  donc  égal  au  nombre  m 
des  parts.  De  sorte  que  m = n — i . 

II  est  facile  de  s’assurer  que  si  l’on  partage  la  somme  (n — i)*ct 
d’après  la  loi  énoncée , chaque  part  sera  égale  à (n  — i)  ». 

Exemple.  Soient  *=ioo,  n=io.  On  en  déduira  x=  8100. 
Chaque  part  sera  (n  — 1)  a francs,  ou  900  francs,  et  le  nombre 
des  parts  sera  n — 1 ou  9.  Ce  qui  fournit  la  solution  du  4*  pro- 
blème. ( Page  95.) 

Remarque.  Après  avoir  démontré  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  toutes  les  parts  formées  suivant  la  loi  in- 
diquée soient  égales , est  que  chacune  d’elles  soit  z — (n  — 1)  a, 
on  peut  trouver  m et  x en  exprimant  que  la  somme  des  m parts 
compose  la  somme  x à partager.  En  effet  ; la  mUmt  part  étant 
formée  de  m » et  de  la  ni/m<  partie  de  ce  qui  restera  quand  on  aura 
diminué  x de  ma  et  de  la  somme  des  m — 1 autres  parts  pré- 
cédentes , il  en  résulte  que  si  l’on  exprime  que  la  mUm‘  part  est 
j.xse,  on  sera  certain  que  x diminué  des  m parts  est  égal  à zéro; 
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de  sorte  que  la  valeur  de  x,  déduite  de  cette  hypothèse , sera 
égale  à la  somme  de  ces  m parts.  Mais  d’ailleurs , chaque  part 
doit  être  égale  à ( n — 1)  et.  On  a donc 

ma,  — (n—  i)a;  d’où  m — n — 1 . 

Les  relations  z = (n  — 1 )u , mz=  n — 1 , 

exprimant  que  chaque  part , formée  suivant  la  loi  indiquée,  est 
égale  à ( n — i)«,  et  que  le  nombre  des  parts  est  n — 1 , la 
somme  x de  ces  n — 1 parts  est  n — 1 fois(n — i)«on(n — i)*<t. 

§ V.  Formules  générales  pour  la  résolution  des  Equations  du 
premier  degré. 

47.  Pour  obtenir  des  formules  générales , qui  déterminent  les 
valeurs  des  inconnues,  dans  tous  les  systèmes  d’équations  qui 
ne  diffèrent  que  par  les  coefficiens  des  inconnues,  on  représente 
ces  coefficiens  par  des  lettres,  et  on  rend  les  résultats  symé- 
triques en  désignant  les  coelficieus  d’une  même  inconnue  par  la 
même  lettre  affectée  de  plusieurs  accens , selon  le  nombre  des 
équations.  On  verra  ( remarque  de  la  page  104),  que  cette  nota- 
tion a aussi  l’avantage  de  réduire  le  calcul  de  toutes  les  incon- 
nues à celui  d'une  seule  inconnue. 

Deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconnues  j peu- 
vent toujours  se  ramener  à la  forme 

(1) ax-\-by=c,  (a) a' x + b'y  = c’ , 

a,  b,  c,  a',  b'  et  c',  désignant  des  quantités  connues,  positives 
ou  négatives. 

Nous  allons  résoudre  ces  équations  par  différentes  méthodes, 
i**  Méthode.  On  tire  de  l’équation  (1) 

c — ax 

y = —T~- 

La  substitution  de  cette  valeur  de  y , dans  l’équation  (2)  , 
donne 

rfx  + ^(c-ax)  = c';  d’où  (3)...  x = 
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Pour  trouver  y,  on  met  la  valeur  (3)  de  x dans  (i);  il  vient 


û(â^rÈ-)  + èy  = c;  d’°“  (4)' 


j — 


ac  — ca 
ab'  — ba' 


La  substitution  de  la  valeur  (3)  de  x,  dans  l'équation  (2),. 
conduirait  au  même  résultat 

2'  Méthode-  On  tire  des  équations  (x)  et  (2)  , 


(6).. 


Ces  deux  valeurs  de  x devant  être  égales,  on  a 
, . c — ax  c — a!  x 

(7)..-— — = — Y— 


L’équation  (7)  conduit  à l’expression  (3)  de  x. 

La  valeur  (3)  de  x , substituée  daus  (5)  donne  la  valeur  (4) 
de^. 

On  parviendrait  nécessairement  au  même  résultat  en  subs-- 
tituant  la  valeur  (3)  de  x dans  l’expression  (6)  de  y ; car  on  a 
déduit  xde  l’équation  (7)  qui  indique  que  les  valeurs  (5),  (6) 
de_y  sont  égales  entre  elles. 

3*  Méthode.  Lorsque  les  coefficiens  b , b',  dey,  sont  égaux, 
on  peut  éliminer^,  en  retranchant  les  équations  (1) , (2) , l’une 
de  l’autre  -,  l’équation  (a'  — a)  x = c'  — c,  qui  en  résulte , dé- 
termine x. 

Quand  les  coefficiens  de^  ne  sont  pas  égaux , on  ramène  ce 
cas  au  précédent , en  multipliant  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion (1)  par  b’,  et  ceux  de  l’équation  (2)  par  b ; ce  qui  donne 

ab'x  + bb'yz=  cb' , bd x -(-  bb'y  = bc  . 

Retranchant  la  2e  équation  de  la  ir<,  on  sera  conduit  à la  for- 
mule (3). 

Pour  obtenir  la  formule  (4),  on  multiplie  les  deux  membres 
de  l’équation  (1)  par  d , ceux  de  l’équation  (2)  par  a , et  on  re- 
tranche ensuite  les  nouvelles  équations  l’une  de  l’autre. 

4*  Méthode.  On  multiplie  l’ équation  (1). . . ax  + by—c , 
par  une  indéterminée  m;  on  retranche  du  résultat  l’équation, 

7-- 
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(2) . . . a! x -f-  b' y — c,  ce  qui  donne 
(am  — a)x  -f-  (bm  — b')y  = cm  — c. 

Les  valeurs  de  x et  y se  déduisent  de  cette  dernière  équation , 
en  disposant  de  l’indéterminée  m de  manière  que  le  coefficient 
de  l’inconnue  qu’on  veut  éliminer  se  réduise  à zéro. 

Ainsi,  pour  trouver  x,  on  fait  disparaître  y en  posant 


y 

bm — b'— o-,  d’où  m — -j-  et  ( am — a')xz=cm — c. 

y 

Remplaçant  m par  —,  cette  dernière  équation  conduit  à 

cb’  — bc' 

(3)...  x -abr_ba'- 

Pour  trouver  y,  on  ferait 

am — n'  = o;  d’où  m=—  et  (bm  — b')y—cm — c. 


Substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  — de  m. 


on  parvient  à 


. ac  — ca 

(4)'“  y ~ ab'-ba '• 


Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  valeurs  (3),  (4),  de  x et_y, 
satisfont  aux  équations  (1),  (2). 

Par  exemple,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation 
ax  -f-  b y = c,  doune  l’identité 


' cb ' — bc\  . fac  — ca'\  c(ab' — ba) 

jib'  — ba'  ) \c6'  — ba')  ab'  — ba' 


Trois  équations  du  premier  degré  à trois  inconnues  j peuvent 
toujours  se  ramener  à la  forme 

(1).  by-\-  cz  = d,  (2). . . a x -f-  b'y  -hc  * — d' , 

(3)...  a"x  + b"y+c''z  — d". 

On  détermine  les  valeurs  des  inconnues  x,y,z , par  des 
méthodes  analogues  aux  précédentes. 
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tra  Méthode.  L’équation  (i)  résolue  par  rapport  à z donne 

d — ax  — by 
z — 

~ c 

La  substitution  de  cette  valeur  de  z,  dans  les  équations  (3), 
(3),  conduit  à 

(a'c  — ac)x  -f-  (b'c  — bc)y  = (ccf  c d) , 

(1 a’c  — ac")x  (b’c  — bc')y  = (cd’  — c’d). 

Cesdeux  équations  entre  x et  y,  résolues  par  l’une  des  quatre 
méthodes  précédentes,  donnent 


(4)...x  = 


db'c’—dc'b’+cd(b'—bd(c"+bc'd’—cb'd’ 
ab'c"—ac'b“-\-ca'b“—ba!c“  -f  bc'a"— TbW 


/tA  ad'c’—acd’+ca'd’—da'c’+dc'a’—cd'a" 

■ (»)•  • -y  — ab'c" — ac'  b“  -\-cd  b" — ba!  c"  -\-bcr  a’-r-cb'  a°’ 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  x et  y , dans  la  valeur 

— — de  z,  ou  dans  l’une  quelconque  des  équations 

proposées,  conduit  à 

ab'd“— adb’+da'b’— ba'dT+bd’a’— db'a’ 


(6)... a = 


ab'c’—ac'b’+ca'b’—ba'c"  +bca“  —cV? 


Remarque.  Les  équations  ax  -f-  by  = c,  a'x  b' y — c', 

, , cb'  — bc  ac  — ca! 

ayant  donné  x = ^—-^f,  y = 

on  voit  que  pour  déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de  x et  y, 
qui  conviennent  aux  équations 

( a'c  — ac’)x  -f-  (Jb'c  — bc)y  — cct  — c d , 

( a’c  — ac’)x  -f-  (b’c  — bc")y  — cd?  — c“d, 
il  suffit  de  remplacer 

a,  b,  c,  a',  b',  c', 

par  a'  c—ac',  b'c — bc,  cct — c d,  a’c — ac“,  b’c — bc’,  cd“ — c’d  ; 
ce  qui  conduit  à , 
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_ (cd!—dd)  (b"c — bc") — (b'c — bd)  (cd."—c"d)  , 

( a'c — ac ) (b'c — bc")—  ( b'c — bc')  (a" c — ac ") 

(a  c — ac')  (cd" — ■ c"  d) — (cd! — c d)  ( a"c — ac") 

^ (a'c — ac')  (b"c — bc") — {b'c — bc')  (a"c  — ac")’ 

Effectuant  les  multiplications  indiquées , et  réduisant  les 
termes  semblables  , on  obtiendra  les  formules  (4)  et  (5). 

2e  Méthode.  On  résout  les  équations  proposées  par  rapport 
à z,  ce  qui  donne 

r s d — ax — by  d — cl  x — b' y d"—a."x — b" y 

{>))...  z—  - ,z=  -,  -,  • 

On  égale  successivement  la  ir*  valeur  de  z aux  deux  autres; 
cela  fournit  deux  équations  entre  x et  y,  qui  conduisent  aux 
formules  (4),  (5).  La  substitution  des  valeurs  (4) , (5)  de  x,  y, 
dans  l’une  quelconque  des  expressions  (7)  de  z,  conduit  à la 
valeur  (6)  de  s. 

3*  Méthode.  Pour  éliminer  z entre  les  équations 
(1) . . . ax  + by  + cz  = d,  (2) . . . a'x  + b'y  + c'z  = d', 

on  multiplie  tous  les  termes  de  la  ir*  par  c et  ceux  de  la  2e  par 
c;  ce  qui  donne 

ac  x + bc'y  -j-  cc' z — dd 
a'cx  + b'cy  + cc’z  = cd! . 

Retranchant  ces  deux  dernières  équations  l’une  de  l’autre,  il 
vient 

(8) . . . (a'c  — ac')x  -f-  (b'c  — bd) y = cd!  — c’d. 

L’équation  (3) . . . a" x + b'y  -f-  d'z  = d“  , se  déduisant  de 
l’équation  (2)  en  changeant  a',  b',  c',  d',  en  a",  b",  c",  d ",  on 
obtiendra  l’équation  résultante  de  l’élimination  de  z entre  (1) 
et  (3)  , en  effectuant  ce  changement  dans  (8);  ce  qui  donnera 

(9) . . . (a"c  — ac")x  + (b"c  — bc")y  = cd"  — c" d. 

La  résolution  des  équations  (8)  , (9)  , conduira  aux  valeurs 
(4) , (5)  de  x ,y  ; et  ces  valeurs  mises  dans  l’une  quelconque  des 
équations  proposées,  fourniront  une  équation  en  z qui  détermi- 
nera cette  inconnue. 
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4e  Méthode.  On  multiplie  les  équations  (i),  (2)  , par  îles 
indéterminées  m,  n,  ce  qui  donne 

amx  -f-  bmy  + cmz  =x  dm,  a'nx  + b'ny +c'nz  = d'n. 

On  ajoute  ces  deux  équations , et  on  en  retranche  l’équation 
nx  4 b" y + c"z~  d"\  il  en  résulte 

(am+a'n — a")  1+  ( bm+b'n—b’)r  + ( cm+c'n  — c")i=  dm + d'n— J". 

Les  valeurs  de  x , y,  z , se  déduisent  successivement  de  cette 
dernière  équation  en  disposant  des  deux  indéterminées  m,  n, 
de  manière  que  les  coefficiens  des  deux  inconnues  qu’on  veut 
éliminer  se  réduisent  à zéro. 

Ainsi,  pour  trouver  x,  on  pose 

bm  4 b'n  = b",  cm  4 c'n  = c" • 

Ces  deux  équations  fourniront  les  valeurs  de  m et  n,  qui  ré- 
duisent les  coefficiens  de  y et  z a zéro , et  la  substitution  de  ces 
valeurs  de  m et  n dans  la  relation 


(jum  4 a n — oQx  = dm  4 d'n  — d’ , 


conduira  à la  valeur  (4)  de  x (page  101  ). 
Remarque.  Les  équations 

ax  4 by  =r  c , a x 4 b' y : 

cb'  — bc'  _ ac' 
ayant  donné  x = a(),_bj.  y — 


ca' 

bd" 


on  voit  que  pour  déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de  m et  n, 
qui  satisfont  aux  équations 


bm  4 b'  n — b" , 

cm  4 dn  = c', 

il  suffit  d’y  changer 

a , k 7 c , ci  y 

b 9 c , x y y, 

en  b , b , b , cf 

c',  c",  m,  n; 

ce  qui  conduit  à 

b”  c — b'c" 

bc"—  Ific 

= bc'-V7'  bc'  — b'c 


Substituant  ces  valeurs  de  m et  n dans  la  relation 
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(am  + a'n  — a")x  = dm  -f-  d'n  — d ", 

on  parviendra  à la  valeur  (4)  de  x.  (Page  101.) 

Des  calculs  analogues  conduiront  aux  valeurs  (5),  (6)  , de  y 
et  de  a. 

5e  Méthode.  Les  équations 

(»)...  ax  -f-  by-\-  cz  = d,  (2)...  ax  -\-b'y-\~c'z  = d , 

I 

donnent  ax  -\-by~d—  cz,  ax  + b' y = d' — c'a. 

On  pose  d — cz  — y,  d'  — c'a  = y'  ; d’où 

ax  -f-  by  — y , a'x  + b' y — y'. 

Les  valeurs  de  x et  y,  qui  satisfont  à ces  deux  dernières 
équations,  se  déduisent  des  formules  (3),  (4),  (pages  98,  99), 
en  y changeant  c et  c en  y et  y'-,  ce  qui  conduit  à 


y b'  — by  ay  — ya 

ab'  — bd'  y ~ ab'  — ba '* 


On  substitue  ces  valeurs  de  x et  y dans  l’équation 
(3)...  a‘,x  + bny  + c‘,zz=d"-, 

on  chasse  le  dénominateur  ab'  — ba',  et  on  remplace  ensuite 
les  lettres  y,  y,  par  leurs  valeurs  d — ca,  d — c'a;  on  obtient 
ainsi  une  équation  en  a,  qui  conduit  à la  valeur  (6)  de  a. 
(Page  toi.) 

Connaissant  a,  on  en  déduit  les  valeurs  d — ca,  d' — c'a,  de 
y et  y , et  ensuite  les  formules  (10)  déterminent  x et  y. 

Des  calculs  analogues  aux  précédens,  conduiront  aux  expres- 
sions générales  des  inconnues  dans  quatre  équations  entre  quatre 
inconnues;  et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  La  notation  symétrique  que  nous  avons  adoptée , 
offre  cet  avantage , que  lorsqu’on  est  parvenu  à l’expression  gé- 
nérale de  l’une  des  inconnues  j on  peut  toujours  en  déduire  im- 
médiatement les  valeurs  des  autres  inconnues- 

Par  exemple,  pour  déduire  la  valeur  (5)  de  y,  de  la  valeur 
(4)  de  x (page  101),  on  observe  que  les  équations  proposées 

(tx+by-\-cz—d , a'x-j-b'y -f-  c'a = d' , a'x  + b" y ■\-c"zz=zd“ , 
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restant  les  mêmes  quand  on  change 

a,  a',  a",  x,  b,  b',  b", y, 
en  b,b,b  , y,  a, a, a, x, 

toutes  les  formules  qu’on  en  déduit  doivent  jouir  de  la  même 

propriété;  effectuant  ce  changement  dans  (4)  (page  101),  on 
obtient  la  valeur  (5)  de_y.  (Page  loi.) 

48.  Pour  faire  servir  les  formules  générales  que  nous  venons 
d’obtenir,  à la  résolution  des  équations  numériques , on  chasse 
d’abord  tous  les  dénominateurs,  afin  qu’ après  avoir  ramené  ces 
équations  aux  formes 

ax+byz=c,  ax  + by  cz  = d,  etc., 

les  lettres  a,  b,  c,  d , etc. , représentent  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs.  On  substitue,  dans  les  formules  indiquées, 
les  valeurs  numériques  de  a,  b,  c,  d,  etc.,  qui  conviennent 
aux  équations  proposées;  cela  fournit  les  valeurs  numériques 
des  inconnues  x,  y,  z,  etc. 

«"Exemple.  Soient,  ax -p  3y  = 8,  fac — y~2- 
Comparant  ces  équations  avec  les  équations  littérales 
ax  + by  = c , a’x  + b’ y = c', 

on  a,  a=2,  i = 3,  c = 8,a'=4>  b'— — 1 , c'=  2. 

La  substitution  4e  ces  valeurs  de  a,  b , c,  a' , b',  c',  dans  les 
formules  générales  (3)  , (4)  , (pages  98  et  99),  conduit  à x=  1 , 

.y=a- 

2*  Exemple.  Soient  les  trois  équations  numériques 
3x-4-2y -f  s=  16,  2x-f-2j+2z=  18,  2x -f-2y-j-z=  14  ; 
en  les  comparant  aux  équations  littérales 
(1)...  ax-\-by-\-cz—d,  a’ x-^-b'y+c' z— d' , a"x+b"y-\-c“z— d’, 
on  a 

0 = 3,  b=  2,  c = 1 , d—  16,  a'-=b'=3c—  2,  d — 18, 
o"=6"=2,  c"  = I,  d"=  14. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (4) , (5)  , (6), 
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( pag.  lot),  on  trouve  x = 2 , 3»  = 3 , e = 4.  Ce  qui  s’accorde 
avec  l’exemple  du  n°  J\i . 

Remarque.  Tous  les  termes  de  l’équation  2x+2jy+2i=i8, 
étant  divisibles  par  2 , on  simplifie  le  calcul  en  effectuant  d’abord 
cette  division  ; ce  qui  donne  x -J-  y + a = 9.  Il  suffisait  donc 
de  faire 


a = 3,  6 = 2,  c = 1 , d — 16,  a — b'  — c =.  1 , d' = 9, 
a"  = b"- 2,  c'  = i,  d"=i4, 

dans  les  formules  générales,  (4),  (5),  (6).  (Page  101.) 

3 2 

3*  Exemple.  Soient,  y x — -y-f-z  — — 4> 

4 o 

5 1 5 2 

g x“^  = 7’  gy  + 3*=->. 


On  fait  d’aboirj  disparaître  les  dénominateurs,  ce  qui  donne 

9X — 8y+i2z  = — 4®»  5x — 3y=fo,  5y+ 46= — 6. 

Comparant  avec  les  équations  (i),  (page  io5),  il  vient 

a = 9,  b = — 8,  c=i2,  d — — 48,  a'  = 5,  b' = — 3, 
c'=o,  d'= 42,  a"  — o,  b“—5,  c"=  4,  d"=  — 6. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  (4),  (8),  (6) 
[page  101),  conduit  à 

x=  12,  3^  = 6,  z=— 9. 

49-  En  comparant  les  valeurs  générales  des  inconnues,  aux 
équations  qui  les  ont  fournies , on  découvre  une  règle  pour 
former  ces  valeurs.  En  effet  : 

i°.  Si  l’on  compare  dans  le  n°  47 » les  formules  (3) , (4),  avec 
les  équations  (1),  (2),  on  verra  que  le  dénominateur  commun 
ab' — bal  des  valeurs  de  x et  de  y,  est  composé  des  coefficiens 
des  inconnues  ; pour  l’obtenir , il  suffit  de  former  les  permu- 
tations (*)  , ab,  ba,  du  produit  ab , d’affecter  la  ir*  du  signe 


(*)  Les  permutations  d’un  produit  sont  Ici  diverses  formes  que  prend  ce 
produit  qoand  ses  facteurs  ne  font  que  changer  de  place. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


107 

-f-  » la  2*  du  signe  — , et  de  mettre  un  accent  à la  2*  lettre 
de  chaque  permutation  ; les  numérateurs  cb' — bc',  ac  — ca 
des  valeurs  de  x et  y,  se  déduisent  du  dénominateur  ab' — bd , 
en  remplaçant  le  coefficient  de  l’inconnue  qu’on  veut  trouver 
par  le  terme  tout  connu. 

Ainsi,  le  numérateur  cb' — bc  de  x se  déduit  du  dénomina- 
teur ab' — bd,  en  changeant  les  coeffîciens  a,  a'  de  x,en  c et  c' . 

20.  La  comparaison  des  formules  (4),  (5),  (6),  (page  101) , 
avec  les  équations 

ax  -\-by  cz  — d , a'x  -f -b'y  -J-  c z~d’,  a"x+  b"jr-\-c"z  — d", 

fait  voir  que  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x , y,  z, 
est  composé  des  coefficiens  des  inconnues.  Pour  obtenir  ce  dé- 
nominateur, on  prend  les  permutations  +ab,  — ba,  dans 
chacune  desquelles  on  introduit  successivement  la  lettre  c,  à 
la  3®  place,  à la  2'  et  à la  ir®,  en  ayant  soin  de  donner  à chaque 
première  permutation  de  trois  lettres,  le  signe  de  la  permuta- 
tion de  deux  lettres  qui  l’a  fournie , et  de  changer  alternative- 
ment les  signes  des  autres  permutations;  on  réunit  ces  permu- 
tations du  produit  abc,  on  met  un  accent  à la  2®  lettre  de 
chaque  permutation  et  deux  accens  à la  3®  lettre;  le  résultat 

ab'c"—  ac'b"+  ca  b" — bdc"+  bc’d—  cb'a", 

est  le  dénominateur  commun  demandé. 

Les  numérateurs  des  valeurs  de  x , y , z se  déduisent  de  ce 
dénominateur,  en  remplaçant  le  coefficient  de  l’inconnue  qu’on 
veut  trouver,  par  le  terme  tout  connu  et  en  conservant  les  accens. 

Par  exemple,  pour  former  le  numérateur  de  la  valeur  de  x, 
ori  remplacera  dans  le  dénominateur  les  coefficiens  a,  a , a" , 
de  x , par  les  termes  tout  connus  d,  d',  d"-,  ce  qui  donnera  le 
numérateur  demandé 

db'c"  — dc'bu  + cd'b"  — bd'c"  -f  bc'd"  — cb'd". 

Remarque.  Pour  que  cette  manière  de  former  les  expressions 
générales  des  valeurs  des  inconnues  convienne  à n équations 
entre  n inconnues,  il  est  indispensable  de  former  les  permu- 
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tâtions  des  coefliciens  des  n inconnues,  dans  l’ordre  que  nous 
avons  indiqué. 

On  trouve,  de  cette  manière,  que  dans  quatre  équations 
de  la  forme  ax  -4*  by  -f-  cz  -f-  dt  = e , le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  des  inconnues  x,  y , s,  t,  est  la  somme  des 
24  termes, 

+ ab'c-dm,  — aVâfc9,  -f-  adb"c",  — da'b‘cm,  — ac'b"<r,  -t-  acd"bm, 

— ad'c"/,",  + da'c“b",  -+■  ca'b“d",  — cad'bm,  + edfa"bm,  — dda’b" , 

— ba'c“cT,  + ba'dacm,  — bd’d'c ",  + db'a"cm,  •+■  bc'acT,  — bc'd“am, 

■+■  bd  c'a",  — db'c'a",  — cb'a”dm,  + cb‘dmam,  — cdb’aT,  -f-  de' b"  a”. 

Pour  en  déduire  le  numérateur  de  x,  il  suffit  de  changer 
les  a en  e,  et  de  conserver  les  accens.  On  obtiendra  le  nu- 
mérateur de  y , en  changeant  les  b en  e -,  et  ainsi  de  suite. 

5o.  Lorsqu’on  a n équations  littérales  entre  n + m incon- 
nues j il  existe  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à ces 
équations  ; car  en  assignant  des  valeurs  arbitraires  à m in- 
connues, il  reste  n équations  qui  servent  à déterminer  les  n 
autres  inconnues. 

On  peut  aussi  déduire  de  ces  équations  j les  valeurs  de  n 
inconnues  j en  fonction  des  m autres  inconnues. 
i°.  Soit  le  système 

ax  -f-  by  -f-  cz  — d , dx  -f-  b'y  -j-  c'z  = d. 

Pour  déterminer  x et  y en  fonction  de  s,  on  peut  faire 
d — cz  — C,  d — c'z  — C ; 
les  équations  données  deviennent 

ax-\-by=xC,  a'x  -f - b'y  = C •,  d’où 

Cb'  — bC  aC' — Ca! 

X ah' — ba’  ’ y ' ab' — bd' 

Remplaçant  C et  C par  d — cz  et  d'  — c'z  , ou  a 

(d  — ci)  b' — b {d  — c'z)  a (d' — c'z ) — ( d — cz)  a' 

X=Z  ab'—  bd  ’ y~  Tb^bd  1 

ce  qui  revient  è 
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( db' — bd)-\-(bc — b'c)z  {act — da')  -f-  (ac — ac)  z 

X ab' — bd  ’ y ab' — bd 

Ces  valeurs  de  x et  y,  en  fonction  de  z,  satisfont  aux  équa- 
tions proposées,  quel  que  soit  z;  car  en  les  substituant  dans  ces 
équations , on  parvient  à des  identités. 

20.  Soient, 

a.r  -f-  by  -f-  cz  -f-  dt  = e , dx  by  -\-cz  -f - dt  — e. 

Pour  exprimer  x et  y en  fonction  de  z et  t,  on  peut  poser 
e — cz — dt—C , e — cz  — ctt—C\ 
les  équations  données  reviennent  à 

ax  + by  =.  C,  dx  -|-  b' y — C . 

Ces  dernières  conduisent  aux  formules  (1),  et  pour  en  dé- 
duire x et  y en  fonction  de  z et  f,  il  suffit  de  remplacer  C et 
C par  e — cz  — dt  et  e — cz  — d’t.  Les  valeurs  de  x et  y 
en  fonction  de  z et  t satisferont  aux  équations  données  quels 
que  soient  z et  f,  car  en  les  substituant  dans  ces  équations,  on 
parviendra  à des  identités. 

5i.  Enfin,  lorsqu’on  a n + m équations  entre  n inconnues, 
on  tire  les  valeurs  des  n inconnues , de  n quelconques  de  ces 
équations , et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  m autres 
équations  , conduit  à m équations  de  condition  entre  les  co— 
ejjiciens  des  inconnues  et  les  termes  tout  connus ; la  possibilité 
du  système  des  équations  proposées  dépend  de  C existence  de  ces 
équations  de  condition. 

i°.  Soit  le  système 

ax~j-by=zc,  dx-j-b'y  — c',  a"x  -f-  b"y  = c"  ; 

il  fournit  une  équation  de  condition , car  les  deux  premières 
équations  donnent 

. . cb' — bc  ac' — ca 

(0...  x — ^—b-,,  y — ^zTbd’ 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x et  y'  dans  a" x+b'yxac’ , 


I 
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conduit  à l’équation  de  condition 

(a) . . . {cb' — bc)  a"  -f-  ( ad  — ta')  b " — {ab'  — ba! ) c". 

Quand  la  condition  (2)  est  satisfaite,  les  formules  (1)  déter- 
minent les  valeurs  de  x et  y qui  satisfont  aux  équations  pro- 
posées. 

Par  exemple,  soit  le  système 

ix  — y — i,  5x  — 2y  = 4.  3x-H^  = 9, 

on  a 

<2  = 2,  b = — 1 , c = 1 , a'=  5 , b'—  — 2 , c'=z  4 , 
a =3,  b = 1 , c = 9. 

Ces  valeurs  réduisant  chaque  membre  de  la  relation  (a)  à 
-+-9,  le  système  proposé  est  possible.  Et  en  effet,  les  formules 
(1)  donnent  * =5 a,  ^=3,  et  ces  valeurs  de  a:,  y , satisfont  à 
la  3e  équation  3x-j-_y  = 9. 

On  verra  de  même  que  le  système 

2x  —y  — i , 5x — 2y=4>  3x-4-_y=io, 

n’admet  aucune  solution. 

2°.  Soient 

ax-\-by—c,  ax 4-  b'y—c',  a"x-\-b"y  — c‘l,  amx  -\-b"y~cm. 

Ce  système  fournira  deux  équatious  de  condition  ; car  les 
deux  premières  équations  conduisent  aux  formules  (i),  et  la 
substitution  des  valeurs  (1)  de  x et  y,  dans  les  deux  autres 
équations  données,  fournit  ces  deux  équations  de  condition, 

(ci'  — bc1)  a"  -f-  {ac'—  ca')  b’=  {ab'  — ba')  c ", 

{cb' — bc)  a"+  {ad—  ca')  b“—{ab'—ba')  cm. 

On  trouvera  de  celle  manière  que  le  système 
ar  — y — 1 , 5x  — ay=4,  3x-f-^  = 9,  3x—y  = 3, 

admet  la  solution  x = a,  y = 3;  et  que  le  système 
zx  — y=i,  5x  — 2^  = 4,  3x  + ^ = 9,  3x — y = 2, 
n?adraet  aucune  solution  commune. 
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(J  VI.  Examen  des  circonstances  particulières  que  présente  la 
résolution  des  équations  du  premier  degré. 

5a.  Nous  avons  supposé  dans  les  n°‘  Ig]  et  48 , que  toutes  les 
équations  proposées  étaient  distinctes,  c’est-à-dire  qu’elles  ne 
pouvaient  passe  déduire  les  unes  des  autres,  et  que  d’ailleurs 
elles  n’exprimaient  pas  des  conditions  contradictoires  ; mais 
comme  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi , nous  allons  discuter  suc- 
cessivement les  différens  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

On  dit  que  des  équations  sont  possibles , quand  il  existe  des 
valeurs  finies  des  inconnues  qui  rendent  toutes  ces  équations 
identiques.  Selon  que  des  équations  admettent  un  nombre  fini 
ou  infini  de  solutions,  ces  équations  sont  déterminées  ou  in- 
déterminées. Enfin , nous  dirons  que  des  équations  sont  impos- 
sibles, ou  incompatibles  j ou  contradictoires , quand  elles  ne  pour- 
ront être  satisfaites  par  aucunes  valeurs  finies  des  inconnues. 

Nous  allons  d’abord  traiter  les  équations  numériques  ; nous 
verrons  ensuite  comment  on  peut  interpréter  les  formes  parti- 
culières que  prennent  les  expressions  générales  des  inconnues 
dans  les  équations  littérales. 

53.  Lorsqu’en  combinant  des  équations  numériques  pour  en 
déduire  les  valeurs  des  inconnues  , on  parvient  à une  équation 
qui  ne  renferme  plus  d’inconnue,  cette  équation  peut  tou- 
jours se  ramener  à l’une  des  formes  o = o,  «=o  ($t  désignant 
un  nombre);  dans  le  1er  cas,  les  équations  proposées  sont  indé- 
terminées et  dans  le  2'  cas  elles  sont  impossibles.  En  voici  des 
exemples  : 

i°.  L’équation  3(4x4  12)  = 4(3x-f  9). 

admet  une  infinité  de  solutions;  car  elle  se  réduit  à l’identité 
o = o,  qui  est  vraie  quel  que  soit  x. 

2°.  L’équation  3(4x4  12)  = 4(3x4  2) 

ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur  fipie  de  x ; car  elle 
conduit  à l’absurdité  36  = 8 , qui  revient  à 28  = o. 


1 1 2 ALGÈBRE. 

3°.  Les  équations  6x-f-3y=3,  4X  -f-  ay  — 2 > 

sont  indéterminées j car  l’élimination  de  x conduit  à o = o. 

La  multiplication  des  deux  membres  de  la  ire  équation 

3 

par  - donnant  la  2e  équation,  celle-ci  n’est  qu’une  conséquence 

immédiate  de  la  ir*;  de  sorte  qu’on  peut  effectivement  assigner 
des  valeurs  arbitraires  h x ou  à y\  l’une  quelconque  des  équa- 
tions proposées  fournit  les  valeurs  correspondantes  de  l’autre 
inconnue. 

4°.  Les  équations  x -f-  2y  = 5,  3 r -f-  6y  = 2 , 

sont  contradictoires  ; car  l’élimination  de  x conduit  à l’absurdité 
i3  = o. 

La  multiplication  des  deux  membres  de  la  ir*  équation  par 
3,  rend  cette  absurdité  évidente;  car  le  résultat  3x  6y  = i5 

ne  peut  s’accorder  avec  la  2'  équation,  3x  -f-  6y  — 2. 

Chacune  des  équations  proposées  admet  une  infinité  de  solu- 
tions , mais  aucune  des  solutions  de  x -f-  2y  = 5 ne  convient  à 
3x  -)-  6y  = 2. 

5°.  Soient  x-f-y -f-s=3,  o.x+2y  -\-oz  = t , x — y — z—\. 

Aucunes  valeurs  finies  de  x,y,o  ne  peuvent  satisfaire  au 
système  de  ces  trois  équations;  car  l’élimination  de  z entre  les 
deux  premières,  conduit  à 5=  o. 

Et  en  effet,  la  multiplication  des  deux  membres  delà  ir*  équa- 
tion par  2,  donne  2X  -1-  iy  -f-  iz  = 6 ; ce  qui  ne  peut  s’ac- 
corder avec  la  2e  équation , 2x  -f-  2.y  -f-  2z  = 1 . 

Occupons-nous  des  équations  littérales. 

54.  Toute  équation  du  premier  degré  à une  seule  inconnue 
peut  se  ramener  •à,  la  forme  (1), . , . ax  — b.  Suivant  que  cette 
équation  est  indéterminée  ou  impossible  , F expression  générale 

- de  X , prend  la  forme  indéterminée  -,  ou  la  valeur  infinie  - ; 
a 00 

la  réciproque  est  vraie.  En  effet  : 

i°.  Quand  l’équation  (1)  est  indéterminée,  il  existe  une  in- 
finité de  valeurs  arbitraires  de  .r  qui  y satisfont;  si  * el  j3  sont 
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deux  de  ces  valeurs , on  aura 

aa.—b , a(2  = b,-  d’où  a (a  — /2)  = o ; 

et  comme  * — fi  n’est  pas  nul , il  faut  que  a = o ; mais  b = 

donc  b — o,  et  par  suite  x = -. 

Remarque.  Toutes  les  fois  que  deux  valeurs  différentes  de  x 
satisfont  à l’équation  (i),  a et  b sont  nécessairement  nuis;  de 
sorte  que  cette  équation  est  identique ; on  peut  donc  assigner  des 
valeurs  arbitraires  à x. 

Réciproquement,  lorsque  la  valeur  -dexse  réduit  à -,  l’é- 

o.  o’ 

quation  (i)  est  indéterminée;  car  a et  b étant  nuis , des  valeurs 
arbitraires  de  x satisfont  à cette  équation. 

2°.  Quand  l’équation  (l)  est  impossible j aucune  valeur  finie 
de  x,  ne  peut  rendre  le  produit  ax  égal  à b\  il  faut  donc  que 
a =■  o et  que  b ne  soit  pas  nul  ; car  autrement  une  valeur  finie 

- de  x rendrait  ax  identiquement  égal  à b ; la  valeur  - de  x 

Œ CL 

est  donc  une  expression  infinie  de  la  forme  -. 

o 

Réciproquement,  lorsque  la  valeur  - de  x est  infinie,  le 

a 1 

coefficient  o de  x est  nul , et  b n’est  pas  zéro.  L’équation  (i) 
est  impossible  ; car  elle  se  réduit,  à o X x = b , et  aucune  va- 
leur finie  de  x ne  peut  rendre  le  produit  o X x égal  à la  quantité 
finie  b. 

Remarque.  Lorsque  a étant  nul,  b n’est  pas  zéro,  la  valeur 
infinie  que  l’on  obtient  pour  x , exprime  qu’il  n’existe  aucun 
nombre  qui,  mis  à la  place  de  x,  puisse  rendre  ax  égal  à bt 
mais  que  F erreur  sera  d’autant  moindre  que  x sera  plus  grand. 

En  effet,  l’équation  (i). . . ax  = b , revient  à - = a;  il  s’agit 

b 

o.  Tant  que  x est  fini, 


donc  de  satisfaire  à la  condition  - 

x 

b , t „ b 

- nest  pas  nul,  l’erreur  est  mais  celte  erreur  devient 
x x 
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d’autant  moindre  que  x est  plus  grand;  de  sorte  qu’on  peut 
toujours  assigner  à x une  valeur  assez  grande  pour  que  l’er- 
reur soit  aussi  petite  qu’on  voudra  : c’est  dans  ce  sens  que  la 
valeur  x = oo  satisfait  à l’équation  (i).  L’équation  (i)  résulte 
d’une  équation  de  la  forme  <*x  -f-  £=  *x-j-y,  et  l’hypothèse 
x = oo  rend  les  deux  membres  égaux  à l’infini. 

Nous  n admettrons  désormais  que  les  valeurs  finies  des  in- 
connues. Ainsi,  quand  nous  dirons  qu’une  équation  est  impos- 
sible , nous  entendrons  qu’elle  ne  peut  être  satisfaite  pour 
aucunes  valeurs  finies  des  inconnues.  Nous  verrons  , dans 
l’application  de  f Algèbre  à la  Géométriej  que  les  valeurs 
infinies  des  inconnues  fournissent  quelquefois  des  solutions  du 
problème  proposé. 

La  résolution  de  n équations  du  premier  degré  entre  n in- 
connues , conduisant  généralement  à une  équation  qui  ne  con- 
tient plus  qu’une  seule  inconnue,  les  propriétés  précédentes 
doivent  convenir  à ces  équations.  1 


55.  Lorsquedeux  équations  du  premier  degré  à deux  inconnues  , 
(i). . . ax  + by  = c,  (a). . . a'x  -f-  b'y  = c', 
sont  déterminées  ou  contradictoires , les  formules  générales 


(3)... 


cb'—  bc' 
ab'  — ba" 


(4)- 


ac  — ca 

ZFF—bd’ 


qui  expriment  x et  y,  dorment  pour  ces  inconnues  des  valeur $ 
indéterminées  ou  infinies;  la  réciproque  est  vraie.  En  effet  : 
i°.  Quand  les  équations  (i),  (a),  sont  indéterminées,  x et  y 
ont  une  infinité  de  valeurs  ; or , x dépend  de  l’équation 

(5) . . . {ab'  — ba')  x ==  cb' — bd. 


Par  conséquent , d’après  ce  qui  a été  démontré  ( n°  54,  i°), 
ab'  — ba'  et  cb'  — bc  sont  nuis;  on  en  déduit 

Lt  f r 

O O-  C j)  i i r 

-r  = — = — ; d ou  ac  — ca  = o. 
bac 


Les  valeurs  (3),  (4)  de  x et  y»  se  réduisent  donc  à 
Rkcipboqckment.  Lorsque  l’une  des  valeurs  (3),  (4),  de  x ouy”. 
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se  réduit  à -,  les  équations  (i),  (2)  sont  indéterminées.  En 


effet,  on  a 

ab'  — ba!  — o et  cb'  — bc'  = o , ou 
ab'  — ba 1'  — o et  ac'  — ca  = o. 


On  en  tire 


Ces  dernières  relations  ayant  lieu , l’équation  (2)  résulte  de 
la  multiplication  des  deux  membres  de  l’équation  (1)  par  un 
même  nombre;  car,  en  désignant  par  q le  quotient  de  a'  par  a,  les 
relations 


a'  b'  c'  , , „ , 

— = -ÿ  = — = q , donnent  a =aq,  b =bq,  c =cq, 

et  l’équation  (2)  devient 

aqx  + bqy  = cq , ou  (ai  + by)  Xq  = cX  q. 

L’équation  (2)  n’étant  qu’une  conséquence  immédiate  de 
l’équation  (i),  les  valeurs  de  x et  y ne  sont  assujetties  qu’à 
la  relation  (1)  ; on  peut  donc  assigner  une  infinité  de  valeurs 
arbitraires  à l’une  des  inconnues  x,y-,  l’équation  (1)  détermine 
les  valeurs  correspondantes  de  l’autre  inconnue. 

Exemple.  Soient  6x  -j-  3y  = 3 , 4 x -f-  2.y  = 2. 

Ona,  a = 6,  b=  3,  c = 3,  a'=4>  b’=i , c'=i. 


Les  formules  (3)  , (4),  conduisent  à x=-,  y = -, 

o J o 

Ces  valeurs  indéterminées  de  x et  y indiquent  que  les  équa- 
tions proposées  admettent  une  infinité  de  solutions. 

Quand  le  système  des  équations  ( 1 ) , (2) , admet  deux  so- 
lutions, il  existe  une  infinité  d’autres  solutions  communes  à 
ces  équations;  car  les  valeurs  de  x dépendent  de  l’équation 

(5) . . . (ab’  — ba!)x  = cb'  — bd  j 

et  cette  dernière  devant  admettre  deui  valeurs  de  x,  on  a vu 
(n°54,  i°),  qu’il  faut  que 

ab  — l>a'  = o,  cb  — bc' = o,  d’où  ac'  — ca' ^o. 

8.. 
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Ces  trois  dernières  relations  ayant  lieu,  on  vient  de  prouver 
(i°J  que  l’équation  (2)  n’est  qu’une  conséquence  immédiate  de 
l’équation  (1).  De  sorte  qu’on  n’a  réellement  qu’une  seule 
équation  entre  x et  y.  Ces  inconnues  ont  donc  une  infinité  de 
valeurs. 

20.  Quand  les  équations  (i)...ax-f-by=c,  (2 )...a'x-\-b'y=c' , 

sont  contradictoires  j aucunes  valeurs  finies  de  x et  y ne  peu- 
vent y satisfaire  en  même  temps.  Or,  ces  équations  donnent 

(6). . . (ab'  — ba')  x — cb'  — bc  , ( ab ' — ba')  y =ac' — ca' . 

Par  conséquent,  d’après  ce  qui  a été  démontré  (n°  54,  20),  on 
doit  avoir  ab' — bd = o,  et  aucune  des  quantités  cb' — bc 
ac — ca',  n’est  zéro. 

Les  formules  (3),  (4),  (page  1 1 4),  déterminent  donc  des  va- 
leurs infinies  de  x et  y. 

Réciproquement.  Lorsque  les  valeurs  (3),  (4),  de  x et  y,  sont 
infinies,  les  équations  (1),  (2)  sont  incompatibles.  En  effet, 
aucun  des  numérateurs  cb'  — bc  , ac' — ca' , n’étant  zéro,  et  le 

dénominateur  commun  ab' — ba'  étant  nul,  V équation 

(2) . . . a x + b'y  = c'  résulte  de  la  multiplication  des  deux 
membres  de  V équation  ( 1 ). . . ax  + b y = c , par  deux  quantités 

bût 

différentes  ; car  la  relation  ab'  — bd  — o,  donne  b’  — — . 

La  substitution  de  cette  valeur  de  b' , dans  l’équation  (2)> 
conduit  à (ax  -+■  by)  a = ac  . 

Or,  par  hypothèse , ac'  n’est  pas  égal  à ca'  ; on  a donc 

ac'  = cX(o+^).  L’équation  (2)  revient  donc  à 

(ax  -f-  b y)  X a = c X (d  + <f)  ; 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Dans  ce  cas,  aucune  des  solutions  finies  Je  l’équation  (1)  ne 
convient  à l’équation  (2). 

Pour  apercevoir  comment  les  valeurs  infinies  de  x et  y satis- 
font aux  équations  (1),  (2),  on  observe  que  ces  équations  con- 
duisent aux  relations  (6),  et  ces  dernières  reviennent  à 
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ab'  — ba! , 


/ r 

ac  — ca 


y 


— ab'  — ba' . 


Or,  ab'  — ba!  = o,  et  aucun  des  numérateurs  cb' — bc' . 
.•  ac'  — en',  n’est  égal  à zéro;  des  valeurs  finies  de  x et  y ne  peu- 
e vent  donc  pas  satisfaire  aux  équations  (7),  mais  les  erreurs 
sont  d’autant  moindres  que  x et  y sont  plus  grands;  de  sorte 
qu’on  peut  toujours  prendre  x et  y assez  grands,  pour  que  les 
erreurs  soient  aussi  petites  qu’on  voudra. 


Exemple.  Soient  x -)-  iy  = 5 , 3 x + 6y  = 2 . 


On  a a=i,  5=2,  c=  5,  a' =3,  6'  = 6,  c'=2. 

Les  formules  (3) , (4) , (page  1 «4)  > donnent 

26  1 3 

x = — = + 00,  v — = — 00. 

O J O 

Ces  valeurs  infinies  de  x et  y indiquent  qu’il  n’existe  .aucuns 
nombres  qui,  substitués  pour  x et  y,  puissent  satisfaire  à la  fois 
aux  deux  équations  proposées,  mais  que  les  erreurs  deviennent 
d’autant  moindres  que  x et  y approchent  plus  de  + 00  et 
de  — 00. 

Enfin,  les  valeurs  x = + 00,  y = — 00,  satisfont  aux 
équations  données,  car  ces  équations  deviennent 

00  — oo=5,  00  — 00=2, 

ce  qui  revient  à 00=00+ 5,  00=00+2, 

et  il  résulte  delà  définition  de  l’infini,  que  l’infini  augmenté 
d’un  nombre  quelconque  reste  égal  à l’infini. 


56.  Nous  allons  discuter  les  formules  générales  qui  détermi- 
nent les  valeurs  des  inconnues,  dans  le  système  de  trois  équa- 
tions du  premier  degré  entre  trois  inconnues.  Nous  serons  con- 
duits à cette  remarque  importante,  que  les  équations  peu- 
vent être  incompatibles , quoique  les  expressions  des  inconnues 

se  présentent  eous  la  forme  indéterminée  -, 

o 

Soient  les  trois  équations 

(1). . . ax+by+cz—d,  (1). . . a'x+b'y+c'z=<V,  (3). . . a"x+b"r+c’z=d" . 
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Les  formules  du  n°  47  ( page  101  ),  déterminent  leS  valeurs 

dex,  y,  z,  qui  satisfont  à ces  équations.  Soit  pour  abréger 

ab'c"  — ac'b"  + ca'b"  — bd  c"  + bc'd  — cb'a"=ï, 

db'c"  — de' b"  + ccüb"  — bd!  c"  + bc’d"  — cb'd"  = X, 

ad'c "—  ac’d"+  edd " — dde"  -f-  de' a"  — cd'a"  = Y , ® 

ab’d"—  ad' b"  + ddb"  — bdæ  -f-  bd! a"  — db'd—Z  ; 

X Y Z 

onaura  = _y=j,  t = y 

Discutons  ces  formules. 

1°.  Lorsque  J1  n’est  pas  nul , chaque  inconnue  a une  valeur 
finie  et  déterminée;  les  équations  proposées  n’admettent  que  la 
seule  solution  fournie  par  les  formules  (4). 

2°.  Lorsque  ^ étant  nul,  aucun  des  numérateurs  X , Y,  Z, 
n’est  zéro , les  valeurs  (4)  de  x,y,  z sont  infinies;  et  les  équations 
proposées  sont  contradictoires,  car  d’après  (4)  elles  conduisent  à 
X = <Lc,  Y = i'y , Z =£z, 
et  des  valeurs  finies  de  x,  y,  z,  ne  sauraient  satisfaire  à ces  trois 
dernières  équations. 

3°.  Quand  <f,X,  Y et  Z se  réduisent  à zéro , les  expressions 
générales  (4)  de  x,  y,z,  prenant  la  forme  indéterminée  ^ , il 

parait  naturel  de  penser  que  les  équations  proposées  admettent 
une  infinité  de  solutions;  cela  arrive  assez  ordinairement;  mais 
quelquefois  ces  équations  sont  contradictoires.  En  effet,  soient 
a_  _ V_d_  __d_ 
b c d ' 

Ces  relations  réduisent  S',  X,  Y,  et  Z à zéro,  quelles  que 
soient  a",  b",  c"  et  d";  car  elles  donnent 

ab'—bd , ac'—cd , bc'=cb’ , cd'—dc',  db'=bct , ad'—da\ 
et  on  peut  mettre  les  valeurs  de  X,  Y , Z , sous  la  forme 

<1  = (bc' — cb')  a (cd — ac ')  b“- f-  ( ab ' — bd)  c", 

X = (cd'—dc')  b"  4 (dé'—  bd!)  c"  + (bc'—cb')  d", 

Y = ( dc'—cd ')  a"+(ad!—  dd)  c"+  ( cd—ac ')  d" , 
z = (bd'—db’)  d'+(dd-  ad!)  b"  + (ai'—  bd)  d" . 
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Les  valeurs  (4)  de  x,  y,  z,  se  réduisent  donc  à — . 

Pour  interpréter  ce  résultat , on  observe  que  les  relations 


a 

a 


U_ 
b : 


d d , 

— = -j,  donnant 
c d 


, ad  „ bd  , cd 

a ~ d ' b ~ d ’ C ~ d' 

l’équation  (2) . . . a'x  + b' y -\-cz—d,  revient  à 

ad  bd  cd  „ , d 

-£-x-\ — j-^4-  -j-  z=d  , oua(ax-f-iy+cz)Xj  = </X 


d 

d’ 


L’équation  (2)  n’est  donc  qu’une  conséquence  immédiate  de 
l’équation  (1) ...  a x -f-  by  -f-  cz  = d.  Il  suffit  donc  que  les  trois 
inconnues  x,  y,  z satisfassent  aux  deux  équations- 

(1)...  ax-\-by  + cz  — d,  (3)..  a" x -f-  b"y  ■+■  c"z  = d" ; 

et  par  conséquent , on  pourra  donner  des  valeurs  arbitraires  à 
l’une  quelconque  des  inconnues  x,  y , z ; les  équations  (1),  (3) 
fourniront  les  valeurs  correspondantes  des  deux  autres  incon- 
nues. De  sorte  que  les  équations  (1) , (2),  (3)  admettront  une 
infinité  de  solutions. 

Si  outre  les  relations 


a 

a 


d a" 

: -J,  on  a — : 
cl  a 


b"  c" 

:J~7' 


il  en  résultera 


ac 


bc" 

b 


l’équation  (3)...  a’x  + b" y -j-  c" z — d" , deviendra 

ac"  bc"  „ , , cd" 

— X -p-  — y 4-  c a = d : d’ou  ax  + by  - f-  cz—  —y . 

C C c 

Pour  que  cette  dernière  équation  puisse  subsister  en  même 
temps  que  l’équation  (1),  il  faut  et  il  suffit  que 

cd"  d"  c" 

-r=d-,  d’ou  -3-  = -; 
c de 

,,  a"  b"  c"  d" 

on  a d ailleurs  — = 5-  = — = y . 

a b c d 
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L’équation  (3)  devient  une  conséquence  immédiate  de  l’équa- 
tion (i),  les  inconnues  x,y , z ne  sont  assujetties  qu'à  la  con- 
dition (i)  ; de  sorte  qu’on  peut  assigner  des  valeurs  arbitraires 
à deux  quelconques  de  ces  inconnues;  l’équation  (i)  fournit  les 
valeurs  correspondantes  de  l’autre  inconnue. 

Enfin,  si  les  relations 

V__  d_  _ d_ 

a b c d ’ a b c’ 


ayant  toujours  lieu , —y  n’est  pas  égal  à d , l’équation  (3)  qui 
devient 

ax  + by  + cz  = -g- , 
sera  incompatible  avec 

(i)...  ax  -f-  by  -f-  cz  = d. 


Dans  ce  cas,  les  expressions  générales  (4)  de  x,  y , i,  se 

présentent  sous  la  forme  indéterminée  -,  et  cependant  il  nJ existe 

aucunes  valeurs  finies  des  inconnues  qui  puissent  satisfaire  au 
système  des  équations  (i)  , (2) , (3)  proposées  (*). 


5r}.  Lorsque  les  termes  tout  connus  d,  <£ , d",  sont  égaux  à 
zéro,  les  Taleurs  de  X,  Y,  Z,  se  réduisent  à zéro.  On  satisfait 
aux  équations 


(1)...  ax  + by  -f-  cz  = o , (*)•••  a'x  -j-  b' y -f-  c « = o , 

(3) . . . a* x + b” y ■+-  c"  z — o , 


en  faisant  x=  o , y = o , z =0. 

Mais,  il  arrive  quelquefois  que  les  équations  proposées  ad- 
mettent d’autres  solutions.  Pour  s’en  convaincre , on  tire  les 


(*)  Il  n’en  est  pas  rie  môme  de  deax  équations  entre  deux  inconnues;  car 
toutes  les  fois  que  les  expressions  générales  de»  inconnues  se  présentent  sous  la 

forme  - , il  existe  une  infinité  de  valeurs  finies  des  deux  inconnues  qui  sa- 
o 

tisfont  atut  cqualions  proposées  (n«  55,  1»). 
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; < « 

valeurs  àe  x , y , des  deux  premières^ épations , comme  si  a était 
connu*, ce  qui  'donne  . - v / . ‘ ' 

/c\  fic' — cb'\  ,c\  / ca,.—dc\  „ ‘ ■ 

Cés  valeurs  de  x1 , y,  satisfont  aux  équations  (t) r (2),  quel 
que  soit  a.  Eu  les  substituant  dans  l’éqûatioir  (3) , on  parvient 
à la  relation*  . (7)/ . .ifc'sc  o.  . 1 . . 

* 9 * ' • 1 • 

Les  solutions  des  équatiohs  (i),  (2),  (3),  sont  les  mêmes 
que, celles  des  équations  (5),  (6),  (7).  . . 

-Ier  Cas.  Quand  le  dinoqiinaUur  commun  i'n1  est  pas  jiid,  on 
ne  ' peut  satisfaire- aux  équations  <l)r  <i),  (3) , quèn,  posant 
x—o,  y — o,  z =so.  * . : - 

En  effets  la  relation  (7)  exige  que  ze=a;  les  équations  (1), 
(2),  (3),  se  réduisent  à ■ •_  ■ , • 

(8)i..  Qrr+-èy=o,  (9).^  a’x-\-Vy—o,  (10)...  auoi-{~b"y=o. 

Pour  trouver  la  valeur  d<f  J correspondante  à 4=  o , on  éli- 
mine successivement  a:  entre  (8) , . (9) , et  (8).,  (io).,  ce  qui 
conduit -à  * ' ' • ‘ . 

:»  - - (at/  ba')y  — o , ( a"b  — o. 

La  seule  maniéré  de  satisfaire  à ces  deiix  dernières  Quations 
est  de  poser  . ^ = 0 • oar  si  y.  n’était  pas  nul  , il  .faudrait  qu’011 

eût  ‘ . ' ' ; "•  , . # ' ' * , • • 

ab'  — ba'  =;  o , a1  b — r-  b" a = o ) • d’où 

h hf  hn  • ' ‘ • , . 

* - - = — «=  -j  .et  a b"  — b' a"  = o. 

a,  i a-  a • • 

’ Or,  é'  n’étànt  pas  nul  fies  trois  relations  ' • 

ab’  — ba'  ==  p , ctb— b"a=  o , a' b"  — b' à’  ==o,  ’ • 
ne  sauraient  avoir  lieu  en  même -temps,  puisque  la  valeur 
*=  ab'  c" — 'ac  b"  + ca'b"  — bdc’  ■+  bd  a"  cVa"\ 

peut  se  mettre  sous  la  forme  ' • ' . 

i'—iab'  — ba!)  c”  + (anb  — Vajc  -f ,(db"  — Va*}  c. 

. • * » * tt  ' * 

(*)  On  pent  (induire  ces  wilcurs,  «tes  formules  (3V,  (4),  (page  ii4),  en  rem- 
plaçant c et  d,  par  — « et  — c'a. 
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Il  £uit.donc  que  y ?çs  Pj  et  jmr  suite  les  équations  (8X,  (9), 
(10),  s’accordent  à donner  x=ô.  __  . 

On  voit  donc  quç  x,  y et  Z jîont  nécessairement  nuis. 

2*  Cas.  Quand  le  dénominateur  commun  $ se  réduit  à zéro  , 
des  valeurs  arbitraires  3e  t satisfont  à la  relation  Ji  = 0|  et 
comme  les  valeurs  (S) , (61 , dé  x,  y,  Satisfont  au$  équations 
(1) , (a)  y (3),  quel  que  soit  z,,  on  obtièrit  toutes  les  solutions  des 
équations  proposées,- en  donnant  des  valeurs  arbitraires  à z; 
les  formules  (5) (6),  déterminent  les  valeurs  correspondantes 
des  inconnues  x > y ; de  sorte  que  les  équations  proposées  ad- 
mettent  itne  infinité  de  solutions,'  , 

Remarque.  Lorsque  £ étant  pul  ,.  aucun  des  binômes  ab' — bd, 

bc' — cb'j  ac" — çd , d’est  égal  a sérOj  les  rapports  - , - — 3 

sont  finis  et  pùtértninés  3 quoique  les  équations  proposées  ad- 
mettent une  infinité  de  valeurs  de  x , y 3 z ; car  les  relation^ 
(5)  et  (6)  • donnent  t 

x te — çb'  y cd — ac  . ;ç  bc  - 

• z ab’ — bd  ’ z^ab’ — ba '*  ’y~~ 


cd 


ca  — ac  . . 

Ces- exemples  suffisent  pour  mettre  en  état  de  discuter  lous 
les  cas  qui  peuvent' se  préséntér.  ,r  ..  .. 

En  général  , quel  que  spit  le  norttbre  dee  équations  it  des  in- 
connues j certaines  inconnues  peuvent  êlte  finies  , d’autres  infi- 
nies e't  d’autres indéterminées.  ..  . t 

Remarque.  Quand  les  équations  proposées  sont  numériques, 
on  évite  toutes  lès  difficultés  relatives  à Pintejrprétation  des  for- 
mules générales  qui  déterminent  les  valéurs  des  inconnues  , en 
opérant  directement  sur  les' équations  proposées  comme  il  a été 

indiqué  dans,  le  n°  Çd.  • ' . 

• . . . • •*.*  , • 

§ VIL  ■ Composer  dèsfiquqtionp  qui,  admettent  des  solutions 
' ’ . données. 

58.  Lorsqu’une  équation  entre  plusieurs- inconnues  renferme 
des  coèffîciens  arbitraires  , on'  peut  déterminer  ces  eoelBciens 
de  manière  que  l’équation,  admette  des  solutions  données  car 
chaque  solution,  substituée  dans  l’équation  proposée,  fournit 
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ia3 

une  équation  du  premier  degré  entre  les  coefficiens  inconnus. 

i,r  Exemple.  Soit  une  équation  du  premier  degré  entre  deux 
inconnues  x,  y. 

Pour  simplifier  les  calculs,  on  supposera  que  cette  équation 
a été  ramenée  à la  forme 

(i)...  y = ax  + b\ 

ce  qui  est  toujours  possible  en  divisant  tous  les  termes  par  le 
coefficient  de_y. 

Il  s’agit  de  déterminer  a et  b de  manière  que  l’équation  (i) 
admette  des  solutions  données.  On  ne  pourra  donc  pas  se  donner 
plus  de  deux  solutions  arbitraires. 

Cela  posé  : si  x=ct,  y=£,  et  x=«, y—C, 

sont  les  deux  solutions  données,  chacune  d’elles  devant  satisfaire 
à l’équation 

(i)...^=ax+è,  on  aura  (.2)...  G=a*-{-b , (3)...  C=za*'+b. 
Les  relations  (2),  (3),  conduisent  à 


Substituant  ces  valeurs  des  inconnues  a,  b , dans  (1),  l’é- 
quation 

...  y = 

que  l’on  obtient , admet  nécessairement  les  deux  solutions 
données. 

Le  calcul  précédent  se  réduisant  à éliminer  a et  b entre  (1), 
(2)  , (3),  on  parvient  plus  simplement  à l’équation  qui  admet 
les  deux  solutions  données,  en  retranchant  d’abord  (2)  de  (1), 
afin  de  faire  disparaître  b ; le  résultat 

(5).  ..  y — e = a(x  — «) 

admet  la  solution  x = a,  y = S,  quel  que  soit  a. 

Pour  déterminer  a de  manière  que  l’équation  (5)  admette 
l’autre  solution  donnée  x = * , y—.C,  on  retranche  (2)  de 

■ 
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(3).  cc  qui  conduit  à 

C — G 

G' — G — a(u — a);  d’où  a=  — . 

a — a 

La  substitution  de  cette  valeur  de  a dans  (5)  fournit  l’équa- 
tion demandée 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  équations  (4)  , (6),  ne  difiêr- 
rent  que  par  la  forme;  car  chacune  d’elles  se  réduit  à 

(•'  -«)  y=(G'-G)x  + (&*'  - C'a). 

On  peut  aussi  parvenir  à l’équation  (6)  en  exprimant  d’abord 
que  l’équation  (i)  admet  la  solution  xz=u,y  = G.  En  effet, 
ces  valeurs  de  x et  y devant  satisfaire  à l’équation 

(î) . . . y = ax  -f-  b , il  faut  que  (2) ...  G — au.  -|-  b. 

Pour  introduire  la  condition  (2)  dans  (1),  on  remplace  b par 
sa  valeur  G — au  tirée  de  (2)  ; ce  qui  donne 

y — ax  + G — au,  ou  (5) ...  y — G = a(x  — a). 

Le  système  x = u,  y=G,  satisfait  à l’équation  (5),  quel 
que  soit  a. 

Le  calcul  qui  a conduit  à l’équation  (5),  se  réduisant  à éli- 
miner b entre  (1)  et  (2),  on  parvient  plus  simplement  à la  re- 
lation (5)  en  retranchant  (2)  de  (1). 

La  seconde  solution  donnée  x=u,  y—£,  devant  convenir 
à l’équation  (5) , il  faut  que  cette  équation  soit  satisfaite  quand 
on  y remplace  x et  y par  u et  C;  ce  qui  donne 

G'-G  = a(u’- a):  d’où  a = - 

et  — tt 

Substituant  cette  valeur  de  a dans  (5)  , on  exprime  que  l’é- 
quation (5)  admet  la  2*  solution  x —u , y = G';  et  comme 
l’équation  (5)  admettait  déjà  la  iM  solution  x=m,  y=G , quel 
que  soit  a , l’équation 

(6)  •••  J'  — C=  (*  — «)» 
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qui  résulte  de  cette  substitution,  admet  nécessairement  les  deux 
solutions  données. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  le  vérifier;  car  en  faisant  æ = «, 
l’équation  (6)  donne  jr=C,  et  en  supposant  x = m , la  même 

équation  conduit  à 

O — 0 (*—*)—{€' — £)  («'—«),  d’où  y — C=C — b,  et  y—Q,'. 

On  est  conduit  plus  longuement  au  même  résultat  quand  on 
ne  prépare  pas  l'équation  proposée  de  manière  que  le  coefficient 
de  l’un  de  scs  termes  soit  l’unité;  car  l’équation  du  i*r  degré 
entre  deux  inconnues  étant  alors  de  la  forme  ax-\-by  = c, 
les  équations  qui  expriment  qu’elle  admet  les  deux  solutions 

x = *,y=e  ||  x = d,y=zÇ', 
sont  aa.-f-b€=c,  a«-t-bC  = c. 

Ces  deux  dernières  équations  résolues  par  rapport  aux  in- 
connues a,  A,  donnent 


_(<r-<T)C  A_(*-a') 
•£'  — £*'  ’ *<r  — u 


C 


Substituant  ces  valeurs  de  a et  b dans  ax+by  = c,  on  par- 
vient à une  équation  qui  admet  les  deux  solutions  données;  et  en 
divisant  tous  ses  termes  par  leur  facteur  commun  c,  l’équation 

~ 0*  , («  — *">y  __ 

*£'—  aC  — W ~ ’ 


que  l’on  obtient  ne  renfermant  plus  de  coefficient  arbitraire, 
on  ne  saurait  se  donner  une  troisième  solution. 

Il  est  facile  de  voir  que  celte  dernière  équation  conduit  à 
l’équation  (4),  {page  123). 

Nous  supposerons  donc  désormais  que  V équation  proposée  a 
été  préparée  de  manière  que  le  coefficient  de  l’un  de  ses  termes 
soit  l’unité;  et,  dans  ce  cas,  on  ne  pourra  généralement  se 
donner  qu’autant  de  solutions  .au  plus  , quil  restera  de  coeffi- 
ciens  arbitraires  (Lins  l’équation  ainsi  préparée,  car  chaque 
solution  donnée  fournit  une  équation  entre  les  coefficiens  in- 
connus. 
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2'  Exemple.  Soit  l’équation  (i)...  * = ax  -f-  b y •+■  c. 

Cette  équation  (i)  renfermant  trois  quantités  arbitraires,  on 
peut  disposer  de  ces  quantités  de  manière  qu’elle  admette  trois 
solutions  données 

x = *,y  = C,z  = y\\x=*  ,y  = C , z=y\\x—»",y=xC",z—y. 

Chacune  de  ces  solutions  devant  convenir  à l’équation  (i)  , il 
faut  que 

(2)...  y=a»-t~  bG  + c,  y =a*  -\-lG  -j-c,  y"=aa"-{~  bC"-j- c. 

L’élimination  de  a , b,  c,  entre  (1)  et  (2)  fournirai’ équation 
en  x,  y , z,  qui  admet  les  trois  solutions  données. 

On  peut  effectuer  cette  élimination  par  l’une  quelconque  des 
méthodes  indiquées  dans  le  1er  exemple. 

Si  les  trois  solutions  données  sont 

*==«,j'=a)3:=0lk=0»y=2>*=ill*=— «»  «=», 

on  trouvera  que  l’équation  qui  admet  ces  trois  solutions  est 

*=-*  + 3.y-3- 

5g.  Problème.  On  propose  de  composer  un  système  d’équations 
qui  admette  des  solutions  données. 

ier  Exemple.  Soient  deux  équations  générales  du  premier 
degré  entre  deux  inconnues  x,  jr. 

On  ramène  d’abord  ces  équations  à la  forme 

(«)•••  y — <**  + b,  (a)...  j = + 

11  est  facile  de  voir  qu’on  ne  peut  se  donner  qu’une  seule 
solution  commune',  car  si  l’on  voulait  prendre  deux  solutions 
communes. 

x — x,y  — C ||  x = u,  y = C , 
les  valeurs  de  a et  b tirées  des  équations  de  condition 
C = a»  -f-  b,  C'  = aa!  -f-  b , 

seraient  les  mêmes  que  les  valeurs  de  a1 , b' , tirées  des  équations 


Digitized  by  Google 


semblables 


CHAPITRE  II. 


127 


ff  = a' a.  + b' , C — a a -f-  b'. 

Les  équations  (1)  et  (2)  se  réduiraient  donc  à une  seule. 

Cela  est  d’ailleurs  évident , car  si  l’on  se  donne  la  solution 
commune  = = on  aura 

(3)...  C — acL  + b,  (4)...  £ = a'*  + b'. 

Pour  former  les  équations  qui  admettent  cette  solution , on 
remplacera  dans  (1)  et  (2)  , les  indéterminées  b,  b' , par  leurs 
valeurs  £ — au,  £ — au-,  ce  qui  revient  à retrancher  (3)  de 
(1)  ,et  (4)  de  (2);  les  équations  résultantes 

(5)...  y — £ — a(x  — a),  y — £=«'(*  — a), 

admettront  la  solution  x=  a.,  y — £,  quelles  que  soient  d’ail- 
leurs a et  a ; et  pour  que  ces  équations  ne  se  réduisent  pas  à 
une  seule,  il  suffira  d’assigner  des  valeurs  différentes  aux  coef- 
ficiens  arbitraires  a,  a'. 

On  ne  pourra  donc  pas  se  donner  une  seconde  solution  com- 
mune, x — <t' , y — £'  ; car  cette  solution  devant  convenir  aux 
équations  (5)  , on  aurait 

£'  — £ = a(*'  — «),  £'  — £=za'(a — #);  d’où  a — a'. 

Il  en  résulte  que  deux  équations  du  premier  degré  à deux 
inconnues  ne  peuvent  jamais  admettre  qu’une  seule  solution 
commune.  Ce  qui  s’accorde  avec  le  principe  du  n°  4°. 

2*  Exemple.  Soient  les  deux  équations  générales  du  premier 
degré  entre  trois  inconnues 

2 = ax  -f-  b y c , 2 = a' x -f-  b'  y -J-  c. 

On  ne  saurait  donner  arbitrairement  plus  de  deux  solutions 
communes  à ces  équations;  car  si  l’on  prenait  4rois  solutions 
communes,  les  trois  équations  de  condition  qui  serviraient  à 
déterminer  a,  b,  c,  seraient  les  mêmes  que  celles  qui  déter- 
mineraient a' , b' , c ; on  trouverait  donc  a ~ a' , bs=b',  c=e'. 
Les  équations  demandées  se  réduiraient  donc  à une  seule  ; ce 
qui  est  contre  l’hypothèse. 

En  général , lorsqu’on  a deux  équations  complètes  du  même 
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degré  à deux  inconnues  j on  ne  peut  se  donner  qu’ autant  de 
solutions  communes  au  plus  , qu'il  y a de  coefficiens  moins  un 
dans  l’une  de  ces  équations. 

§ VIII.  Des  inégalités. 


60.  Les  inégalités  étant  d’un  fréquent  usage  dans  l’Algèbre, 
nous  allons  en  faire  connaître  les  principales  propriétés. 

l°.  Une  inégalité  n'est  pas  troublée,  lorsqu'on  ajoute  à ses 
deux  membres  ou  qu’on  retranche  de  ses  deux  membres  une  même 
quantité-,  cela  est  évident. 

Ainsi,  7> 5 donne  7+3>5-f-3,  7 — 3>5  — 3. 

2°.  Pour  faire  passer  un  terme  et  un  membre  d'une  inéga- 
lité dans  un  autre,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  ce  terme. 

Par  exemple,  x — a>6  donne  x>f>  +a, 
car  en  ajoutant  a aux  deux  membres  de  la  ir*  inégalité,  on 
obtient  la  seconde.  . 

De  même,  x + a > b donne  x > b — a, 

car  en  retranchant  a des  deux  membres  de  la  ire  inégalité,  on 
obtient  la  seconde. 


Ainsi,  x — 2>  7 donnex>  7 +2,  ou  x>g 
et  x 4-  2 > 7 donne  x > 7 — 2,  ou  x 5. 

3°.  Lorsqu'on  change  les  signes  des  termes  d'une  inégalité , 
il  faut  renverser  le  signe  d'inégalité,  c'est-à<lire  changer^  en 
ou  en  >,•  car  cela  revient  à faire  passer  tous  les  termes  du 
i*r  membre  dans  le  2*,  et  ceux  du  2*  dans  le  i*r. 

Par  exemple,  d’après  (2°)  l’inégalité 

x — a > b — x donne  — b + x > — x-\-a, 


et  cette  dernière  revient  à — x -f-  a < — b x. 

4°.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d'une 
inégalité  par  une  quantité  positive. 

JC  Cl 

Ainsi , x <" a donne  2X  <”  2 a,  - < -. 

2 2 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


129 

5°.  Quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  les  deux  membres 
d’une  inégalité  par  une  quantité  négative  j il  faut  renverser 
le  signe  d’inégalité. 

Par  exemple,  lorsque  c représente  un  nombre  positif,  il  ré- 
sulte de  (4°)  que  l’inégalité  a > b conduit  à 

ac>bc, 

c c 

et  d’après  (3°)  on  a 

- , a b 

— ac<—bc, < , 

C c 

ce  qui  revient  à a X ( — c)  <C  b X ( — c),  -2-  <" 

— c — c 

6°.  Les  inégalités  a<ft,  a' <^b' , a"<^b“, 
donnent  évidemment  a a'  -f-  a"  b -f-  b’  -f-  b" , 
quels  que  soient  les  signes  de  a,  a' ,a“,  b , b' , b". 

Quand  toutes  ces  quantités  sont  positives,  on  a 

m m 

aa'a"  < bb'b" , am<bm,  \Za<  [/b  (*). 

Les  trois  dernières  inégalités  peuvent  cesser  d’être  vraies, 
lorsqu’elles  renferment  des  quantités  négatives. 

Par  exemple,  l’inégalité  — 3 < 2 est  exacte;  et  si  l’on  élevait 
ses  deux  membres  au  quarré,  le  résultat  9 <[  4 serait  absurde. 
70.  Lorsque  a,  b , c,  d,  sont  positifs, 

l’inégalité  a < b donne 

b 11  c e 

* 1 ^ 11  ^ 1 1 

a a b a b 

a b ‘ 

et  les  inégalités  a > b , c<C.d,  donnent 

8°.  Quand  deux  quantités  a.,  C sont  comprises  entre  deux 
autres  quantités  pj  q , la  différence  entre  les  deux  premières 

est  moindre  que  la  différence  entre  les  deux  autres. 

* :•••  ;;y.v 

f»)  On  n’a  egard  qu’k  la  valeur  positive  rie  chaque  radical. 
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En  effet , soient 

on  aura  azszp+i',  G =p-\~i'-j- y,  q =.p  -f-  /'-f-  y-f.  a, 
d’où  G — te  — y,  q — p — y- f-J1  -f-A;  donc  G — — p- 

•Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Des  inégalités  du  premier  degré  à une  seule  variable. 

61.  Toute  inégalité  du  premier  degré  en  x conduit  à • 
ou  à x et. 

La  quantité  connue  et  est  ce  qu’on  nomme  une  limite  de  la 
variable  x. 

Par  exemple,  soit  l’inégalité  de  cette  espèce 

(0  •••  7X“ y >3  x + 5- 

La  multiplication  de  ses  deux  membres  par  3 conduit  à 
21* — 23 > 2x-f-  i5.  On  en  déduit, 

2ix  — 2x>  i5  -f-  23,  igx>38,  x>2. 

Ainsi,  des  valeurs  arbitraires  de  x plus  grandes  que  2,  sont 
les  seules  qui  satisfassent  à la  condition  (1).  On  dit  par  cette 
raison,  que  dans  l’inégalité  (1),  le  nombre  2 est  la  limite  infé- 
rieure de  la  variable  x. 

Lorsqu’on  déduit  ainsi  d’une  inégalité  la  limite  de  x , on  dit 
qu’on  résout  cette  inégalité  par  rapport  à x. 

On  peut  toujours  faire  dépendre  la  résolution  d’une  inégalité , 
de  la  résolution  d’une  équation. 

Par  exemple,  si  l’on  représente  par  i une  quantité  arbitraire 
plus  grande.que  zéro,  l’inégalité  (1)  reviendra  à 

(2)  ...  7-r  — y=|x-f-5+ 

car  «l'étant  supposé  plus  grand  que  zéro,  l’équation  (2)  exprime 
que  ’jx ^ est  plus  grand  que  ^ x -f-  5. 

L’équation  (2)  résolue  par  rapport  à x donne, 
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x = 2 H . Or , ^ > o.  Donc  x *>  2. 

*9  , 

L’inégalité  (3)  .. . qx ^-<^x  + 5, 

conduisant  à x 2 , le  nombre  2 est  la  limite  supérieure  de  la 
variable  x. 

Ainsi,  on  satisfera  à l’inégalité  (3),  en  donnant  à x des 
valeurs  positives  quelconques  comprises  entre  zéro  et  2. 

Lorsqu’on  a égard  aux  valeurs  relatives  des  quantités,  les 
nombres  négatifs  étant  moindres  que  zéro  (n°  10),  toute  valeur 
négative  de  x satisfera  dans  ce  sens  à P inégalité  (3). 

Par  exemple , soit  xzsx  — 12  ; Pinégalité  (3)  devient 

— 84  — — 8 + 5, 

et  cette  dernière  inégalité  est  vraie;  car  d’après  les  principes 
du  n°  60,  elle  donne  successivement,  1 ï _ 

— ~T<~~ 3’  —275<— 9>  275>9- 

Nous  supposerons , dans  tout  ce  qui  va  suivre , qu’on  a égard 
aux  valeurs  relatives  des  quantités. 

62.  Quand  le  système  de  deux  inégalités  du  premier  degré 
en  x est  possible j il  admet  une  infinité  de  valeurs  de  x qui  peu- 
vent être  limitées  dans  un  seul  sens  ou  dans  deux  sent.  Ce  sys- 
tème est  quelquefois  impossible. 

En  effet , chaque  inégalité  conduisant  àr<ioaï>«,on 
parvient  toujours  à l’un  des  trois  systèmes  suivans  : 

i°.  x<«,  x<C. 

On  peut  donner  à x des  valeurs  quelconque»,  moindres  que 
la  plus  petite  des  quantités  a,  £. 

Ainsi , le  système  4r — t <?  7*  3x-f*4 
conduisant  à x<2,  x<4> 

on  peut  assigner  à x des  valeurs  positives  moindres  que  3, ‘et' 
de*  valeurs  négatives  quelconques.  . » . . i . . . • 1 *-  4 

9- -s 
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Par  conséquent , x peut  croître  depuis  — oo  en  s’approchant 
indéfiniment  de  sa  limite  supérieure  -f-  2.  La  variable  x n’est 
donc  limitée  que  dans  le  sens  positif. 

2“.  x > a. , x > S. 

On  peut  assigner  à x des  valeurs  quelconques,  plus  grande» 
que  la  plus  grande  des  quantités  et,  C. 

Ainsi,  le  système  4X — ,^>7*  3x-f-4>i6, 
conduisant  à x > 2,  •*->  4, 

on  peut  assigner  à x des  valeurs  quelconques  plus  grandes  que  4- 
La  variable  x peut  donc  croître  indéfiniment  à partir  de  sa 
limite  inférieure  -f-  4- 

3°.  x > a , x < ff. 

Lorsque  a est  moindre  que  S , on  peut  donner  h x des  valeurs 
arbitraires  comprises  entre  * et  C. 

Ainsi , le  système  — 1 > 7 , 3x  + 4<C,®> 
conduisant  à x > 2 , x <[  4 > 

on  peut  donner  à x des  valeurs  arbitraires  comprises  entre  2 et  4- 
Lorsque  « n’est  pas  moindre  que  S,  les  deux  inégalités  pro- 
posées sont  contradictoires;  aucune  valeur  de  x ne  saurait  satis- 
faire à leur  système. 

Ainsi , le  système  4 x — l<Cli  3x-{-4>>6, 

est  impossible  ; car  il  conduit  aux  inégalités  x<2,  x>4>  <1°* 
sont  évidemment  contradictoires. 

En  général  : Pour  que  le  système  x a,  x<[  6 soit  possible, 
il  faut  et  il  suffit  que  a soit  moindre  que  f. 

» . . 

Problèmes  qui  conduisent  à des  inégalités  du  premier  degré  en  x. 

63.  Appliquons  la  théorie  précédente  à la  résolution  de  quel- 
ques problèmes.  • " ni: 

1“  Problème.  Trouver  un  nombre  x , tel  que  son  double  dimi— 
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nuè  de  5,  soit  plus  grand  que  a5,  et  que  son  triple , diminué 
de  7 soit  plus  grand  que  son  double  augmenté  de  i3. 

D’après  cet  énoncé,  il  faut  que  x satisfasse  aux  inégalités, 

2x — 5]>25,  3x — 7>2x  + i3. 

Elles  conduisent  à x>i5,  x>20. 

On  peut  donc  donner  à x desvaleurs  quelconques  plus  grandes 
que  20.  Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions. 

2*  Problème.  Trouver  un  nombre  x , tel  que  son  double  dimi- 
nué de  5 , soit  plus  grand  que  2.5 , et  que  son  triple,  diminué 
de  7,  soit  plus  petit  que  son  double  augmenté  de  1 3.  On  doit  avoir 

2X 5>25,  3.C 7<2X  + >3‘,  d’oùx>i5,  X<20. 

On  peut  donc  donner  à x des  valeurs  quelconques  comprises 
entre  i5  et  20. 

3'  Problème.  Le  double  d’un  nombre  inconnu  X,  diminué 
de  5,  est  moindre  que  25,  et  son  triple  diminué  de  7 est  plus 
grand  que  son  double  augmenté  de  i3.  Quel  est  ce  nombre  ? 

Le  problème  n’admet  aucune  solution,  car  on  parvient  au\ 
inégalités  contradictoires,  x<i5,  xf>2o. 

4*  Problème.  Un  berger,  interrogé  sur  le  nombre  de  ses  mou- 
tons, répond:  ce  nombre  est  tel , que  son  double  diminué  de  5 est 
plus  grand  que  25,  et  que  son  triple  diminué  de  7 est  plus  petit 
que  son  double  augmenté  de  i3.  On  demande  le  nombre  des 
moutons. 

On  doit  avoir 

2X — 5 ,>25,  3x  — 7<[2x4*i3',  d’où  X>l5,  X<20. 

Des  valeurs  arbitraires  de  x, comprises  entre  i5  et  20,  satisfont 
à ces  inégalités.  Mais , comme  la  nature  du  problème  impose  en 
outre  à l’inconnue, la  condition  particulière  d’être  un  nombre 
entier, on  ne  doit  prendre  pourxque  les  nombres  16,  17,  18 
et  19.  Ainsi  le  problème  proposé  n’admet  que  quatre  solutions. 

5e  Problème.  Une  femme  porte  des  oranges  au  marché.  Le 
nombre  de  ces  oranges  est  tel,  que  son  triple  augmenté  de  2 , 1 sur- 
passe son  double  augmenté  de  foi  , et  que  son  quintuple  diminué 
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de  70 , est  moindre  que  son  quadruple  diminué  de  g.  Il  faut  dé- 
couvrir le  nombre  x des  oranges.  On  a 

3x-f-a>ax-f-6i,  5X — — g;  d’où  x>5g,  x<6i. 

Or,  x doit  être  un  nombre  entier  positif;  la  femme  a donc 
porté  60  oranges  an  marché. 

Des  inégalités  du  premier  degré  entre  deux  variables. 

64.  Une  inégalité  du  premier  degré  entre  deux  variables  x , y , 
admet  toujours  une  infinité  de  valeurs  positives  et  .négatives 
de  x et  y,  qui  nJont  pas  de  limites  ; c’est-à-dire  que  x et  y peu- 
vent croître  depuis  — 00  jusqu’à  -H»  . Cependant,  pour  chaque 
valeur  arbitraire  de  l’une  quelconque  des  variables  x,y,  l’iné- 
galité proposée  détermine  une  limite  de  l’autre  variable. 

En  effet;  toute  inégalité  du  premier  degré  entre  x,y,  peut 
se  ramener  à l’une  des  formes 

ax-+-by>c,  ax+by<c, 

a,  b , c , représentant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs. 
Cette  inégalité  résolue  par  rapport  à x,  conduira  à un  résultat 
de  l’une  des  formes, 

x>a'+b'y,  x<a'+b'y, 

a'  et  b'  étant  des  nombres  connus,  positifs  ou  négatifs. 

L’indéterminée,/  n’étant  assujettie  à aucune  condition,  pourra 
croître  indéfiniment  depuis  — 00  jusqu’à  + 00  ; il  en  sera  de 
même  de  x , avec  cette  différence  cependant , que  pour  chaque 
valeur  arbitraire  C de  y , on  ne  pourra  prendre  que  des  valeurs 
de  x qui  satisferont  à l’une  des  conditions 

x > a' b' G , x<a'-\-b'C. 

Par  exemple,  soit  l’inégalité 

(,)...  + 

On  fera  d’abord  disparaître  les  dénominateurs,  en  multi- 
pliant tous  les  termes  par  la  ; ce  qui  conduira  à 
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Sx-f-Sôy-^^ax-f-iSy  + S;  d’où 


Pour  chaque  valeur  arbitraire  £ de  y,  ou  ne  devra  prendre 


rier  depuis  — oo  jusqu’à  oo , il  en  résulte  que  les  valeurs  cor- 


aussi  varier  depuis  — oo  jusqu’à  -J-  oo. 

Par  conséquent , x et  y peuvent  croître  et  décroître  indéfi- 
niment dans  l’inégalité  (i). 

Par  exemple,  soit  ,y=i  ; l’inégalité  (a)  donnant  x <C_— a, 


ront  de  la  relation  x = — (a-j-^);en  donnant  à J1  des  valeurs 
positives  quelconques. 

Si  y= — i,  l’inégalité  (2)  donnera  x<^5  ; toutes  les  valeurs 
de  x correspondantes  à _y  = — 1 , se  déduiront  de  l’équation 
x = 5 — J'  en  donnant  à des  valeurs  positives  quelconques. 

65.  Le  système  de  deux  inégalités  du  premier  degré  entre 
deux  variables  x , y > admet  ordinairement  une  infinité  de  va- 
leurs de  x et  y.  Ces  variables  peuvent  avoir  des  limites  finies. 
Il  arrive  quelquefois  que  les  inégalités  proposées  sont  contra- 
dictoires. 

Pour  découvrir  les  limites  des  variables _y,  x , on  résout  suc- 
cessivement les  inégalités  proposées  , par  rapport  à x et  par  rap- 
port h y. 

Lorsque  les  inégalités  conduisent  à 


x<^a-\-by,  x<a'+b'y,  ou  à x>a4-ày,  x’^cé+b'y, 

la  variable  ^ n’a  pas  de  limite;  et  pour  une  Valeur  arbitraire 
C de  y,  on  peut  donner  à x des  valeurs  quelconques  moindres 
que  la  plus  petite  des  quantités  a •+• bC , a1  -\-b'S , on  pbw-graùdes 


respondantes  de  x qui  satisferont  à la  condition  (2),  pourront 


toutes  les  valeurs  de  x correspondantes  ky—  1,  se  dédni- 


Lorsqu’on  trouve  (i)« . . X > a + by,  x < a + i'y,v 
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il  faul  et  il  suffit  quej'  satisfasse  & la  condition 
(2). . . a -f-  by  < a'  -f-  b' y. 

Quand  b n’est  pas  égal  à b',  cette  dernière  inégalité  fournit 
une  limite  de_y  ; et  pour  toute  valeur  G dey1  qui  satisfait  à l’i- 
négalité (2) , on  peut  prendre  des  valeurs  quelconques  de  x 
comprises  entre  a -f-  bS  et  a -f-  b'C. 

Lorsque  b = b',  l’inégalité  (2)  se  réduisant  à a < a , la  va- 
riable^ n’a  pas  de  limite,  et  pour  une  valeur  arbitraire  G dey , 
on  peut  assigner  à x des  valeurs  quelconques  comprises  entre 
a -J-  b*  et  a'  -f-  bC,  pourvu  que  a a'. 

Si  a n’était  pas  moindre  que  a,  aucunes  valeurs  de  x et  y ne 
pourraient  satisfaire  aux  inégalités  proposées. 

Des  calculs  analogues  aux  précédens  fourniront  la  limite  de 
la  variable  x-,  à cet  effet,  on  résoudra  les  inégalités  proposées 
par  rapport  à y. 

Lorsqu’on  trouvera  ' 

y<^a+bx,  y -{-b'x,  ou  y^>a-{-bx,  y^>a'+b'x, 

la  variable  x n’aura  pas  de  limite. 

Quand  on  sera  conduit  à 

y > “ 4-  bx,  y < o'  4-  b'x, 
il  en  résultera  a + bx  < a'  -f-  b'x. 

Si  b n’est  pas  égal  à b',  cette  dernière  inégalité  fournira  une 
limite  de  x. 

Si  b = b',  la  variable  x n’aura  pas  de  limite , et  il  faudra  que 
a soit  moindre  que  a. 

Ier  Exemple.  Soient  x ~ y < 3 , x — y <"  4- 
On  en  déduit 

x < 3 -f  y , x<  4 + y,  y>x  — 3,  y >*  — 4. 

Les  variables  x ,y,  n’ont  donc  pas  de  limite. 

2*  Exemple.  Soient  x — y <^1,  x-f-y  <[6. 

On  en  tire  *<[2  -f-y,  x<6  — y. 

La  variable  y n'a  donc  pas  de  limite. 
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Ces  inégalités  donnant^  > x — a,  .y  <6-x, 
il  faut  que  x — a 6 — i,  d’où  i<[ 

La  limite  supérieure  de  x est  donc  4- 
3*  Exemple.  Soient  y — x 2 , .y  + x > 6. 

On  verra  que  x n’a  pas  de  limite,  et  que  y^>  4;  la  limite 
inférieure  de  y est  donc  4- 

4'  Exemple.  Soient  (i) . . . x — 3y  ]>  2 , x — 2y  <8. 

On  en  déduit  x>2-f-3y,x<^8-|-  2y- 
Donc  2 -f-  3y  <|  8 -f-  2y  j d’où  y < 6. 

Résolvant  les  inégalités  (i)  par  rapport  à y,  il  vient 


x — 8 


d’où 


X < 20. 


Par  conséquent , on  peut  donner  h y des  valeurs  arbitraires 
moindres  que  6,  les  valeurs  correspondantes  de  x ne  seront  as- 
sujetties qu’à  être  comprises  entre  2 ■+■  3y  et  8 -f-  2y.  Il  revien- 
dra au  même  d’assigner  à x des  valeurs  arbitraires  moindres  que 
20 , les  valeurs  correspondantes  de  y ne  seront  assujetties  qu’à 

.x  • , x — 2 x x — 8 

être  comprises  entre  — ^ — ■ et  — - — . 

Si  l’on  donnait  à x des  valeurs  plus  grandes  que  20 , ou  à y 
des  valeurs  plus  grandes  que  6,  les  inégalités  (1)  deviendraient 
contradictoires 

Par  exemple,  soit  x — 21  ; les  inégalités  (1)  deviennent 


21  — 3y>2,  21  — 2^<8;  d’où  y<^,y>-g- 

Ces  deux  dernières  inégalités  sont  évidemment  incompatibles. 

3 i5 

5'  Exemple.  Soient  x — y <4>  - x — ^ y >■  6. 

On  en  déduit  x<[y-j~4,  xr  y — |—  1 4- 

D’où  y + 4 >.y -f- i4' 

Cette  dernière  inégalité  n’étant  pas  possible,  les  inégalités  pro- 
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posées  sont  incompatibles.  On  peut  le  vérifier,  car  elles  revien- 
nent à x — y < 4 > x -—y  > >4,  et  il  est  impossible  que  la  dif- 
férence entre  x et  y soit  à la  fois  moindre  que  4 et  plus  grande 
que  i4. 

« 

66.  On  déterminera  d’une  manière  semblable  les  limites  de 
deux  variables  dans  un  système  quelconque  d’inégalités. 

Par  exemple, soient  données  trois  inégalités  du  premier  de- 
gré entre  les  variables  x,  y,  et  supposons  que,  résolues  par 
rapport  à x , elles  conduisent  à 

x<^a-\-by , x^>a  -\-b'y,  x -\-b"  y. 

Il  faudra  et  il  suffira  que  y satisfasse  aux  conditions 
â + by>  a+b'y,  a+byy>a"  +b"y  -, 

ce  qui  fournira  deux  limites  dey. 

Par  une  raison  semblable,  sien  résolvant  les  inégalités  pro- 
posées par  rapport  à y,  on  trouve 

y<C.c  + dx,  y>e'  +d’x,  y > c -|- d" x, 
il  ert  résultera 

c-f-dx^c'-f-d'x,  c -f-dx>c"  + d"x; 

ce  qui  déterminera  deux  limites  de  x. 

Si  les  inégalités  proposées  sont 

Ci)  ...x — ay<8,  x — 3y>a,  x — y>  12, 

on  trouvera  x >■  16,  x < ao,  y > 4 > y <C  6. 

Toutes  les  valeurs  de  x seront  donc  comprises  entre  i6  et 
20  ; celles  de  y tomberont  entre  4 et  6. 

Lesystème  X — 2y>8,  x — 3y<2,  x — y<ia, 

ne  peut  subsister,  car  il  conduit  aux  inégalités  contradic- 
toires 

x<i6,  x>2o,y<4,y>6. 
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67.  1”  Problème.  Trouver  deux  nombres  entiers  positifs  , 
dont  la  somme  soit  plus  petite  que  8 , et  dont  la  différence  soit 
plus  grande  que  2. 

Soit  x le  plus  grand  des  deux  nombres  cherchés , et  y le  plus 
petit;  il  faudra  que 

(1) ...  x -f  y < 8,  x — y > 2. 

Ces  inégalités  résolues  par  rapport  à y donnent 

y < 8 — x,  y < x — 2 ; 

ce  qui  ne  fournit  pas  de  limite  de  x. 

Les  inégalités  (1)  résolues  par  rapport  à x,  conduisent  à 

(2) , . . x < 8 — y,  x > 2 + y; 

ce  qui  exige  que  2 -f-y  <£  8 — y ; d’où  y < 3. 

On  ne  peut  donc  donner  à y que  les  valeurs  1 et  2. 

Pour  y = I , les  inégalités  (2)  donnant  x < 7 , x > 3,  les 
valeurs  correspondantes  de  x sont  4,  5 et  6. 

Pour  y — 2,  les  inégalités  (2)  donnant  x < 6 , x > 4 1 1® 
seule  valeur  correspondante  de  x est  x = 5. 

La  question  proposée  admet  donc  les  quatre  solutions 

y = i\y  = 1 ly  =z  l .j  z=  2 
x = 4'x=5lx=:6]x^x5. 

On  parvient  aux  mêmes  solutions  en  résolvant  d’abord  les 
inégalités  (i)  par  rapport  ày  ; car  elles  donnent 

(3).  . . y < 8 — x,  y < x — 2; 
et  y ne  pouvant  être  moindre  que  1 , il  faut  que 

8 — x > 1 , x — 2>  i ; d’où  x < 7 , x ]>  3. 

On  ne  peut  donc  donner  à x que  les  valeurs  4 > 5 , 6. 

Or,  d’après  les  inégalités  (3) , 

x = 4 donne  y < 4>  y <C  2»  donc  y = 1, 

x — 5 donne  y < 3,  y < 3;  donc  y = 1 et  y — 3, 

x = 6 donne  y < 2,  y < 4l  donc  y = 1. 
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II  est  facile  de  voir  que  ces  quatre  solutions  sont  les  mêmes 
que  les  précédentes. 

2*  Problème.  Trouver  deux  nombres  entiers  positifs  dont  la 
somme  soit  moindre  que  4,  et  dont  la  différence  soit  moindre 
que  a. 

Si  l’on  désigne  par  x le  plus  grand  des  deux  nombres  cher- 
chés , et  par  y le  plus  petit , on  aura 

(l)...  ar  + y<4,  .r  — _y<2,  X > y. 

Ces  inégalités  résolues  par  rapport  à x donnent 

(a)...  Æ<4—  y,  x<2  +y,  x > y. 

Or 

*<4  — y>  *>y  exige  que  y<4  — y;.d’où^<a, 

2 + y,  x^>y  exige  que  y <C  2 -d-j»;  d’où  o < 2. 

On  ne  peut  donc  prendre  que  y = 1. 

D’ailleurs , y = 1 réduit  les  inégalités  (2) 

La  question  proposée  n’admet  donc  que  la  seule  solution 
y — 1 , x = 2. 

On  parvient  au  même  résultat  en  résolvant  les  inégalités  (1) 
par  rapport  à_y  ; car  elles  donnent 

f.:î  ;)”1  ».  I»  ; > ' • 1 1 ’ ^ ' ■';*  ; :r  ■ • : ' Lvl 

(3)..»  y<4  — *>  y>x  — 2,  y<x. 

Ces  dernières  exigent  que 

x — a<4  — xt  x — 2 <C  xi  d’où  x < 3 et  2 ]>  o. 

Or, y doit  être  un  nombre  entier  positif  moindre  que  x.  On 
ne  peut  donc  faire  que  x=2.  Cette  valeur  de  x réduisant  les 
inégalités  (3)  à y 2 , y ]>  o , la  seule  valeur  de  .y  est  y — 1 . 

Il  n’existe  donc  que  la  seule  solution  x = 2,  y = 1. 

3e  Problème.  Un  troupeau  est  composé  de  moutons  et  de  chèvres. 
Le  nombre  des  moutons  j diminué  du  double  du  nombre  des 
chèvres  est  plus  petit  que  7;  le  nombre  des  moutons  j diminué 
du  triple  du  nombre  des  chèvres , est  plus  grand  que  4-  Il  s'agit 
de  trouver  le  nombre  x des  moutons  et  le  nombre  y des  chèvres. 

Cet  énoncé  conduit  à 
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(i)...  x — 2y<7,  X — 3y  > 4 ; d’où 
(a)...  x<2 y + 7,  *>3y  + 4. 

Les  inégalités  (2)  exigent  que,y  satisfasse  à la  condition 

3y  -f-  4 < -f-  7 ; y < 3. 

La  nature  de  la  question  ne  permettant  d’admettre  que  des 
nombres  entiers  positifs  pour  x et  y,  on  ne  peut  faire  que  1 
et  y=  a. 

Pour  y=  1 , les  inégalités  (2)  donnant  * < 9,  * > 7 , on  ne  * 
peut  admettre  que  x = 8. 

La  valeur^  = 2 ne  satisfait  pas  au  problème,  car  les  inéga- 
lités (2)  donnent  x < 1 , * ]>  1 o.  « 

La  question  proposée  n’admet  donc  que  la  seule  solution 
x = 8,  y — 1. 

Par  conséquent,  le  troupeau  était  composé  de  8 moutons  et 
d’une  chèvre. 

On  parvient  plus  longuement  au  même  résultat, en  résolvant 
les  inégalités  (1)  par  rapport  à y,  car  on  en  déduit 


(3)...  y<s-^,  d’où 


ar  — 7 

~â~  ’ 

X — H X 4 

< — 5 — , et  par  suite  x < 1 3. 

2 O 


x — 4 

Or,  y est  moindre  que  — ^ — > et  y ne  peut  être  plus  petit 
x (. 

que  1 ; il  faut  donc  que  — ^ — > 1 ; d’où  *x  > 7. 

On  ne  peut  donc  assigner  à x que  les  valeurs  8, 9,  10,  n,  12. 
Cela  posé  : 

Pour  x = 8,  les  inégalités  (3)  deviennent  y > -,  y < | j 
donc  y = 1 . 

Pour  toutes  les  autres  valeurs  9,  10,  1 1 , 12,  de  x,  les  iné- 
galités (2)  fournissent  des  limites  de  y qui  ne  comprennent 
aucun  nombre  entier.  Ces  valeurs  ne  sont  donc  pas  admissi- 
bles. 
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La  seule  solution  entière  positive  des  inégalités  (i)  est  donc 

x = 8,  y — i. 

68.  Lorsqu’on  ne  peut  pas  déterminer  directement  la  valeur 
d’une  inconnue  a?,  on  a quelquefois  recours  aux  inégalités, 
pour  démontrer  que  cette  inconnue  ne  peut  être  ni  plus  grande, 
ni  plus  petite  qu’une  quantité  connue  C;  on  en  déduit  x~S. 

Par  exemple,  si  le  double  d’un  nombre  inconnu  x,  augmenté 
de  7,  ne  peut  surpasser  19,  et  si  le  triple  du  même  nombre,  di- 
minué de  5,  ne  peut  être  moindre  que  i3,  on  en  conclura  que 
ce  nombre  est  6.  En  effet  : 

2x  + 7 ne  pouvant  surpasser  19, 

il  est  évident  que  2X  ne  peut  surpasser  19  — 7 ou  12, 
et  que  par  conséquent 

x ne  peut  surpasser  6. 

Or,  3x — 5 ne  peut  être  moindre  que  i3; 
ajoutant  5 , on  voit  que  3x  ne  peut  être  moindre  que  18, 

x ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  6. 

11  faut  donc  que  x = 6. 

Afin  de  simplifier  l’écriture  des  calculs,  nous  adopterons  le 
signe  > pour  signifier  n est  pas  plus  grand  que. 

De  sorte  que  x>  6 indique  que  x n’est  pas  plus  grand  que  6. 

De  même , x < 6 signifie  que  x n est  pas  plus  petit  que  6. 

En  général  : 

x > et  tient  lieu  des  deux  conditions  x a , x—a. 

De  même , 

x < a remplace  x > a.  et  x ==  et. 

Enfin,  le  système  *><*,  u,  donne  x=a. 

Si  l’on  fait  usage  de  cette  notation  pour  résoudre  la  question 
précédente,  on  sera  conduit  aux  relations 

2X  -f  7 > 19,  3x  — 5 i3. 

2X+7>«9,  donne  2x>ig — 7,  2x>i2,  s>6,_. 

3x — 5<fci3,  donne  3x’«fci3-j-5,  3x«fci8,  x<6. 
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Le  système  *>6,  x<6,  démontre  que  x = 6. 

Problème.  Une  femme  porte  des  pommes  au  marché.  Le 
double  du  nombre  de  ses  pommes , diminué  de  4 , ne  peut  sur- 
passer 2;  et  le  quintuple  de  ce  nombre j diminué  de  7,  ne  peut 
être  moindre  que  3.  Trouver  le  nombre  x des  pommes. 

D’après  cet  énoncé, 

2x  — 4>a,  5x  — 7 <3;  on  en  déduit,  x>3,  *<2. 

Or,  x doit  être  un  nombre  entier;  le  nombre  dea  pommes  ne 
peut  donc  être  que  2 ou  3.  Le  problème  n’admet  pas  d’autres 
solutions. 

§ IX.  ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGdÉ. 

6g.  Lorsque  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
équations,  ces  dernières  admettent  une  infinité  de  solutions  ; 
car  on  peut  donner  des  valeurs  arbitraires  à plusieurs  incon- 
nues, de  manière  qu’il  ne  reste  plus  qu’un  nombre  d’inconnues 
égal  à celui  des  équations.  Mais,  quelquefois,  la  nature  du  pro- 
blème imposant  aux  inconnues  des  conditions  particulières  qui 
ne  sont  pas  susceptibles  d’ètre  exprimées  par  des  équations , 
on  ne  peut  plus  admettre  indistinctement  toutes  les  valeurs 
des  inconnues  qui  satisfont  aux  équations  du  problème,  et  le 
nombre  des  solutions  diminue;  de  sorte  que  le  problème  peut 
n’admettre  qu’un  nombre  limité  de  solutions,  et  qu’il  peut 
même  n’en  admettre  aucune. 

Lorsque  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  mis  à la 
place  des  inconnues,  satisfont  à des  équations,  ces  nombres 
forment  ce  qu’on  nomme  une  solution  entière  des  équations 
proposées. 

Ainsi , les  valeurs  x = 2,  v = 3,  z — — 1, 
satisfaisant  aux  équations 

3*  + .y  + * = ®>  3r+4y  + z=  17, 

% 

forment  une  solution  entière  de  ces  équations. 

70.  Nous  examinerons  d’abord  comment  on  peut  trouver 
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toutes  les  solutions  entières  dJ une  équation  numérique  du  pre- 
mier degré  à deux  inconnues. 

i*r  Exemple.  Soit  l’cquation  ^x  = ~ — 3_y. 

Pour  découvrir  ses  solutions  entières , on  fera  disparaître 
tous  les  dénominateurs  en  multipliant  par  4 > ce  qui  donnera 

3x  = 42  — iay. 

Supprimant  le  facteur  3 commun  a tous  les  termes,  la 
question  sera  réduite  à chercher  les  solutions  entières  de  l’é* 
quation 

(i) x = i4  — 4 y. 

On  voit  que  chaque  valeur  entière  arbitraire  e de  y fournira 
une  valeur  entière  correspondante  i4  — 4e  de  x.  Le  système 
y — e , x = i4  — 4e  satisfaisant  nécessairement  à l’équa- 
tion (i),  quel  que  soit  e , cette  équation  admet  une  infinité  de 
solutions  entières. 

Si  l’on  ne  veut  admettre  pour  les  inconnues  que  des  valeurs 

n 

entières  positives , il  faudra  que  <C 1 4 d’où.y<  K 

On  ne  pourra  donc  donner  à y que  les  valeurs  1,2,3;  les 
valeurs  correspondantes  de  x seront  10,  6,  2.  De  sorte  que 
l’équation  (1)  n’admet  que  trois  solutions  entières  positives 
plus  grandes  que  zéro. 

En  général , lorsqu’après  avoir  fait  disparaître  tous  les  déno- 
minateurs , on  a ramené  l’équation  à la  forme  ax  + by  = c, 
si  le  coefficient  de  l’une  des  inconnues  est  égal  à l’unité,  chaque 
valeur  entière  arbitraire  de  l’autre  inconnue  conduit  à une  so- 
lution entière  de  l’équation  proposée.  De  sorte  qu’il  est  facile 
d’obtenir  les  diverses  solutions  entières  de  cette  équation. 

Quand  aucun  des  coefficiens  des  inconnues  n’est  égal  à 
l’unité , on  ramène  ce  cas  au  précédent , en  faisant  dépendre  la 
résolution  de  l’équation  proposée  de  celle  d’une  équation  dans 
laquelle  le  coefficient  de  l’une  des  inconnues  est  égal  à l’unité. 
En  voici  des  exemples  : 

2e  Exemple.  Soit  l’équation  (2). . . yx  -f-  o.y  = 9. 
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9 — lx 

y--r~: 


— 3x'  — f- 


y — ■ 


Or,  x doit  être  un  nombre  entier;  par  conséquent,  pour  que 
cette  valeur  de  y soit  aussi  entière,  il  suffit  et  il  faut  que 

“ soit  un  nombre  entier  quelconque  e.  On  a donc 

j = — 3x  + e , 9 — x==2e;  d’où 
(3). . . x = 9 — 2e,  y — — 3 (9  — 2e)  + e = 7e — 27. 

Les  valeurs  9 — 2e,  7e  — 27,  de  x et  y,  satisfont  à l’équa- 
tion (2),  quel  que  soite;  car  elles  réduisent  cette  équation  à 
l’identité 

l4«-~l4e-f-9==9. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  solutions  entières  de  l’équa- 
tion (2)  en  donnant  à l’indéterminée  e les  valeurs  o,  1 , 2, 
3 , etc. , — 1 , — 2 , — 3 , etc. 

Par  exemple,  l’hypothèse  e ~ 2 donne  x=  5,  y = — i3. 

Si  l’on  ne  veut  admettre  que  des  nombres  entiers  positifs 
pour  x et_y , il  faudra  que 

a«<9,  7e>27i  d’°«  e<f>  e>  y-  ..  • 

Le  seul  nombre  entier  compris  entre  - et  — étant  4,  l’équa- 

2 1 t 

tion  proposée  n’admet  qu’une  solution  entière  positive. 

Pour  obtenir  cette  solution  , on  fera  e=  4;  les  formules  (3) 
donneront  x =c  1 , y — I . 

3e  Exemple.  Soit  l’équation  (4) ...  5.r  -f-  3y  = 49- 
On  en  déduit 

4q  — 5x  . 4q  — 2x 

v = ^-- = — x-f-  2~- . 

3 3 

Or  x doit  être  entier.  Par  conséquent , pour  que  la  valeur  de 


y soit  entière  , il  suffit  et  il  faut  que 
entier  quelconque  e.  On  a donc 


42- 


IX 


soit  un  nombre 


o 
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y — — i+e,  49  — 2X  = 3e  ; d’où 


._49— 3e. 


'Pour  que  -cette  valeur  de  x soit  entière , il  faut  et  il  suffit 
que  — - soit  un  nombre  entier  quelconque  e'.  On  a donc 


x = — e •+■  e' , e = 49  — 2e'  ; d’où 

x — — (4g  — 2e')  -f-  e'  = 3e' — 49» 

y~  — x-+-e  = — (3e'  — 49)  -f-  (4g  — 2e')  = 98  — 5e'. 

Ces  valeurs  de  x et  y satisfont  à l’équation  (4)  > quel  que  soit 
e';  car  elles  réduisent  cette  équation  à l’identité 

i5e' — i5e'+49  = 49- 

Toutes  les  solutions  entières  de  l’équation  (4)  se  déduiront 
donc  des  formules 

(5). . . x = 3e'  — 4g,  y — 98  — 5e', 

en  donnant  successivement  à l’indéterminée  e les  valeurs  en- 
tières o , 1 , 2 , 3 , etc. , — 1 , — 2 , — 3 , etc.  / 

Lorsque  x et  y doivent  être  des  nombres  entiers  positifs,  il 
faut  que 

3c'  > 49>  5e'  <98i  d’°“  e'  > y.  e'  < y- 

On  ne  peut  donc  assigner  à e que  les  valeurs  17,  18  et  19. 
Substituant  ces  valeurs  de  e dans  les  formules  (5)  , on  trouve 
que 

e = 17  donne  x = 2,  y-  i3, 

e'  = 18  donne  x = 5,  y = 8, 

e'  = 19  donne  x = 8,  y = 3. 

Chacun  de  ces  trois  systèmes  satisfait  à l’équation  pro- 
posée; elle  n’admet  pas  d’autres  valeurs  entières  positives  de 
x et  y. 

On  parvient  plus  directement  aux  formules  (5)  , en  prépa- 
rant chaque  dividende  de  manière  que  le  reste  n’excède  pas  la 
moitié  du  diviseur.  Voici  le  calcul  ainsi  effectué: 
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L équation  (4) . . . 5x  -f-  3 y = 49  donne 

„ _ 49  — 5x  _ 49  + x — 6* 

• 3 3 ' = 


• 47 


■ ix  -f 


49+  ■ 


On  fait  & ~ = e' ; d’où  x = 3e—49, 

y = — 2x  + e'  = — 2 (Zé  — 4g)  + e'=  98  — 5e'. 

Enfin,  on  peut  effectuer  le  calcul,  en  extrayant  tous  les  en- 
tiers contenus  dans  chaque  expression  fractionnaire.  L’équa- 
tion (4)  donne 

— 49  — 48  — 6r+  1 +x  „ , _u 

- 3 3 = i6-2x  + 1^5. 

Posant  — | — = e , il  vient  x = 3e  — 1 , 

y = 16  — 2X  -f-  e = 16  — 2 (3e  — 1)  + e =-.  ,8—  5e. 

Les  valeurs  (6). . . x = 3e  — 1 , y = ,8—  5e  , 

satisfont  a l’equation  (4),  quel  que  soit  e ■ car  elles  la  rédui- 
sent à l’identité  i5e — i5e  = 4g 4g. 

Toutes  les  solutions  entières  de  cette  équation  peuvent  donc 
se  déduire  des  formules  (6)  , en  donnant  à l’indéterminée  e les 
valeurso,  •,  3, 3, etc.,  — 1,—  à, —3, etc. 

On  emploie  de  préférence  ce  dernier  procédé,  parce  qu’il 
conduit  à des  formules  plus  simples. 

Remarque.  Chacune  des  formules  (5)  et  (6)  fournissant  toutes 
les  solutions  entières  de  l’équation  5x  + 3r  = on  ^oît 
pouvoir  les  déduire  l’une  de  l’autre.  En  effet,  l’égalité  des 
valeurs  3e  49>  3e  — 1 , de  x , conduit  à e'  = 16  -f- e;  et  la 
substitution  de  cette  valeur  de  e dans  y=  98  —5e'  donnant 

y =18 -5e,  on  voit  que  les  relations  (6)  sc  déduisent  des 
relations  (5),  en  remplaçant  e par  16-f-e. 

4*  Exemple.  Soit  l’équation  i5x  -f-  2ov  = 7 

/ > | 

elle  donne 

j—ZZTJgg—  ■ 7 — 5y 

i5  i5 


10.. 
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ie  - — j- — soit  un  nombre  entier  quelconque  e.  Donc 
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Or  y «levant  être  entier,  pour  que  x le  soit,  il  faut  et  il  sullît 
que 

x = — l'4-e,  7 — 5y=zi5e-,  d’où 
5 ~5 

Comme  aucune  valeur  entière  de  e ne  peut  réduire  g — 3e  a 

un  nombre  entier,  l’équation  proposée  n’admet  aucune  solu- 
tion entière. 

II  était  facile  de  prévoir  ce  résultat}  car  x et  y devant 
être  des  nombres  entiers,  le  premier  membre  i5x  -f-  2oy  est 
exactement  divisible  par  le  plus  grand  commun  diviseur  5 
des  coefficiens  i5,  20,  de  x et  y ; le  second  membre  7 de- 
vrait donc  être  divisible  par  5;  ce  qui  n’a  pas  lieu. 


Problèmes  indéterminés  à deux  variables. 


71.  La  recherche  des  solutions  entières  d’uue  équation  nu- 
mérique du  premier  degré  à deux  inconnues  ne  pouvant  plus 
offrir  de  difficulté,  nous  allons  traiter  quelques  problèmes,  qui 
conduiront  à des  équations  de  cette  espèce,  et  dans  lesquels  la 
nature  de  la  question  ne  permettra  d’admettre  pour  les  incon- 
nues que  des  nombres  entiers  positifs  plus  grands  que  zéro. 

i'r  Problème.  Payer  70  francs  avec  des  pièces  de  5 francs  et 
de  20  francs. 

Si  l’on  donne  x pièces  de  5 francs  et  y pièces  de  20  francs , 
on  aura  payé  x fois  5f  -f-  y fois  20*,  ou  5x  -f-  2ov  francs.  Il  faut 
doue  que 

5x4-20^  = 70;  tl’oùx  = 2(7 — 2 y). 

Le  nombre  des  pièces  de  chaque  espèce  devant  être  entier  et 
positif,  on  ne  doit  admettre  que  les  valeurs  entières  positives 
de  y qui  rendent  7 — 2 y positif.  On  ne  peut  donc  assigner  à 
l’indéterminée  y que  les  valeurs  1,  2 , 3 ; les  valeurs  correspon- 
dantes de  x déduites  dex  = 2(7  — 2 y)  sont  10,  6, 2.  La  ques- 
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tion  proposée  n’ admet  donc  que  les  trois  solutions 

y = ' j y—  2 ||  ^ = 3 

x — io  I x =6  I;  x — 2. 


2*  Problème.  Payer  7 l francs  avec  des  pièces  de  5 francs  et 
de  20  francs. 

Ce  problème  n’admet  aucune  solution;  car  il  conduit  à l’é- 
quation 

n j 

5x  ■+•  2o^y  = 71,  d’où  x = -^ Çy , 

n 1 

et  la  fraction  ~ étant  irréductible,  aucune  valeur  entière  de  y 


ne  peut  donner  une  valeur  entière  de  x correspondante. 

3e  Problème.  Payer  26  francs  avec  des  pièces  de  2 francs  et 
de  5 francs. 

Si  l’on  prend  x pièces  de  2 francs  et  y pièces  de  5 francs, 
ces  x y pièces  vaudront  2x  + 5 y francs.  Il  faut  donc  que 


(1)...  2x-f-  5^  = 26.  Ou  en  tire 

x==26-52=i3_^_1 


Soit 


= e: 


on  a y — 2e 


* = i3  — 2 y — e = 1 3 — 4e  — e = i3  — 5e. 


Les  valeurs,  2e,  i3  — 5e,  de^  et  x,  devant  être  entières  et 
positives,  il  faut  que 

O 

2e  >o,  5e < i3;  d’où  e>o,  e<-î=-, 

5 

On  11e  peut  doucassiguer  à l’indéterminée  e que  les  valeurs  1 
et  2.  Or, 


e=i,  donne  x = 8,  y = 2, 
e=2,  donne  x = 3,  y = 4- 


On  peut  donc  payer  26  francs  avec  8 pièces  de  2 francs  et 
2 pièces  de  5 francs  , ou  avec  3 pièces  de  2 francs  et  4 pièces  de 
5 francs. 

4'  Problème.  Payer  26  francs  en  donnant  des  pièces  de  2 fr.j 
et  en  recevant  des  pièces  de  5 francs. 


t 
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Si  l’on  donne  x pièces  de  2 francs,  et  si  l’on  reçoit  y pièces 
de  5 francs,  on  aura  payé  2.r  — 5 y francs.  Il  faut  donc  que 

2r  — 5y  — 26. 

Des  calculs  analogues  aux  précédens  donneront 
y = 2e , x = 5 e -f- i3. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  solutions  de  la  question  propo- 
sée , en  donnant  à e les  valeurs  1,2,  3,4,  etc. 

Par  exemple,  e = 1 donne  x=  18,  y = 2. 

Et  en  effet,  si  l’on  donne  18  pièces  de  2 francs  ou  36  francs, 
et  si  l’on  reçoit  2 pièces  de  5 francs  ou  10  francs,  ou  aura  payé 
36f  — iof  ou  26  francs. 

Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions. 

5*  Problème.  Un  troupeau  est  composé  de  chèvres  et  de  mou- 
tons. Le  quintuple  du  nombre  des  chèvres  est  égal  au  triple  du 
nombre  des  moutons  augmenté  d'un.  Il  s’agit  de  trouver  le 
nombre  des  chèvres  et  celui  des  moutons. 

Si  x et  y désignent  ces  deux  nombres,  on  aura 


_ , 5x — 1 6x — x — 1 x-f-i 

5x  = 3y+i;  dou  y = — 0 — = j =2X — 

JÇ  —J-  | 

Soit  — z — = e;  on  en  déduira  x = 3e — 1, 

y — 2X  — e = 2 (3e  — 1)  — e=  5e  — 2. 


Chaque  valeur  entière  positive  de  e,  substituée  dans  x=3e — 1, 
y — 5e — 2,  fournira  une  solution  de  la  question  proposée. 

6'  Problème.  Les  neuf  Muses  j portant  chacune  le  même 
nombre  de  couronnes  de  fleurs  j rencontrent  les  trois  Grâces  et 
leur  offrent  des  couronnes.  La  distribution  faite  j les  Grâces  et 
les  Muses  ont  chacune  le  même  nombre  de  couronnes.  On  de- 
mande combien  les  Muses  portaient  de  couronnes  , et  combien 
elles  en  donnèrent.  ( Arith 76'  prob.j  page  i56.) 

Si  chaque  Muse  porte  x couronnes  et  donne  y couronnes, 
les  neuf  Muses  qui  avaient  g.r  couronnes,  auront  donné  gy 
couronnes  aux  trois  Grâces.  La  distribution  faite , chaque  Musc 
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n’aura  plus  que  ( x — y')  couronnes;  les  trois  Grâces  ayant  reçu 
çjy  couronnes , chacune  portera  3^  couronnes.  Mais  alors, chaque 
Muse  et  chaque  Grâce,  doit  avoir  le  même  nombre  de  cou- 
ronnes ; donc 


x — _y  = 3 y ; d’où  9*  = 36 y ■=  le  nombre  total  des  couronnes . 

Cette  dernière  équation  démontre  que  tout  multiple  de  36 
peut  être  pris  pour  le  nombre  total  des  couronnes.  Ce  qui  s’ac- 
corde avec  ce  qu’on  a vu  en  Arithmétique  (page  i56). 

7'  Problème.  Former  la  longueur  du  mètre  en  plaçant  des 
pièces  d’or,  de  20  francs  et  de  4 o francs  les  unes  à la  suite  des 
autres.  Les  diamètres  de  ces  pièces  ont  2 1 et  26  millimètres. 

Si  l’on  prend  x pièces  de  aof  et  y pièces  de  4°f>  lu  somme 
2ix  -f-  o&y  millimètres  des  diamètres  de  ces  pièces  devra  être 
égale  à 1000  millimètres.  Il  suffit  donc  de  chercher  les  valeurs 
entières  de  x et  y,  qui  satisfont  à l’équation  indéterminée 


On  en  déduit 


2ix  -f-  26^  = 1000. 


1000  — 26 y , , i3  — 5 y 

x— — = 47 — y d — 

21  J 21 


Posant  i3 — 5y  — 2te-,  on  a x = 47  — y- (-  e , 
i3  — 21e  , ,3  — e 

y — _ ~ 2 4e  + — g—  • 


Soit  3 — e=5e';  on  a y = 2 — ea=3 — 5e'. 
Substituant  cette  valeur  de  e , on  trouve 

y = 21e' — 10,  x = 2 (3o — i3e'). 

La  nature  de  la  question  exigeant  que  y et  x soient  entiers  et 
positifs,  il  faut  et  il  suffit  que  l’entier  e'  satisfasse  aux  inégalités 

aie'>  10,  i3e'<  3o  ; d’où  e'>^,  e'<^. 


On  ne  peut  donc  faire  que  e'  = i et  e = 2. 

e'  = 1 donne  x = 34 , ^=11, 

e =s  2 donne  x=  8,  y=  3a. 


. y" 


I 
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La  première  solution  est  celle  qui  a été  donnée  en  Arith- 
métique {page 

Remarque.  Lorsqu’on  assigne  d’autres  valeurs  entières  à e , 
une  des  inconnues  x,j-,  devient  négative  y ce  qui  indique  qu’on 
peut  obtenir  la  longueur  du  mètre  en  portant  d’abord  des 
pièces  de  2of  ou  de  4°f  dans  un  sens , et  en  reportant  des  pièces 
dé  4°f  ou  de  aof  en  sens  inverse. 

Par  exemple,  la  valeur  e's=  o donnant  *=6o,  y—' — io, 
on  met  60  pièces  de  2of  les  unes  à la  suite  des  autres  ; on  porte 
10  pièces  de  4°f  ®n  a®1**  inverse,  en  revenant  de  la  dernière 
pièce  de  2of  à la  première  ; la  distance  de  la  dernière  pièce  de 
4of.i  la  ire  pièce  de  20f  est  1000  millimètres  ou  un  mètre;  car 
60  fois  21  millimètres,  moins  10  fois  26  millimètres,  forment 
1 000  millimètres. 

72.  Pour  découvrir  les  propriétés  générales  des  solutions  en- 
tières des  équations  du  premier  degré  à deux  variables,  nous 
observerons  que  toute  équation  de  cette  espèce  est  réductible  à 
la  forme 

(1)...  ax  + by~=c. 

a,  b , c,  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  pre- 
miers entre  eux. 

Lorsque  a et  b ont  un  facteur  commun  i',  l1  équation  (i) 
n admet  aucune  solution  entière j car  x et  y devant  être  des 
nombre*  entiers,  le  premier  membre  ax  -f-  by  est  exactement 
divisible  par  le  commun  diviseur  d de  a et  i;  le  second 
membre  c devrait  donc  jouir  de  la  même  propriété;  ce  qui  est 
impossible,  puisque  a,  b et  c sont  premiers  entre  eux. 

Nous  allons  démontrer  que  lorsque,  les  coefficiens  a, b des 
inconnues  x,y  nont  pas  de  facteur  commun,  E équation  (1)1 
ax  -f-  by  = c admet  toujours  une  infinité  de  solutions  entières. 

Cela  est  évident,  lorsque  le  coefficient  de  l’une  des  incon- 
nues est  égal  à l’unité;  car  chaque  valeur  entière  arbitraire  de 
l’autre  inconnue,  conduit  à une  solution  entière  de  l’équation 
proposée. 

Quand  aucun  des  coefljciciu  ay  b n est  égal  à l’unité,  on 
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peut  ramener  ce  cas  au  précédent , en  faisant  dépendre  la  ré- 
solution de  l’équation  (i),  de  celle  d’une  équation  dans  la- 
quelle le  coefficient  de  l’une  des  incounues  est  égal  à l’unité. 

En  effet,  soit  ù<a;  l’équation  (i)  donne 


(2)...  by  — c — ar, 


On  pourrait  extraire  les  entiers  contenus  dans  cette  valeur  de 
y,  en  divisant  c et  a par  b ; mais  comme  le  but  de  ces  divisions 
est  de  réduire  le  coefficient  d’une  inconnue  à l’unité,  il  suffit 
d’effectuer  la  division  sur  le  coefficient  a de  x. 

Divisant  donc  a par  b , on  obtient  un  quotient  entier  q et  un 
reste  r b ; on  a 


a = bq-\-r,  y-. 


c—(bq  + r)x_  __ 

: -b = -qx- 


Or,  x doit  être  entier  ; par  conséquent,  pour  que_y  le  soit,  il 

C f"JC 

suffit  et  il  faut  que  — ^ — soit  un  nombre  entier  quelcon- 
que e.  On  a donc  y = — qx  -f-  e , c — rx  = be-,  d’où 
(3) ...  rx  = c — be. 


Lorsque  r = 1 , le  problème  est  résolu  , car  on  a 

a =.  bq  1 , x — e — be, 
y — e — qx  = e — q (c — be ) = (1  -f-  bq ) e — cq. 

Substituant  ces  valeurs  de  a,  x et  y dans  l’équation  (1),  on 
est  conduit  à l’égalité 

b3qe  — b*qe-\-  be  — bc  + beq  — beq  c=c, 

• • - * » 

qui  est  vraie  quel  que  soit  e.  • 

Par  conséquent,  si  l’on  assigne  des  valeurs  entières  quelcon- 
ques à l’indéterminée  e,  les  formules 

x ss  c — be,  y = ( 1 -+•  bq)e  — cq , 

fourniront  des  valeurs  entières  correspondantes  de  x et  y,  qui 
satisferont  à l’équation  (i).  De  sorte  qu’011  obtiendra  une  in- 
finité de  solutions  entières  de  cette  équation. 
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Exemple.  Soit  7X  -f-  iy  = g ; on  a 

a=7,  b = 2,  c = g,  <7  = 3,  r=t. 

Les  formules  x — c — be,  y = ( i -f-  bq)e  — cq , 
deviennent  x = g — 2e,  y — qe — 27. 

Ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  que  l’on  a obtenus  dans  le 
a*  exemple  ( page  1 45.) 

Quand  r n’est  pas  égal  à l’unité,  on  lait  sur  l’équation. .... 
(3) . . . rx  = c — bc , 

des  opérations  analogues  à celles  qui  ont  été  effectuées  sur 
l’équation 

(2) . . . by  — c — ax\ 


et  la  difficulté  est  diminuée,  car  il  s’agit  de  parvenir  à une 
équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  l’une  des  inconnues  soit 
égal  à l’unité,  et  les  coefficiens  r,  b,  des  inconnues x,e, dans (3), 
sont  respectivement  moindres  que  les  coefficiens  b, a des  in- 
connues _y,  x dans  (2). 

La  division  de  b par  r,  fournit  un  quotient  entier  q'  et  un 
reste  r'  < r;  on  a 


b=zrq'+/. 


c — (rqr'  — |—  r^e 
r 


Or,  e est  entier;  par  conséquent,  pour  que  x le  soit,  il 

suffit  et  il  faut  que  — soit  un  nombre  entier  quelconque  e. 

On  a donc 

x = — q'e  -j-  e' , (4) ...  /e  — c — re'. 


Quand  r'=i  k le  problème  est  résolu;  car  d’après  les  relations. 
(5)...  e—c — re',  x — — q'e-\-e',y  — — qx-J-e, 

toute  valeur  entière  arbitraire  de  e',  conduit  à une  valeur  en- 
tière correspondante  de  chacune  des  inconnues  e,  x, y. 

Si  l’on  exprime  x et  y en  fonction  de  e’,  on  trouvera 

f6f  f x=  (1  -f-  rq')e  — cq’ , 

l y = (>  + qq'Y  — (q  + r 4-  qq'r)e. 


Digitized  by  Google 


Q1 A PITRE  II. 


i55 


II  est  facile  de  s’assurer  que  d’après  les  relations  a=bq-\-r, 
br=.rq'  + i , les  valeurs  (6)  de  x et  y satisfont  h l’équation 
(i) . . . ax  -f-  by  s=  c , quel  que  soit  e'.  De  sorte  que  toutes  les 
solutions  entières  de  l’équation ( i)se  déduisent  des  formules  (6), 
en  donnant  successivement  à e'  les  valeurs  o,  i , 2,  3,  4>  etc., 
““  I , 2 , — — ~ 3 , “■  4,  etc. 

Exemple.  Soit  l’équation  5 r 3y  — 49-  On  a 

a = 5,  b=  3,  c = 4g,  q=  i,  r—  2,  q'  = i , / — i ; 
et  les  formules  (6)  donnent 

rt  =3e' — 49>  — gB — 5e'. 

Ces  valeurs  satisfont  à l’équation  proposée  quel  que  soit  e.  Ce 
qui  s’accorde  avec  les  résultats  que  l’on  a obtenus  dans  le  3e 
exemple  ( pages  i^5  et  146.  ) 

Lorsque  le  reste  / n’est  pas  égal  à l’unité  , on  opère  sur  (4) 
comme  sur  (2)  et  (3). 

Mais , sans  pousser  plus  loin  les  calculs , on  peut  observer 
que  les  restes  successifs  r,  /,  etc. , sont  les  restes  qu’on  obtien- 
drait en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a et  b \ 
car  on  a d’abord  divisé  a par  b,  ce  qui  a fourni  le  quotient 
entier  q et  le  reste  r <[  b ; on  a divise  b par  r , ce  qui  a donné 
le  quotient  entier  q'  et  le  reste  r'<  r;  et  ainsi  de  suite. 

Or,  a et  b sont  premiers  entre  eux  ; on  trouvera  donc  néces-  1 
sairement  un  reste  égal  à l’unité  ; et  comme  les  restes  r,  r’,etc. , 
sont  les  coerticiens  des  inconnues  dans  les  équations  succes- 
sives (3) , (4) , etc  , on  parviendra  toujours  à une  équation 
dans  laquelle  le  coefficient  d’une  inconnue  sera  égal  à l’unité. 
Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé  ( page  i52.  ) 

73.  Quand  on  connaît  une  solution  entière  x — y — G, 
de  l’ équation  (1)  . . . ax  -f-  by  = c , on  peut  en  déduire  im- 
médiatement toutes  les  autres  solutions  entières  de  cette  équa- 
tion. En  effet  ; puisque  x = «t,  y = 6,  satisfait  à (1)  , ou  a 

ax  -f-  bG  = r ; d’où  ax  -f-  by  = aa.  -f-  bG. 


Cette  dernière  donne  (2). . . y 
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Pour  que  soit  entier  , il  suffit  et  il  faut  que  b divise  le  pro- 
duit a X (jc  — *).  Or,  a et  b sont  premiers  entre  eux  ; b doit 
donc  diviser  x — tt  ( .4rith.,  n°  (fi , page  44)-  Désignant  le 
quotient  par  e,  on  aura 

x — tt  — be,  et  (2)  donnera  y — £ = — ae;  d'oli 

(3)  . . . x = a -f-  be , y — G — ae. 

Les  valeurs  (3)  de  x et_y  satisfont  à l’équation  (1)  quel  que 
soit  e , car  en  les  substituant  on  parvient  à la  relation. 
aa.  -}-  bC  = c. 

Lorsqu’on  connaîtra  <t  et  £,  toutes  les  solutions  entières  de 
l’équation  (1)  se  déduiront  des  formules  (3) , en  donnant  à l’in- 
déterminée e les  valeurs  o , 1 , 2 , 3 , etc. , — 1 , — 2 , — 3 , etc. 

i*r  Exemple.  Soit  l’équation  7X  -J-  2y  = g. 

On  voit  facilement  que  x = 1 , y — 1 , satisfait  à celte 
équation.  Supposant  donc  * = 1 , £ = 1 , a »=  7 , b — 2 
dans  (3) , on  trouvera 

(4) ...  x=«4-2e,  y=  1 — 7e. 

Toutes  les  solutions  entières  de  l’équation  7X  -I-  2 y — 9 se 
déduiront  des  formules  (4)  en  donnant  à e les  valeurs  0,1, 

2 , 3 , etc. , 1 , ——  2 , 3 , etc. 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  «x — by  = o. 

On  jr  satisfait  eu  faisant  x = o,  y = o j de  sorte  que,  dans 
ce  cas  , * = ff  = o.  Les  solutions  entières  de  l’équation  pro- 

posée se  déduiront  donc  des  formules  x = be,  y = — ae,  en 
donnant  à e des  valeurs  entières  quelconques.  (On  suppose 
toujours  que  a et  b n’ont  pas  de  facteur  commun.) 

Remarque.  Les  formules  (3)...  x=«  -f-  be,  y— G — ae, 
démontrent  que  si  e augmente  de  1 , la  valeur  de  x augmentera 
de  b,  et  celle  de  y diminuera  de  a.  Par  conséquent,  les  va- 
leurs entières  successives  de  x forment  une  progression  arith- 
métique dont  la  raison  est  le  coefficient  b de  y,  et  les  valeurs 
entières  correspondantes  de  y forment  une  progression  arith- 
métique, dont  la  raison  est  le  coefficient  « de  x,  pris  avec  le 
signe  — . 
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Exemple.  Soit  l’équation  5x  — 3 y = t. 

On  a vu  (5*  Problème  j page  i5o)  que  ses  solutions  entières 
sont  fournies  par  les  formules 

x = 3e — i,  y = 5e — 2. 

Donnant  successivement  à e les  valeurs  i,  2,  3,  4>  etc., 
les  valeurs  de  a:  seront  2,  5,  8,  ii,  i4,  etc. 

et  celles  de  y seront  3,  8,  i3,  18,  23,  etc. 

Ces  valeurs  de  x et  y forment  deux  progressions  arithmé- 
tiques, dont  les  raisons  sont  les  coefficiens  3,  5,  de  y et  de  x. 

74.  11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  lorsque  a,  b,  c étant 
des  nombres  entiers  positifs  premiers  entre  eux  , a et  b n’ont 
pas  de  facteur  commun,  chacune  des  équations 

(1)...  ax-j-ày  = c,  (2)-..  «x  — by  — c, 

(3)...  — ax+byz=c,  (4)...  — ax — by  = c, 

admet  une  infinité  de  solutions  entières. 

Le  nombre  des  solutions  entières  positives  de  ces  équations , 
dépend  des  signes  des  coefficiens  des  inconnues  x,  y.  En  effet  : 

U équation  (1)  n’admet  qu’un  nombre  déterminé  de  solu- 
tions entières  positives;  car  la  somme  des  nombres  positifs  ax, 
by,  devant  être  égale  à la  constante  c,  lès  parties  de  cette 
somme  ne  sauraient  croître  indéfiniment. 

Chacune  des  équations  (2),  (3),  peut  admettre  une  infinité 
de  solutions  entières  positives ; car  les  nombres  ax,  by , crois- 
sant indéfiniment  , leur  différence  peut  conserver  la  même 
valeur  c. 

Enfin  , il  est  évident  que  X équation  (4)  n’admet  aucune 
solution  entière  positive. 

75.  La  manière  de  trouver  les  solutions  entières  de  m équa- 
tions du  premier  degré  entre  m-\-  n variables  j se  déduit  de  ce 
qui  précède.  Pour  éviter  des  répétitions  inutiles,  nous  suppo- 
serons toujours  qu*on  a ramené  les  équations  proposées  et  les 
transformées,  à leurs  formes  les  plus  simples;  c’est-à-dire 
qu’on  a fait  disparaître  tous  les  dénominateurs  et  qu’on  a 
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ensuite  supprimé  les  facteurs  communs  aux  différens  termes 
de  chaque  équation.  Dans  ce  cas,  lorsqu’on  parviendra  à une 
équation  dans  laquelle  les  coefficiens  des  inconnues  auront  un 
facteur  commun,  cette  équation  n’admettant  aucune  solution 
entière,  il  en  sera  de  même  des  équations  proposées;  de  sorte 
qu’il  sera  inutile  de  continuer  à chercher  les  solutions  entières 
de  ces  équations. 

Proposons-nous  d’abord  de  calculer  les  solutions  entières  de 
deux  équations  du  premier  degré  entre  trois  inconnues  x>  y > %. 
On  ramène  d’abord  ces  équations  à la  forme 

(l)...  ax  -f-  by  + ca  = d,  (2)...  a'x  + b'y  -f-  c'a  = <t , 

a,  b , c , d,  désignant  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 
ainsi  que  a' , b'  ,c  , et.  On  démontrera  comme  dans  le  n°  72, 
que  ces  équations  n’admettent  des  solutions  entières  que  lorsque 
a,  b,  c,  sont  premiers  entre  eux  , ainsi  que  a',  b’,  c. 

Pour  découvrir  les  solutions  entières  positives  des  équations 
(1)  et  (2),  on  élimine  a entre  ces  équations  ; ce  qui  conduit  à un 
résultat  de  la  forme 

(3)...  Ax  By  — C. 

A , B,  C,  désignant  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux. 

Le  svstème  des  équations  (1)  , (2),  peut  être  remplacé  par 

(1)..  ax  by  -+-  cz  — d,  (3)...  Ax  + By=C. 

11  suffit  donc  de  chercher  les  valeurs  entières  de*,_y,z,qui 
satisfont  aux  équations  (1)  et  (3). 

Si  A et  B ont  un  facteur  commun,  l’équation  (3)  n’admettra 
pas  de  solution  entière.  Le  problème  sera  donc  impossible. 

Si  A et  B sont  premiers  entre  eux,  l’équation  (3)  admettra 
une  infinité  de  solutions  entières.  La  recherche  de  ces  solutions 
conduira  à des  résultats  de  la  forme 

(4)-..  x=a'-f - Be  , y=G'  — Ae, 

dans  lesquels  e désigne  un-  nombre  entier  arbitraire. 

Les  valeurs  (4)  de  x,y  satisfont  à l’équation  (3)  quel  que  soit*. 
11  suffit  donc  d’exprimer  que  ces  valeurs  conviennent  à l’é- 
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quation  (1).  Substituant  les  valeurs  (4)  «le  * et  jr , dans  (i),  on 
parvient  à un  résultat  de  la  forme 

(5)...  A'z  B'e  =C', 

dans  lequel  A',  R,  C',  sont  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eux. 

Si  A'  et  B'  ont  un  facteur  commun , l’équation  (5)  n’admet- 
tra pas  de  solution  entière. 

Si  A'  et  B'  sont  premiers  entre  eux,  l’équation  (5)  admettra 
une  infinité  de  solutions  entières,  et  la  recherche  de  ces  solutions 
«xmduira  à des  résultats  de  la  forme 

z — y + BV,  e — i — AV, 

dans  lesquels  e représente  un  nombre  entier  arbitraire. 

Mettant  la  valeur  $ — AV  de  e , dans  (4),  on  obtiendra  des 
résultats  de  la  forme 

(6)....  x=ztz  — BAV,  y = ô-}-  AAVj  on  a z=y-f-  BV. 

Toutes  les  valeurs  entières  de  x,  y,  z,  qui  satisfont  aux 
équations  (i)  et  (2),  se  déduiront  des  formules  (6) , en  don- 
nant successivement  à e les  valeurs  o,  1 , 2 , 3,  etc. , — 1 , — 2 , 
— 3,  etc. 

Si,  A et  B étant  premiers  entre  eux,  A'  et  B'  avaient  un 
facteur  commun, les  formules  (4)  donneraient  des  valeurs  en- 
tières de  x et_y;  mais  alors,  l’équation  (5)  n’admettant  pas  de 
solutions  entières,  les  valeurs  correspondantes  de  z seraient 
fractionnaires. 

Appliquons  cette  théorie  à un  exemple  numérique. 

Soient,  4X  — 2_y 5z  = 1 3 , — 3a:  + 7 y -f-  5z=  10. 

L’élimination  de  z donne  "jx  — gy  = 3. 

Si  l’on  cherche  les  solutions  entières  de  cette  dernière  équa- 
tion , on  trouvera 

ar  = 12  +9*,  y — 9 + 7*. 

Substituant  ces  valeurs  de  x etjy  dans  l’une  quelconque  des 
«kjuations  proposées,  on  parvient  à 
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5 1 -f-  22e  = — 1 7 ; d’où 

2(l  +«)'..  - , 

z~—  y — i — g . soit  i + e=3e  , on  a 

e = 5e'  — i,  z = — 4e  — 3 — 2e'. 

Substituant  la  valeur  5e' — i de  e dans  celles  de  x,  y,  s,  ou 
trouve 

(i)...  x — 3 (i  -f-  i5e'),  y=  2 -f- 35e',  z=si — aae'. 

Ces  valeurs  de*,^,  z satisfont  aux  équations  proposées  quel 
que  soit  e , car  elles  rendent  ces  équations  identiques. 

On  obtiendra  toutes  les  solutions  entières  des  équations  pro- 
posées en  donnant  à e'  les  valeurs  0,1,2, 3 ,etc. , — i , — 2,  etc. 

Les  formules  (1)  démontrent  qu’i/  n’existe  qu’une  seule  solu- 
tion entière  positive y car 

e = o donne  x = 3 , y = 2 , z = 1 , 

et  pour  toute  autre  valeur  entière  positive  ou  négative  de  e' , 
l’une  des  inconnues  x,  y,  z devient  négative. 

On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède,  la  manière  de  trou- 
ver les  solutions  entières  de  m équations  numériques  du  premier 
degré  entre  m-\-n  inconnues.  En  voici  des  exemples. 

1 *r  Exemple.  Soient  les  trois  équations 

3x  — av  = 2i,  x = 3z-f-2,  _y  = 6t-{-3. 

Eliminant  x et  y , on  trouve  3z — 4 * = 7- 
Cette  dernière  équation,  entre  les  deux  inconnues  z,  t,  donne 

(2)...  < = 3e—  7,  z = 4«  — 7. 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  t,  z,  dans  celles  de  x,  y , con- 
duit à (3) x—\7.e — 19,^=  3 (6e — i3). 

Les  valeurs  (2),  (3),  de  t,  %,x  et  y , satisfont  aux  équations 
proposées,  quel  que  soite. 

Si  l’on  ne  veut  admettre  que  les  valeurs  entières  positives  de 
x ,jr , z et  t,  il  faudra  que  le  nombre  entier  arbitraire  e satisfasse 
aux  inégalités 

120*19,  60>l3;  d’où  e^>  -5,  ej>-^. 
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Ï1  süffit  donc  de  prendre  pour  e un  nombre  entier  plus  grand 
que  2.  Ainsi,  toutes  les  solutions  entières  positives  des  équations 
proposées,  se  déduiront  des  formules  (2)  et  (3),  en  donnant  à 
e les  valeurs  3 , 4 > 5, 6,  etc. 

2'  Exemtiæ.  Soit  l’équation  7X  -f-  gy  -f-  m z = 5j. 


On  en  tire  x=  — Ü5— g — y 2_l  i 2y  4Z 

1-2  -Hz  7 7 

On  fait  - — — — e;  d’où  x = 8 — y — z-j-e, 


1 — 4Z  — le 

y— 1 i_=. 

J 2 


-3e  + 


» 


Posant  1 — e—ze',  on  a y— — 2a — 3e+e',  e=i 2/. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  e,  dans  celles  de  y et  x 
donne 

(2)...  y = 7e' — (22 -j- 3) , x = z-f  12  — ge'. 

Ces  valeurs  de  y et  x satisfont  à l’équation  proposée,  quels  que 
soient  e'  et  z.  On  obtiendra  toutes  les  solutions  entières  de  cette 
équation  en  donnant  aux  indéterminées  e',  z,  les  valeurs  o, 
1,2,  etc., — 1,  — 2,  etc. 

Pour  trouver  les  solutions  entières  positives j on  observe  que 
y devant  être  positif,  il  faut  que  e'  soit  positif  et  plus  grand 
que  zéro. 

D’ailleurs, y et  x devant  être  positifs,  il  faut  que 
7e'>2z-J-3,  9e'  <^z  + 12;  d’où 
22  < •je' — 3,  2z  > 2(ge' — 12). 

Ces  deux  dernières  inégalités  exigent  que 

2(9e'— ! l;*)<7e'—  3;  d’où  e' < Maise'>o. 

On  ne  peut  donc  admettre  que  la  valeur  e'=i , pour  laquelle 
les  formules  (2)  donnent 

_y  = 2(3 — z),  x=z  + 3. 

Or,  y doit  être  positif  et  plus  grand  que  zéro.  On  ne  peut 
donc  faire  que  2=  1 • d’où  y = 2 et  x=4. 


I 
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La  seule  solution  positive  de  l’équation  proposée  est  donc 

x— 4>  y=*>  *=*• 

3*  Exemple.  x+y-H+f=,00>  aox+ 1 qy-f-4z.-W=a0°* 
L’élimination  de  t donne 

(i)...  19X -4- ç$y  + 3z=  ioo;  d’où 

100  — i9*~9T 


x et^ 
1 — x 
3 


étant  entiers , pour  que  z le  soit , il  suffit  et  il  faut  que 
soit  un  nombre  entier  quelconque  c.  Donc 


, _x  = 3e;  d’où  * = 33— 6x— 3 y + e,  x=i  — 3e. 
Substituant  cette  valeur  de  x dans  celle  de  z,  on  trouve 
z=  27  + 19e  — 3,y. 


Les  valeurs  x—i — 3e,  z — 27  "H  *9*  ty, 
satisfont  à (1)  quels  que  soient  y et  e.  En  les  substituant  dans 
l’une  quelconque  des  équations  proposées,  on  parvient  à 

l = 72  + ny  — 16e. 

Les  valeurs 

x=  1 — 3e,  z = 27+ 19e  — 3^-,  f = 72  + qr — i6e, 

satisfont  aux  équations  proposées  quels  que  soient  y et  e.  De  sorte 
qu’on  obtiendra  toutes  les  solutions  entières  de  ces  équations, 
en  donnant  aux  indéterminées  y,  e,  les  valeurs  o,  1 , 2,  3,  etc. , 
— 1, —2, —3,  etc.  . 

Il  existe  donc  une  infinité  de  solutions  entières. 

Pour  trouver  les  solutions  entières  positives  j on  observe  que 
la  valeur  1 —3e  de  x devant  être  positive,  il  faut  que  e soit 
réro,  on  que  e soit  un  nombre  négatif — e. 

. , e = o donne  x=i,  * = 3(9  — ^),  t = 2(j  + 36). 

z devant  être  positif,  on  ne  peut  donner  à y que  les  valeurs 
1 2 3 4,  5,  6,  7,  8.  Ce  qui  fournit  huit  solutions  entière» 
positives  des  équations  proposées. 
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Pour  obtenir  toutes  les  autres  solutions  entières  positives,  on 
fera  e = — e.  D’où 

x = i -f-3e',  z — 27  — 19e' — 3 y,  t = 72  -f-  iy ■+■  16c'. 

Mais,  z doit  être  plus  grand  que  séro  ; il  faut  donc  que  19e' 
soit  moindre  que  27.  On  ne  peut  donc  faire  que  e — 1 j d’où 

x — 4,  2 = 8 — 3 y,  t = 88  + 2y. 

Or,  a doit  être  positif;  il  faut  donc  que^sssi  ou  que  y = 2; 
ce  <|ui  donnera  les  deux  autres  solutions  entières  positives  dont 
les  équations  proposées  sont  susceptibles. 

PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS. 

76.  Appliquons  ce  qui  précède  à la  résolution  de  quelques 
questions. 

Ier  Problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres.  Le 
quadruple  du  chiffre  des  unités  , diminué  du  double  du  chiffre 
des  dixaines  , et  augmenté  du  quintuple  du  chiffre  des  cen- 
taines, donne  i3.  Le  quintuple  du  chiffre  des  centaines,  plus 
7 fois  le  chiffre  des  dixaines , moins  le  triple  du  chiffre  des  uni- 
tés, donne  10.  Trouver  ce  nombre. 

Si  le  nombre  cherché  est  composé  de  x unités,  de^r  dixaines 
et  de  z centaines , ces  trois  chiffres  devront  satisfaire  aux  équa- 
tions 

4x — 2 yr  + 5s  = 1 3 , 5s  -+-  qy  — 3x  ==  10; 

et  d’après  la  nature  de  la  question , ou  ne  devra  admettre  pour 

x,  y,  s,  que  des  nombres  entiers  positifs  moindres  que  10. 

On  a vu  (pages  iSget  160),  qu’il  n’existe  qu’une  solution 

entière  positive  x = 3,  y = 2,  3=1.  De  sorte  que  le  nombre 
cherché  est  123. 

2*  Problème.  Déterminer  deux  nombres  entiers  positifs  x, 

y,  tels  que  le  triple  du  premier,  diminué  du  double  du  second , 
soit  égal  à 21  ; le  premier  de  ces  nombres , divisé  par  Z,  con- 
duit au  reste  a,  et  le  reste  de  la  division  du  second  nombre 
par  6 j est  3. 

La  division  de  x par  3 doit  donner  un  quotient  entier  positif 

1 1. 
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quelconque  z,  et  le  reste  2;  la  division  de  jy  par  6,  fournit  un 
quotient  entier  positif  quelconque  t,  et  le  reste  3;  on  a donc 

3x — iy  — 2.1,  x = 3z-fa  2,  y=  6t+  3. 

On  a vu  ( i*r  exemple j pages  160  et  161  ) , que  ces  équations 
admettent  une  infinité  de  solutions  entières  positives  qui  se  dé- 
duisent des  formules 

x — 12e — 19,  y = 3 (6e — i3),  z=4e — 7>  < = — 7, 

en  donnant  à e les  valeurs  3,  4»  5,  Ç,  7,  etc. 

3e.  Problème.  Trouver  un  nombre  entier  positif  tel  qu’en  le 
divisant  successivement  par  6,  par  12  et  par  i5,  les  restes 
correspondais  soient  1 , 1 et  10. 

Si  l’on  représente  par  t le  nombre  cherché,  et  par  x,  y,  z 
les  quotiens  correspondans  aux  diviseurs  6,  12,  i5,  il  faudra 
que 

t — &x  + i — i2y-\-  1=  i5z  + 10. 

Ce  qui  revient  au  système 

,6x  + 1 = t2y  -f- 1 , 6x  -f- 1 = 1 5s  -J-io,  t = 6x-}-i. 

Les  solutions  entières  des  équations 

6x-f- 1 = 12^+ 1 , 6x  -4- 1 = i5s  + 10, 
seront  fournies  par  les  formules 

x = 2(2-f-5e'),  y — 2 + 5e,  z=i  + fa'. 

On  en  déduit  <=5(5+  1 2e'  ) . 

Tous  les  nombres  qui  jouissent  des  propriétés  demandées , se 
déduiront  de  la  formule1  t—  5 (5  -f- 12/) , en  donnant  succes- 
sivement à l’indéterminée  é les  valeurs  o,  1,  2,  3,  4>  etc. 

On  trouvera  que  ces  nombres  sont, 

25,  SS-,  i45,  2o5,  265,  3a5,  385,  44^*  etc. 

Ils  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  60. 

4e  Problème.  Payer  57000  francs  avec  des  billets  de  7000 
francs  j de  9000  francs  et  de  11000  francs. 

Si  te t y et  z désignent  le  nombre  des  billets  de  chaque  espèce  , 
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un  aura 

7000  r + goooy  + • iooos=  57000, 

Divisant  tous  les  termes  par  1000  , il  vient 
7x  + 9 y+ IIZ  = 57- 

On  a vu  (2*  exemple,  page  161  ),  que  la  seule  solution  en- 
tière positive  de  cette  équation  est  x=4,  _y=2,  z — i. 

De  sorte  qu’on  effectuera  le  paiement  des  5,jooof  en  donnant 
quatre  billets  de  70oof,  plus  deux  billets  de  9000*,  plus  un 
billet  de  11000  francs.  , 

5e  Problème.  Un  fermier  achète  100  bêtes  pour  100  pis  tôles, 
à raison  de  10  pistoles  par  bœuf,  de  5 pis  tôles  par  vache  , de 
2 pistoles  par  veau,  et  d'une  demi-pistole  par  mouton.  Il  s'agit 
de  trouver  combien  il  y a d’animaux  de  chaque  espèce. 

Soient  x,jr,  z et  t les  nombres  cherchés.  Ils  devront  satis- 
faire aux  conditions 

x-f-y-f-z-f-t=ioo,  iox-f-5y4-2s  + it=joo. 

On  a vu  (3*  exemple , pages  162  et  i63),  que  ces  équations 
admettent  dix  solutions  entières  positives,  dont  les  huit  pre- 
mières se  déduisent  des  formules 

*=*>  a = 3(9  — jO»  * = aCy  + 36), 
en  donnant  successivement  à y les  valeurs  i , 2 , 3,  4 , 5, 6,  7,8; 
et  dont  les  deux  autres  sont  fournies  par  les  relations 

x = 4,  z = 8 — 3yt  £ = 88  -f-  2y , 
en  faisant  y=  1 et  y =2. 

Par  exemple,  soit  y=3 ; on  a x = l , zr=i8,  1 = 78. 

Et  en  effet 

1 bœuf  vaut.  10  pistoles, 

3 vaches  valent  3 fois  5 pistoles,  on  i5  pistoles, 

18  veaux  valent  18  fois  a pistoles,  ou  36  pistoles, 

78  montons  valent  78  fois  î pistole,  ou  39  pistoles, 

Ces  100  bêles  valent  donc 100  pistoles. 

6*  Problème.  Trouver  un  nombre  de  quatre  chiffres  tel,  que 
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le  1er  chiffre  (à  partir  de  la  gauche')  ajouté  au  dernier  donne  8, 
que  le  2*  ajoute  au  3'  donne  •),  que  le  1er  plus  le  3' j fournisse 
une  somme  égale  aux  \ de  la  somme  des  deux  autres , et  que  la 
somme  des  quatre  chiffres  soit  i5. 

Si  x , y,  z et  t désignent  les  chiffres  du  nombre  demandé, 
on  aura 

X + t= 8,  y- fz=7,  x+a=|(iy-f tj,  X+y+Z+tz=l5. 

Le  problème  parait  déterminé , car  on  a quatre  équations 
entre  quatre  inconnues.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  la  der- 
nière équation  n’est  qu’une  conséquence  des  deux  premières. 
On  n’a  donc  réellement  que  trois  équations  distinctes,  entre 
les  quatre  inconnues  x,  y,  z,  t.  Le  problème  est  donc  indé- 
terminé. 

Pour  trouver  toutes  ses  solutions,  on  tire  des  trois  premières 
équations,  les  valeurs  de  y,z,  t,  en  fonction  de  l’indéterminée 
x , ce  qui  conduit  à 

(i). . . y = I -f-X,  z = 6 — X,  t = 8 — x. 

Le  nombre  cherché  devant  être  composé  de  quatre  chiffres 
x,  y,  z,  t,  le  chiffre  x des  mille  ne  peut  être  zéro;  et  d’ailleurs 
x,  y,  z,  t,  doivent  être  des  nombres  entiers  positifs.  Toutes 
les  solutions  du  problème  proposé  se  déduiront  donc  des  for- 
mules (i)  en  donnant  successivement  à x les  valeurs  1,2,3, 
4,  5,  6.  Cela  fournira  les  six  nombres 

1257,  2346,  3435,  452*4,  56i3,  6702, 
qui  jouissent  des  propriétés  demandées. 

Nous  terminerons  l'analyse  indéterminée  en  traitant  une 
question  dans  laquelle  il  n’y  aura  que  certaines  inconnues  qui 
devront  être  des  nombres  entiers  positifs. 

7'  Problème.  'Trois  mobiles  parlent  en  meme  temps  dé  un 
même  point  d’une  circonférence  ; ils  la  parcourent  dans  le  même 
sens  avec  des  vitesses  constantes  ; la  longueur  de  la  circonférence 
est  c mètres.  Il  s’agit  de  trouver  dans  combien  d’heures  ces  mo- 
biles se  rencontreront  deux  à deux  et  trois  à trois. 

Soient  v , v"  et  v"  mètres,  les  espaces  qu’ils  parcourent  en 
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une  heure  ; et  supposons 

v*  > v*,  v"  > v'. 

Pour  que  deux  de  ces  mobiles  se  rencontrent,  il  suffit  et  il 
faut  que  la  distance  parcourue  par  l’un  de  ces  mobiles  soit  égale 
à celle  que  l’autre  mobile  a parcourue  pendant  le  même  temps, 
augmentée  d’un  nombre  exact  de  circonférences. 

Cela  posé  : si  après  y heures  de  marche,  les  deux  premiers 
mobiles  se  trouvent  sur  un  même  point  de  la  circonférence , 
les  espaces  qu’ils  auront  parcourus  seront  v'y,  v"y  mètres  ; et  n 
désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  il  faudra  que 


v'y  = v'y  + nc-,  d’où  (»)•••  y = v«_v'- 


Donnant  successivement  à n les  valeurs  1,  2,  3,  etc.,  les 
valeurs  correspondantes  de  y exprimeront  dans  combien  d’heures 
le  2e  mobile  rencontrera  le  Ier  mobile,  pour  la  ir"  fois,  pour  la 
2*  fois,  pour  la  3*  fois,  etc. 

Par  une  raison  semblable,  le  3°  mobile  aura  rencontré  n'  fois 
n*  c 

le  Ier  mobile,  dans  -5 -,  heures;  et  le  3"  mobile  aura  ren- 


n c 


contré  n"  fois  le  2'  mobile,  dans  „ heures;  désignant  ces 

deux  nombres  d’heures , par  z et  t , on  aura 


. . ne  n c ne 

(*)•••  y — j ^ * • • * — w* v'  ’ ■ ‘ l~  \r—  v,r 


D’après  la  nature  de  la  question  , les  inconnues  y,  z,  t , doi- 
vent être  des  nombres  positifs  entiers  ou  fractionnaires;  et  les 
indéterminées  n , n',  n",  doivent  être  des  nombres  entiers  po- 
sitifs. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  y,  z et  t , correspondantes  aux 
rencontres  deux  à deux  des  mobiles,  il  suffit  de  donner  succes- 
sivement aux  indéterminées  n,  n',  n",  les  valeurs  1,2,  3, 
4, 5,  6,  7,  etc. 

Par  exemple,  en  faisant  n'  — 5,  la  formule  (2)  indiquera 
après  combien  d’heures  le  3*  mobile  rencontrera  le  i'r,  pour  la 
cinquième  fois. 


$ 
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Les  rencontres  des  mobiles  trois  à trois , se  déduisent  de  ce 
«|ui  précède.  En  effet,  le  2'  mobile  rencontre  le  1"  après  y 
heures,  et  le  3e  rencontre  le  1 °r  après  z heures.  Par  conséquent, 
pour  que  les  trois  mobiles  se  trouvent  sur  un  même  point  de  la 
circonférence,  il  suffit  et  il  faut  que  les  valeurs  (1),  (2)  de  y 
et  de  z soient  égales  entre  elles. 

La  question  est  ainsi  réduite  à calculer  les  valeurs  entières 
positives  des  indéterminées  n , n , qui  satisfont  à l’équation 


d’où  (4). 


v‘  — i/ 


♦ Lorsque  les  valeurs  numériques  des  vitesses  v , v" , v“  seront 

vn  — vr 

données,  on  réduira  la  fraction  -= T à sa  plus  simple  ex- 

v — v r r 

et 

pression  a et  C seront  des  nombres  entiers  positifs,  premiers 

entre  eux  ; on  aura 

= d’où  (4  )...£/!  — */»'  = ©: 
n 5 

et  d’après  ce  qu’011  a vu  ( page  i56) , toutes  les  solutions  entières 
positives  de  l’équation  (4)  se  déduiront  des  formules  n — ae, 
n = Ce , en  donnant  successivement  à e les  valeurs  1 ,2,3,  etc. 

Le  nombre  d’heures  écoulées  depuis  l’instant  du  départ  des 
trois  mobiles  jusqu’au  moment  où  ils  se  retrouvent  sur  un  même 
point  de  la  circonférence , est  exprimé  par  l’une  quelconque  des 

quantités  égales  ^ — - — ,,  —,  ; désignant  ce  nombre  d’heures 

par  x,  et  remplaçant  les  indéterminées  n,  n',  par  leurs  valeurs 
générales  ae , Ce , on  aura 

«ce  C ce 

(Uj...  x — -7r-— 

Les  mobiles  se  seront  donc  rencontrés  e fois,  trois  à trois , dans 

ace 


-,  heures. 


V — V 

Les  valeurs  correspondantes  de  y et  a se  déduisent  des  for- 
mules (1) , (2)  , en  y faisant  n = ae , n Ce  ; ce  qui  donne 
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On  voit  donc  que  pendant  ce  temps,  le  2'  mobile  aura  ren- 
contré <te  fois  le  i*r,  et  le  3'  aura  rencontré  £e  fois  le  i,r. 

Il  est  facile  d’en  conclure  que  le  3e  mobile  aura  rencontré 
( G — «)e  fois  le  2';  car  les  relations  (5)  donnent 


(v"  — v')x  = «ce,  {y"  — u')x  = Gce  ; 


éliminant  v'  entre  ces  deux  équations,  il  vient 


(vm — v")x=  (G — «)  eCj  x = 


(G  — <t)ec 


n c 


et  la  comparaison  de  cette  valeur  de  x avec  la  valeur 

1 v~  — V 

de  t,  démontre  la  propriété  énoncée,  car  il  en  résulte  que 

//  = (£—  ct)e. 


Ainsi,  après  ^ —,  heures,  le  2'  mobile  aura  rencontré  ae 

fois  le  Ier  mobile,  le  3*  mobile  aura  rencontré  Ce  fois  le  Ier  mo- 
bile, le  3'  mobile  aura  rencontré  (C  — a)e  fois  le  2'  mobile,  et 
les  mobiles  se  seront  rencontrés  e fois  trois  à trois. 

Exemple.  Une  montre  marque  les  heures,  les  minutes  et  les 
secondes;  les  trois  aiguilles  sont  sur  la  douzième  heure;  il 
s’agit  de  trouver  les  rencontres  deux  à deux  et  trois  à trois  de 
ces  aiguilles. 

Le  cadran  est  divisé  en  60  parties  égales  ; pendant  une  heure, 
les  aiguilles  parcourent  respectivement  5, 60  et  36oo  de  ces  di- 
visions ; on  a donc 


v'  = 5,  v"  = 6 o,  v"  = 36oo,  c = 6o;  d’où 


u“—  v’  _ 55  _ n a. 

vm — v'  35g5  719  G ’ 


£=7*9. 


ctt 


12. 


Ainsi , la  première  reucontre  des  trois  aiguilles  aura  lieu  dans 
12  heures;  l’aiguille  des  minutes  aura  rencontré  1 1 fois  celle  des 
heures , l’aiguille  des  secondes  aura  rencontré  719  fois  celle  des 
heures  et  708  fois  celle  des  minutes. 
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CHAPITRE  III. 

Des  Quarre's  et  de  la  Racine  quarre’e.  Des  Équations 
et  des  problèmes  du  second  degré.  Des  propriétés 
des  Trinômes  du  second  degré. 

5 Ier.  Des  Quarrés  et  de  la  Racine  quarrèe. 

77.  De  produit  cf  une  quantité  par  elle-même  est  le  quarré 
ou  la  deuxième  puissance  de  cette  quantité.  La  quantité  qui 
multipliée  par  elle-même  fournit  une  quantité  donnée  est  la 
racine  quarrèe  ou  la  racine  deuxième  de  cette  quantité  donnée. 

Nous  ayons  tu  en  Arithmétique  comment  on  forme  les  quar- 
rés  des  nombres,  et  comment  on  revient  à leurs  racines. 

Nous  allons  nous  occuper  des  quantités  littérales. 

Pour  indiquer  le  quarré  d’une  quantité , on  la  met  entre  pa- 
renthèses et  on  place  le  chiffre  2 à droite  de  la  parenthèse  et  un 
peu  au-dessus. 

Lorsqu’on  veut  indiquer  la  racine  quarrée  d’une  quantité , on 
couvre  cette  quantité  du  signe  \/  nommé  radical. 

Ainsi , l’expression  (a  + zb  — c )*  représente  le  quarré  du 
trinôme  a -f-  2 b — c,  et  a + zb — c désigne  la  racine  quar- 

rée de  a -f-  zb  — c. 

On  indique  quelquefois  ce  quarré  et  cette  racine  de  cette  autre 
manière , moins  usitée, 

a -f-  zb  — c , \/{ a -\-zb  — c). 

Des  Quarrés  eide  la  Racine  quarrèe  des  monomes. 

78.  Le  quarré  de  ca?bi  étant  caêbt  X cafbf  ou  cJ‘(a<’)1X(A,)î1 
ou  r*a3l’6‘^,  on  voit  que  pour  obtenir  le  quarré  d’un  mono  me , 
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il  suffit  d’ élever  chaque  facteur  de  ce  monome  au  quarrè  ; ce 
qui  revient  à former  le  quarré  du  coefficient  numérique  c,  et 
à doubler  les  expo  sans  des  autres  facteurs. 

Par  conséquent  : Pour  revenir  du  quarrè  d’un  monome  à sa 
racine j il  suffit  d’extraire  la  racine  quarrie  de  chaque  facteur 
de  ce  monome ; ce  qui  se  réduit  à extraire  la  racine  quarrée 
du  coefficient  numérique  , et  à diviser  par  2 les  exposans 
des  autres  facteurs.  Ainsi, 

y/ ga>b‘°=3aib5,  \/ s.5a'‘b*c*z=  5ab*c%,  y/64a86‘=8a*£. 

Quand  tous  les  facteurs  d’un  monome  ne  sont  pas  des  quar- 
rè s , ce  monome  n’est  pas  i in  quarrè  ; on  indique  alors  l’extrac- 
tion de  la  racine , et  on  réduit  ensuite  le  radical  à sa  plus  simple 
expression  , en  faisant  sortir  de  dessous  ce  radical,  les  facteurs 
qui  ont  des  racines  exactes. 

Par  exemple , 

v/ 1 8 a*b7—  y/  9a866X2«6=  y/  gaWx  v'  iab=3aib3  y/  ?.ab . 

Le  radical  y' 2.ab  est  réduit  à sa  plus  simple  expression , car 
on  ne  peut  en  faire  sortir  aucun  facteur. 

Pour  faire  passer  sous  un  radical  quarrè  un  facteur  placé 
hors  du  radical , il  suffit  d? élever  ce  facteur  au  quarré. 

Ainsi , 

a b = y/ a' b , aa  y/  b + c = y/ 4a*  -f-  c) , 

3a*i3y/  2a6  = 3a4y/2a6x^b=3y/2a6x66Xa8=V/ 18  a^b7. 

Les  expressions  littérales  qui  ne  contiennent  pas  de  radicaux , 
sont  dites  rationnelles,  et  celles  qui  renferment  des  radicaux 
sont  irrationnelles. 

Ainsi,  les  quantités  2 a*i,  b-f-c , ^ ^ , sont 

rationnelles  , et  y/ 2 ab  est  irrationnelle . 

Une  quantité  littérale  irrationnelle  peut  devenir  commensu- 
rable , lorsqu’on  remplace  les  lettres  par  des  nombres. 

Par  exemple,  lorsqu’on  fait  a = 3,  b = 6 , l’irrationnelle 
\/ 2ab  devient  \/ 36  ou  6- 
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-,  , j a 1.  .fl  ti  a X a a * 

Le  quarre  de  ^ étant  ^ X ^ ou  -y  ou  ~ÿ,  > ou  voit  que  /a- 

quarrè  d' une  fraction  s’obtient  en  élevant  séparément  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  au  quarré. 

k.  . /3a*4®\* (3a*65)*  g tz8è‘° 

A,ns‘  ’ J — TjcdPÿ  — 4P 3*  * 

Par  conséquent:  Pour  trouver  la  racine  d’une  fraction  j il 
suffit  d’extraire  séparément  la  racine  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur. 


. . /9a*b‘°  _ V 9a*b'*  _ 3 a<bb 

Ainsi,  y ^c,di  ÿ fa*#  rjcdi- 

Remarque.  Quand  le  dénominateur  11’est  pas  un  quarré,  on 
peut  réduire  le  calcul  à extraire  la  racine  d’un  seul  entier,  en 
multipliant  d’abord  les  deux  termes  de  la  fraction  par  son  dé- 
nominateur', car 


y ab 
~ • 


Des  quarrés  et  de  la  racine  quarrée  des  polynômes. 

7g.  Pour  former  le  quarré  de  a -f-b,  on  effectue  le  produit 
de  a -f-  b par  a -{-b , et  on  trouve  que 

(1)...  (a-\-by  = a*  + 2ai  -f-  b*. 

Cette  formule  démontre  que  le  quarrè  de  la  somme  de  deux 
quantités  est  composé,  du  quarrè  de  la  première  quantité , du 
double  de  la  première  quantité  multiplié  par  la  seconde , et  du 
quarrè  de  la  seconde. 

On  trouve , d’après  cette  règle,  que 

(2 E3 5 JT)’  = 4*® 20jC*  -+•  25x*. 

La  formule  (1)  donne  le  moyen  de  former  le  quarrè  d? un  po- 
lynôme quelconque. 

Pour  trouver  le  quarre  du  trinôme  a-f-è-J-c,  on  change  b 
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en  b-t-c  dans  (i);  ce  qui  dotine 

(a  -{-  b + c)*  = a*  + 2a  + c)  -+-  + c)*. 

On  développe  le  quarré  de  b +c , on  multiplie  b -f-c  par  2a  , 
et  l’on  trouve 

{a  + b + c)“  = a*  -f-  + 2ac  + é*  + 2 bc  -j-  e*. 

Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  le  quarré  d’un  quatri- 
nome,  il  suffit  d’y  changer  c en  c-j-cf , et  de  développer  ensuite 
le  quarré  de  c -f-  d. 

On  trouve  de  cette  manière  que  le  quarré  àea  + b-\-c+d 
est 

a*-}-  2ab-f-  2ac-\-2ad  -f-  6*-f-  2 bc-\-  2 bd c' 2cd -f-  cP; 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  conclure  de  ces  formules  que  le  quarré  d’un 
polynôme  quelconque  est  composé  : du  quarré  du  I,r  terme  j du 
double  du  i*r  terme  multiplié  par  tous  les  autres  termes  ; du 
quarré  du  2e  terme  j du  double  de  ce  2*  terme  multiplié  par 
tous  les  termes  suivons;  du  quarré  du  3'  terme , du  double  de  ce 
3e  terme  par  tous  les  termes  qui  le  suivent;  et  ainsi  de  suite , 
jusqu’au  quarré  du  dernier  terme. 

On  trouve  d’après  celte  règle,  que  le  quarré  de  2rt3-f*7<r‘-f"3 
est  4ob  + 28a5  -(-  4qa*  + 1 2 a3  + 42a’  -f-  g , 

et  que  le  quarré  de  a -f-  bx -f- ex'  -f-  dx3  est 

û1  + 2 abx  + 2 aex*  -f-  ladx3 

-f-  éV- f-  nbcx3  -f-  2bdx* 

+ c”*1  + 2cdxi  ~h  d? xe. 

80.  Nous  allons  faire  voir  actuellement  comment  on  peut 
extraire  la  racine  quarrèe  d’un  polynôme.  Nous  supposerons 
que  tous  les  polynômes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances 
d’une  même  lettre. 

1"  Exemple.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de 
4«6  -f-  28 a5  -f-  490+  -j-  1 2a3  -f-  42a*  -{-  9. 
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On  dispose  et  on  effectue  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 


(Juarré  4a6+28aM-49fl4*Haa*“f'4ïa*+9 

—4  a6 

Jo’-t-  7o*-t-3 

Racine. 

4a3-f-  7»** 
4-  7 a* 

4o3-H4a*+3 

+3 

i*r  reste,  R ==a8aï-f-49a4“Maa3“f’4îla*~f'9 

— a8 a5 — 49a4 

î8«5-f“49a4 

reste , R'= *"+*<) 

— iaa*— foa3— g 

3e  reste,'  R"=  o 


Pour  calculer  la  racine  cherchée,  on  observe  que  le  i”  terme 
du  produit  de  deux  polynômes  ctaut  le  produit  du  i'r  terme 
du  multiplicande  par  le  Ier  terme  du  multiplicateur  (n°  19), 
le  premier  terme  du  quarrè  d’un  polynôme , est  le  quarrè  du 
premier  terme  de  ce  polynôme. 

Par  conséquent,  le  Ier  terme  4“C  du  polynôme  donné  est  le 
quarrè  du  i*r  terme  de  la  racine  demandée;  le  t'r  terme  de 
cette  racine  est  donc  [/ 4a6  ou  2 a3. 

Désignant  par  r,  la  somme  des  autres  termes  de  la  racine,  et 
par  P le  polynôme  proposé,  on  a 

P =(2a3  + r)!“=  4 a6  -f-  4a3r  -f-  r“  = 4a6  + 28a5  4*  etc. 

Retranchant  (2 a3)*  ou  4a6  , de  P,  le  i*r  reste  est 

R = P — 4a8=  r X (4a3  + r)  = 28a5  -f-  49a4  -f- etc. 

Le  Ier  terme  28a®  de  ce  reste  est  donc  le  produit  du  i,r  terme 
de  r,  par  le  Ier  terme  4a*  du  facteur  4a3  -f-  r;  Ja  division  du 
i*r  terme  28a5  du  i'r  reste,  par  le  double  4«3  du  t*r  terme  de 
la  racine,  donne  donc  le  Ier  terme  7a*  de  r,  c’est-à-dire  le 
2*  terme  de  la  racine  cherchée. 

Retranchant  de  P , le  quarrè  (2 a3  -f-  7 a*)“  de  la  somme  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine,  ou,  ce  qui  est  plus  simple, 
retranchant  du  1"  reste  R le  produit  de  4 a3  + 7a*  par  7 a*  (*), 


(*)  La  formule  (p  ■+■</)*  = p’  + (ap  + </)^,  démontré  que  pour  soustraire 
(p +</)’,  de  a,  il  suffit  d’ôter  d'abord  p*  de  *,  et  d’ôler  ensuite  (ip+q)  X <7, 
du  reste  a — p*. 
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on  obtient  un  a*  reste, 

R'  = 1 aa3  ■+■  4a  a*  -+-  9. 

Pour  trouver  les  autres  termes  de  la  racine , on  désigne  leur 
somme  par  /,  et  regardant  2a3  + 7 a*  comme  la  1”  partie  de 
la  racine  demandée , on  a 

P = (ia}  -4-  7a*  ■+•  /)*  =(aaî  -f-  7a*)* +a(aa*  -+•  70*)/+ r'*.  Or, 
R'=P — (2«J -f-7a*)*.  Donc  R' es/  x {a(MJ  + 7a*)+r'}  = 1» aJ  + etc. 

Les  exposans  de  a dans  r étant  moindres  que  2,  on  est  cer- 
tain que  1 la}  est  le  produit  du  Ier  terme  de  r , par  le  1"  terme 
4a3  du  facteur  2 (2a3  -f-  7a*)  -f-  r . Divisant  donc  le  1"  terme 
12a3  du  2*  reste,  par  le  double  4®*  du  1"  terme  de  la  racine, 
le  quotient  3 est  le  1"  terme  de  r,  c’est-à-dire  le  3e  terme  de  la 
racine  demandée. 

Retranchant  de  P le  quarré  (2a3  -f-  7a*  -f-  3)“ , de  la  somme 
des  trois  premiers  termes  de  la  racine,  ou,  ce  qui  est  plus  simple , 
ôtant  du  2e  reste  R',  le  produit  de  2(2 a3  -f-  7a*)  3 par  3, 

le  3*  reste  est  zéro. 

La  racine  demandée  est  donc  2a3  -f-  7 a”  + 3. 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  ordonnant  le  poly- 
nôme proposé  et  tous  les  restes,  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  a.  On  trouverait  que  la  racine  demandée  est 
3 -f-  7<z*-f-2a3. 

8 1 . On  en  déduit  cette  règle  générale  : Pour  extraire  la  racine 
quarrèe  d’un  polynôme  quelconque  P,  ordonnes- le  par  rapport 
aux  puissances  d‘ une  même  lettre.  Concevez  que  la  racine  et  les 
restes  successifs  soient  ordonnés  par  rapport  à la  même  lettre, 
et  disposez  les  calculs  comme  dans  F exemple  précèdent.  La  ra- 
cine du  1"  terme  de  P , sera  le  1“  terme  i'de  la  racine  demandée. 
Otez  î*  de  P ; le  1"  terme  du  reste  R,  divisé  par  2<f,  donnera  le 
2e  terme  i1  delà  racine.  Retranchez  défi,  le  produit  de  2 J~-j-  S* 
par  P •,  vous  obtiendrez  un  second  reste  R'/  la  division  du  i" 
terme  de  R'  par  •zi',  donnera  le  3*  terme  de  la  racine  ; et  ainsi 
de  suite.  Lorsque  vous  parvieiulrez  à un  reste  nul , la  racine  ob- 
tenue sera  exacte. 
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2*  Exemple.  Soit  proposé  dJ extraire  la  racine  de 

— 4 2«“65  -f-  1 2«366  -f-  g6(  -f-  49a466  -f-  4aBi*  — 28 asb7 , 

on  ordonne  ce  polynôme  par  rapport  aux  puissances  décrois-1 
santés  de  a,  et  on  dispose  ainsi  le  calcul 


4 a6b9 — 28a*bi  — 4‘ïa,^5”H)^4 

—4  aW 

aa«i4 — ya,6i+3l‘ 

4 u*b* — >]a*b* 
— 7 a%b* 

l«  reste,  — ?&a*bi-\-!\Ç)a*b6-\-i'id*b6 — 43a*^5“Hî^4 
-f-c»8a5£7 — 49  <**b6 

a*  reste.... -t-ia a*66 — 4 aa*4!-H)^4 

— iaa346-f-4aa*^5 — 9^4 

4 aïbl — 14«*^3+3^* 

3«  reste .........  0. 

1 an*  A6 — 

La  racine  du  1"  ternie  4«6^8  du  polynôme  proposé  P,  déter- 
mine le  i"  terme  2 a3b*  de  la  racine  cherchée.  Retranchant 
4 n66*  de  P , on  obtient  le  1"  reste.  Le  i*r  terme  — 28o567  de  ce 
reste,  divisé  par  4 a* b*,  donne  le  2*  terme — ']d‘b3àe  la  racine. 
Ajoutant  ce  2'  terme  au  double  4«3^4  du  t"  terme  de  la  racine 
et  multipliant  la  somme  par  — 7 a*63,  le  produit,  soustrait  du 
î"  reste  conduit  au  2e  reste.  La  division  du  1"  terme -f-  ts.a3br' 
de  ce  2'  reste,  par  4 a3b\  donne  le  3e  terme -f-  36“  de  la  racine. 
On  ajoute  ce  3e  terme  au  double  4a364  — i^a'b3  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine,  et  on  retranche  du 
2*  reste  le  produit  de  4“3^4 — i4«a63-4-36*  par  36“  ; ce  qui 
donne  zéro,  pour  3e  reste.  La  racine  demandée  est  donc 
2 a36* — ’ja'b3  -f-  3 ô“. 

ire  Remarque.  Dans  tout  le  cours  des  opérations  relatives  à 
F extraction  de  la  racine  qaarrée  d’un  polynôme  P,  le  quarrè  de  la 
partie  de  la  racine  déjà  obtenue  3 ajouté  au  reste  correspondant , 
fournit  une  somme  qui  doit  être  égale  au  polynôme  donné  P. 
Quand  cette  condition  n’est  pas  remplie j on  est  certain  qu’on  a 
commis  des  fautes  de  calcul.  Car  il  est  facile  de  voir  que  d’après 
le  procédé  indiqué  par  la  règle  générale,  on  parvient  à un  reste 
quelconque,  après  avoir  retranché  du  polynôme  donné  toutes 
les  parties  qui  composent  le  quarré  de  la  somme  des  termes 
déjà  obtenus  à la  racine. 
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Ainsi  , clans  l’exemple  ci-dessus , on  a trouvé  le  a*  reste 
\uasb6 — 42a’Z>5  + 9M,  après  avoir  ôte  successivement  du  poly- 
nôme donné  , les  parties  4aG68 , — 28 a5b7  -f- 4g qui  forment 
le  quarré  des  termes  l.a3bi — 'ja'b3  obtenus  à la  racine.  Le 
quarré  de  2a3è' — y a?  b3  ajouté  au  2'  reste,  doit  donc  donner 
le  polynôme  proposé;  ce  qui  a effectivement  lieu. 

2e  Remarque.  Quand  le  polynôme  P dont  on  demande  la 
racine,  est  le  quarré  d’un  polynôme  G composé  d’un  nombre 
fini  de  termes,  la  règle  précédente  conduit  nécessairement  à un 
reste  nul,  et  le  dernier  terme  de  P est  le  quarré  du  dernier 
terme  de  la  racine  G (n°  19). 

Par  conséquent,  lorsqu’en  ordonnant  suivant  les  puissances 
décroissantes  d’une  lettre  a , on  est  conduit  à un  terme  » de  la 
racine  tel  que  l’exposant  de  a dans  est  moindre  que  dans  le 
dernier  terme  de  P,  le  polynôme  P n’est  pas  un  quarré;  sa 
racine  est  irrationnelle > c’est-à-dire  qu’elle  ne  peut  être  expri- 
mée exactement  par  un  nombre  fini  de  monome*. 

Par  exemple,  lorsqu’en  extrayant  la  racine  de  a,0-t-2a8,  ou 
est  parvenu  au  2'  terme  + a3  de  la  racine , on  est  certain  que  le 
binôme  a'°  -f-  2a8  n’est  pas  un  quarré;  car  s’il  en  était  un , l’expo- 
sant de  a dans  le  dernier  terme  de  la  racine  serait  moindre  que  3; 
Je  quarré  de  ce  dernier  terme  ne  pourrait  donc  pas  être  égal  au 
dernier  terme  2a8  du  polynôme  proposé;  ce  qui  devrait  avoir 
lieu  si  la  racine  était  exacte  (n°  19). 

L’extraction  de  la  racine  quarree  de  a'°  -f-  2a8  se  prolonge 
indéfiniment,  et  on  trouve 

V/ a'0- H 2 a*  = a5  -f-  a3—  1 — £a-3-{~  etc. 

Par  une  raison  semblable,  lorsqu’en  ordonnant  suivant  les 
puissances  croissantes  de  a,  ou  parvient  à un  terme  a do  la  ra- 
cine , tel  que  l’exposant  de  a dans  ai*  est  plus  grand  que  dans  le 
dernier  terme  du  polynôme  proposé,  ce  polynôme  n’est  pas  un 
quarré. 

Le  binôme  i* — 4 ca  est  de  cette  espèce;  on  trouve 
V b'Â  — 4 caz=b  — 2cb~'a  — 2c*b~3a'  — f\cb~3a3  — etc. 

3* Remarque,  l.espartiesquieomposentlcquarréd’nn  nombre 
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entier  étant  confondues  dans  ce  quarré,  la  recherche  des  dif- 
férens  chiffres  de  la  racine  a exigé  des  tâtonnemens  qui  n’ont 
plus  lieu  pour  les  quantités  littérales,  parce  que  les  parties 
qui  composent  les  \quarrés  des  quantités  littérales,  peuvent 
toujours  être  mises  en  évidence.  La  division  a offert  les  mêmes 
circonstances. 

Calcul  des  radicaux  quarré  s. 

8a.  Lorsque  les  quantités  placées  sous  des  radicaux  quarrés 
sont  les  mêmes,  on  dit  que  ces  radicaux  sont  semblables , et 
quand  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  remplies,  les  radicaux 
sont  dissemblables.  Ainsi , les  radicaux  3a  y/ 2 cd,  2 b y/ icd  sont 
semblables j et  les  radicaux  y/a6,  y/  lab , y / cd,  sont  dissem- 
blables. Cela  posé  : 

i°.  U addition  et  la  soustraction  des  radicaux  semblables 
s3 effectuent  sur  les  coeffîciens  de  ces  radicaux ; car  on  peut  re- 
garder le  radical,  comme  une  certaine  unité  qui  est  répétée  un 
nombre  de  fois  marqué  par  le  coefficient  de  chaque  radical. 

Ainsi , 3yAa  + 5y/aa=8y/ la, 8 y/ 2 a — 3^na=5[/ 2 a, 
2 a y /b  -f-  36  y/6  = (2a  -f-  36)  y/6, 

5a  y/ 6* — c + ^ay/61  — c = 12a  y/  6*  — c. 

2°.  Quand  des  radicaux  réduits  à leur  plus  simple  expres~ 
sion  sont  dissemblables  j on  ne  peut  qu'indiquer  V addition  et  la 
soustraction. 

Ainsi,  pour  ajouter  y/a  à y/6  on  écrit  y/a-f-  y /b. 

3°.  Pour  multiplier  des  radicaux  quarrés , il  suffit  de  former 
le  produit  des  quantités  qui  sont  sous  les  radicaux  et  de  mettre 
ce  produit  sous  un  radical  du  même  degré ; car  d’après  le  pre- 
mier  principe  du  n°  ^8,  le  quarré  de  y/a  y/j  y/c  étant 

(y/ô)*  W~t>T  (y/c)*,  ou  abc,  il  en  résulte  que  y/a  y/ 6 y/c 
exprime  la  racine  quarrée  de  abc  ; de  sorte  que 

y/  a x y / 6 x c •=  y/ abc. 
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Ainsi , I/7 abX  Vie  - V 1 4 abc , 

5a  V 1 8a5c  X 3 b Vîbc  = 5a  X 35  V^abcxïbc 

= 1 5ab y 36a5“?  = 1 5a5v/365V  x l/â 
= >5u5  x 65c  y/a  = Ç)oab*c\/â. 

Va  + bxVa  — b=  V(a  + b)X  (a  — 5)  = |/â*'  — 5\ 


4°.  La  division  de  deux  radicaux  quarrés  l’un  par  l’autre 
s’effectue  en  indiquant  la  division  des  quantités  placées  sous 
ces  radicaux , et  en  mettant  le  quotient  sous  un  radical  du 
même  degré ; car  d'après  ce  qui  a été  démontré  (page  1 72) , Je 

quarré  de  étant  ou  il  en  résulte  que 

prime  la  racine  quarrée  de  Par  conséquent.  — . / a 

b Vb~Vb 

V »4  abc / \[\abc 

v=W~v~^r  = ^2C‘ 


ex- 


V la3 b __  V 7 a?b  . /géb  — - 

~^~--Çr^-\/-^  = Ÿ1ab. 


5°.  Toutes  les  puissances  de  degré  pair  d’un  radical  quarré 
réduit  à sa  plus  simple  expression  sont  rationnelles,  et  toutes  les 
puissances  de  degré  impair  sont  irrationnelles;  car  en  élevant  k 
la  nlim‘  puissance  les  deux  membres  de  l’identité 

(V*y=  *■,  il  vient  (v/â)«  = «";  et  l’on  a 

( v «)**** = ( v«yn  X \/« = -"  v*. 

Ainsi , ( V/3Ô5)5  = (3a5)*  xV$ a5  = 9 aa5a  V^âb- 

83.  Le  quarré  d’une  quantité  positive  étant  le  même  que 
celui  de  cette  quantité  affectée  du  signe  —,  il  en  résulte  que  la 
racine  quarrée  dune  quantité  a toujours  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires. 

12.. 
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Ainsi , le  quarré  de  chacun  des  nombres  + 3 , — 3 , étant  -J-  9, 
la  racine  quarrée  de  9 a deux  valeurs  +3  et  — 3. 

De  même , la  racine  quarrée  de  a*  a deux  valeurs  -f-«,  — a ; 
car  le  quarré  de  chacune  des  quantités  -+-  * > — * , est  «*. 

Les  procédés  arithmétiques  ne  donnent  qu’une  seule  valeur 
de  la  racine  quarrée  d’un  nombre  ; tandis  qu’en  ayant  égard 
aux  signes  algébriques  et — , on  obtient  deux  valeurs  de  celte 
racine.  On  dit,  par  ce  motif,  que  la  racine  quarrée  de  a1  n’a 
qu’une  seule  valeur  arithmétique  • , et  qu’elle  a deux  valeurs 
algébriques  -f-  »,  — a.  Ce  qu’on  indique  en  posant  a?  = rt  «. 

Ainsi  ,1/98  une  seule  valeur  arithmétique  3,  et  deux  valeurs 
algébriques  +•  3 , — 3. 

La  valeur  arithmétique  d’une  quantité  se  nomme  aussi  sa  va- 
leur absolue , parce  qu’elle  est  indépendante  des  signes  algé- 
briques -b*  et  — . 

Remarque.  La  régie  générale  du  n°  81  conduirait  aux  deux 
valeurs  algébriques  de  la  racine  quarrée  d’un  polynôme  P;  car  la 
racine  quarrée  du  i*r  terme  du  polynôme  P,  devant  être 
affectée  du  double  signe  + et  — , le  i*r  terme  de  la  racine  de 
ce  polynôme  a deux  valeurs,  + f et  — la  première  fournit 
la  racine  et  qui  a été  obtenue  par  les  méthodes  précédentes  , et 
la  2'  valeur  du  Ier  terme,  conduirait  à l’autre  valeur  — et  de  la 
racine  du  polynôme  proposé. 

Ainsi, pour  obtenir  la  racine  d’un  polynôme,  il  suffit  de  cal- 
culer cette  racine  au  moyen  de  la  règle  du  n°  81  ,et  d’affecter 
ensuite  la  racine  obtenue  du  double  signe  nfc. 

84.  Le  quarré  d’une  quantité  positive  ou  négative  étant  tou- 
jours positif,  la  racine  quarrée  d’une  quantité  négative  n’existe 
pas.  On  dit,  par  ce  motif,  que  cette  racine  est  imaginaire. 

Ainsi , la  racine  quarrée  de  — 9 est  imaginaire ; on  la  désigne 

par  l/— 9*  

D’après  son  origine, le  quarré  de  \/ — 9 est  —g,  et  le  quarré 
de  \/—*  est  — a. 

Remarque.  Si  l’on  appliquait  la  règle  du  n°82,  (3°),  on  trou- 
verait 
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V — 9 X V— 9=  V 9)x(—  9)=  V%1  =±9. 


Pour  interpréter  ce  résultat , il  suffit  d’observer  que  lorsqu’on 
ignore  d’où  provient  l/8i , on  doit  admettre  ses  deux  valeurs 
-f-  g,  — g.  Mais,  quand  on  sait  que  ^ 81  résulte  de  la  multi- 
plication de  l/ — 9 par  \/ — 9,  on  ne  peut  plus  admettre  que 
la  valeur  — 9 du  quarré  de  v' — g. 

Cette  observation  mérite  toute  l’attention  des  élèves. 

Le  symbole  )/—>  indiquant  une  expression  dont  le  quarré 
doit  être  — 1,  il  en  résulte  que , 

V—  iX|/^ï=— 1;  d’où  -ÿ-=^= — V' — 1. 

On  en  déduit,  [b^ — i)a=ia(y/ — — 1)= — b 


V“xV  — 1 = 1/  — a,  \/ b X V~—\—V — b, 

V — ax  V — b=Vax  V — 1 x Vbx  [/~~i  = ^/«  \^b(.V^ — 1)"= — 

v~b~y  *’  V+i>~  vi  “V  1 *v  V *’ 

1/-4  l/=Tv  b Vl  v 6 

La  formule  (st  -+-  C)  (ce  — C)  = et’  — donne 

(a  + ù V/^ï)  X (a  — ù v/^7)  = a’  — ( b \/~i  )*  = «*  -f  A*. 


Ainsi,  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires  peut  être  réel 
et  l’on  peut  toujours  décomposer  lu  somme  de  deux  quarré  s en 
deux  facteurs  imaginaires. 

85.  Les  diverses  puissances  entières  positives  de  V'  — 1 se  ré- 
duisent àdzi , ou  à±V* — i.En  effet:  si  l’on  désigne^ — x 
par  »,  et  si  n représente  un  nombre  entier  positif  quelconque, 
on  aura 


“=  l/ — x,  »’= — i,  *3  = <*aX«  = — #,  a4=«,X*!1=+  1, 
<*4n  = C**t>n= (+  i)*=+i , »,,,+,=a4*X«s  =+«=+V/— 
a4-.+.__it4»x«1=(4-i)X(— 1)=— 1, 

xV  = (-f-i)X  (-«)  = — «=  — V~- 
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Ces  relations  démontrent  que  pour  trouver  directement  la 
nUm‘  puissance  de  \/ — i , il  suffit  de  diviser  n par  4;  selon 
que  le  reste  est  zéro,  ou  I,  ou  2 , ou  3,  la  puissance  demandée 
est  4 1 , ou  + \Z  — I,OU—l,OU  — ^/—I. 

Par  exemple,  le  reste  de  la  division  de  35  par  4 étant  3,  la 
35Km*  puissance  de  [/ — 1 est  — \/ — 1. 

86.  On  verra  par  la  suite  que  l'emploi  des  imaginaires  est  de 
la  plus  grande  utilité  dans  les  diverses  parties  des  Mathéma- 
tiques. 

Pour  en  donner  une  première  idée , nous  chercherons  deux 
expressions  différentes  du  produit  P des  quatre  facteurs  ima- 
ginaires 

a-\-b\ / — 1,  a — by' — i,  a-f-Cj/ — 1,  m— C\/ — 1. 

Le  produit  des  deux  premiers  facteurs  est  et  celui 

des  deux  autres  est  Donc 

P=(o‘4  6“)X(«*4-C1)- 

Or,  le  produit  du  ie*  facteur  par  le  3e  est 

{aa — bC)  4 (aC  4 ^*0  V — 1 » 
et  le  produit  du  2e  par  le  4'  est 

(fia  — bC)—(fiC  4 ba)  \/  ^Ï7 

Multipliant  ces  deux  derniers  produits  l’un  par  l’autre» 
et  observant  que(p4qV/ — 1) X(p — qV — i)=p*4<7*i  on 
trouve 

P = [aa  — bC)‘  4 (“£  4 ba)*. 

Ces  deux  valeurs  de  P devant  être  les  mêmes,  il  faut  que 

(0 ...  (a* 4 6*)  X («'4£*)  = O — iQ* 4 (^4^)*- 

En  effet,  si  l’on  effectue  les  multiplications  indiquées,  on 
verra  que  chacun  des  deux  membres  de  l’identité  (i)  se  réduit 
à a'a'+b'fr  +a*C'+b‘‘a*. 

L’identité  (1)  démontre  cette  propriété  remarquable,  que  la 
somme  des  quarrès  de  deux  nombres  entiers,  multipliée  par  la 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  III. 


>83 


tomme  des  quarrés  de  deux  aulres  nombres  entiers , est  toujours 
égale  à la  somme  des  quarrés  de  deux  nombres  entiers ; car  en 
supposant  que,  a,  b,  « et  £ sont  des  nombres  entiers  quelconques , 
a»  — bC  et  aC  -f-  b*  deviennent  deux  nombres  entiers  p,q, 
et  on  a (a*+6*)X  (•*+£*)=/’*  + <7*- 

Exemple.  Soient,  a=3,  b = 2,  *=7,  C = 5. 

Les  relations  p=a»  — bC , q = aQ  -\-b»,  donnent  p=n, 
<7=29. 

Et  en  effet,  ona  (3*  + 2a)X  (7*+5a)=i  i*+29*. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  la  différence  qui  existe  entre  les 
quantités  incommensurables  et  les  expressions  imaginaires ; les 
unes  et  les  autres  ne  peuvent  être  exprimées  exactement  en 
nombres,  mais  les  premières  existent,  et  il  est  toujours  possible 
d’en  approcher  autant  qu’on  veut,  tandis  qu’aucune  quantité 
ne  peut  approcher  des  imaginaires. 

§ II.  Des  équations  et  des  problèmes  du  second  degré. 

Équations  du  second  degré. 

87.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  de  résoudre  toutes  les 
équations  du  second  degré  à une  seule  inconnue , qui  ne  renfer- 
ment que  le  quarré  de  l’ inconnue ; car  on  peut  toujours  rame- 
ner ces  équations  à la  forme  x*  = et  \ et , d’après  le  principe 
du  n°  83,  si  c désigne  la  valeur  arithmétique  de\/ cl,  les  deux 
valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation  proposée  sont+c  et  — c. 

De  sorte  que  l’équation  xa  = <*  donne 

x — ±\/ a.  = ± c. 

Par  exemple , x*  = 49  donne  x = ± 7, 

x*=  - donne  x = 

9 

x*= 0,49  donne  K — ^°i49  — ^ °t7- 
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L’équalion  x*=io  donne  x — ±l/io. 

Ces  deux  valeurs  de  x étant  incommensurables,  aucun  nombre 
entier  ou  fractionnaire  ne  satisfait  à l’équation  proposée;  mois 
ou  peut  toujours  déterminer  un  nombre  qui  diffère  d’aussi  peu 
qu’on  veut  de  x. 

Si  l’on  extrait  la  racine  quarréc  de  10  , on  trouvera  que  les 
valeurs  approchées  de  x sont 

±3,16227766016837933199889354443271 , etc. 

L’équation  x’=  /^a’b6  donne  x = y/ 4 a‘b6  — ± 2 ab3. 

L’équation  x’—  ^ab3  donne  x = [//^ab1  = ± 2Z1  y' ab. 

L’équation 

x3=4a6bs — 28 a5b7  -f-  49rl^6~i~  12  a^e  — 42at^S~t~9^> 
donne  x ± (2 a3bi — ja‘b3 3b*)  , (page  176). 

Inéquation  x*—  — 49  donne  x = ±^/ — 4‘J- 

Ces  deux  valeurs  de  x sont  imaginaires  ; c’est-à-dire  qu’il 
n’cxislc  aucune  quantité  qui,  multipliée  par  elle-même , donne 

— 49.  • 

En  général,  quand  * désigne  une  quantité  positive,  aucune 
valeur  réelle  de  x ne  satisfait  à l’équation  x*  = — * ; car  il 
s’agit  de  trouver  pour  x une  quantité  qui,  multipliée  par 
illc-mème , donne  un  produit  négatif,  et  toute  quantité  po- 
sitive ou  négative,  multipliée  par  elle- meme,  conduit  à un 
résultat  positif. 

La  racine  quarrée  de  xs  étant  ±x,  l’extraction  de  la  ra- 
cine quarrée  des  deux  membres  de  l’équation  x“  = 49  donne- 
rait ±x  = ±7’,  mais  il  n’en  résulterait  pas  des  nouvelles 
valeurs  de  x,  car 

+ x = ± 7 donne  x = + 7 , x = — 7, 
et  — x = ± 7 donne  x = — 7,  x = -f-  7.  ' 

Par  conséquent,  lorsqu’on  extrait  la  racine  quarrée  des  deux 
membres  d’une  équation,  il  suffit  de  mettre  le  double  signe  ± 
devant  la  racine  de  l’un  des  membres. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte  de  ces  propriétés,  en  obser- 
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Tant  que  l’équation  x’l:=49  revient  à x3 — 71  = o , ou  à 
(x  — 7)X(x'+  7)  = o,  car  («3  — £*)  = («— €)  («  + £). 

Or,  pour  que  le-  produit  (x  — 7)  (.c  -f-  7)  soit  nul , il  suffit 
et  il  faut  qu’un  de  ses  facteurs  x — 7,  x + 7 soit  zéro;  ce  qui 
donne  x = 7 et  x := — 7. 

Chacune  de  ces  valeurs  de  x satisfait  à l’équation  proposée 
x5  = 49  > aucune  autre  valeur  de  x ne  peut  y satisfaire. 

Les  valeurs  de  x,  qui  satisfont  à l’équation  x*  = * , étant 
fournies  par  l’extraction  de  la  racine  quarrée  de  a,  se  nomment 
les  racines  de  cette  équation. 

Par  analogie  , toute  valeur  de  l’ inconnue  qui  rend  les  deux 
membres  d'une  équation  identiquement  égaux j est  une  racine 
de  cette  équation. 

Ainsi , l’hypothèse  x = a réduisant  chaque  membre  de  l’é- 
quation x3  — x zx.  x1  -f-  2 , à + 6 , le  nombre  2 est  une  racine 
de  cette  équation. 

88.  Toute  équation  complète  du  second  degré  à une  seule 
inconnue  x peut  se  ramener  à la  forme  «x*  •+■  ÔX  + c=o, 
a,  b,  c désignant  des  quantités  entières  connues. 

1er  Exemple.  Soit  l’cquation  numérique 


O11  fera  d’abord  disparaître  les  dénominateurs  (n°  37, 53) , ce 
qui  donnera 

2jcX4X7X*—  iX*X7+6x4X7=5x4X7X* — 3xX4x*,’ 
ou,  en  effectuant  les  multiplications  indiquées, 

56x* — 7X -f- 168=  i4»x  — i2x*.  ,1 

Si  l’on  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  ier  membre,  et  si 
l’on  réunit  les  termes  semblables,  on  trouvera 

68x“  — i47-c  -f-  168  =.  o. 

Comparant  cette  dernière  équation  à l’équation  générale 
«x3  -f-  bx  -f-  c — o , on  a 

■ a = 68,  b — — 147,  c = 168. 
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a*  Exemple.  Soit  l’équation  littérale 


3 d 

x — e 


m 


dans  laquelle  d,  e , f,  g , h , m,  n désignent  des  quantités  con- 
nues; on  chassera  les  dénominateurs  (n°  37,  5°),  ce  qui  donnera 

3 dnh  -f-  ifxnh  (x  — ë)—gx(x  — e)  n — mh  (x  — e). 

Effectuant  les  multiplications  indiquées,  passant  tous  les 
termes  dans  le  I*'  membre,  et  réunissant  les  termes  sembla- 
bles, on  trouvera 

(2 \fh — g)  nx“  4*  ( egn  -f-  mh  — 2 efhn)  x -j-  (3 dn — em)  h = o. 

Pour  ramener  cette  dernière  à la  forme  indiquée , il  suffit  de 
faire 


( [ifh — g)n  —a,  egn-{-mh — lefhn—  b,  (3dn  — em)  h =c. 

Pour  résoudre  l’équation  générale  du  second  degré  à une 
seule  inconnue  ax*  4-  bx  + c = o , 
on  divise  d’abord  tous  ses  termes  par  a,  et  afin  de  simplifier  y 
b c 


on  pose  - — p,  - =<7; 


elle  devient 


(1)...  x”  -f-  px  +■  q = o. 

Nous  allons  faire  dépendre  la  résolution  de  cette  équation 
de  celle  d’une  équation  du  premier  degré.  Cela  serait  facile 
si  le  premier  membre  étant  un  quarré,  le  second  membre 
était  un  nombre  connu , car  il  suffirait  d’extraire  la  racine 
quarrce  de  chaque  membre. 

Par  exemple , dans  l’équation  (2) ...  x“  -f-  2<tx  4"  “*  = 
le  i*r  membre  étant  le  quarré  de  x 4*  <*■  > l’extraction  de  la  ra- 
cine quarrée  de  chaque  membre  conduit  à l’équation  du  pre- 
mier degré 

x + * = ±|/£i  d'où  x — — 

ce  qui  détermine  les  deux  valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équa- 
tion (2). 

La  question  se  réduit  donc  à ramener  l’équation  (1)  à la 
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forme  (2).  A cet  effet , on  fait  d’abord  passer  q dans  le  second 
membre;  ce  qui  donne 

x2  +px=  — q-, 

et  il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  la  quantité  qu’on  doit  ajouter 
au  premier  membre , pour  qu’il  devienne  le  quarré  d’un  bi- 
nôme. 

Or , on  peut  regarder  x*  -j-  px  comme  les  deux  premiers 
termes  du  quarré  d’un  binôme  dont  le  1"  terme  est  x , et 
dont  le  double  de  ce  1*  terme  multiplié  par  le  2'  est  px;  le 

2*  terme  du  binôme  est  donc  égal  à ou  h - p.  Par  consé- 
quent, la  quantité  qu’il  faut  ajouter  au  i,r  membre  x*+  px, 
pour  en  faire  un  quarré,  est  le  quarré  de  -p  ou  jp2\  et  afin  de 

conserver  l’égalité  , on  ajoutera  aussi  ^ pa  au  2e  membre;  ce  qui 
donnera 

x“-f-px+ip*  = — q + ip*. 

Le  1*'  membre  étant  le  quarré  de  x-f-^p,  on  en  extrait 

la  racine  quarrée,  et  l’on  indique  la  racine  quarrée  du  2*  mem- 
bre ; ce  qui  donne 

*+;P  = * y/^+ÿ’i 

(3)...  x = —*p±  \/—q+  ^p*. 

La  formule  (3)  détermine  deux  valeurs  de  x qui  satisfont  à 
l’équation  (1)  ; car  il  est  facile  de  s’assurer  que  chacune  d’elles, 
substituée  dans  (1),  rend  cette  équation  identique;  ces  deux 
valeurs  de  x sont  les  racines  de  l’équation  (1). 

Toute  équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue  a donc 
deux  racines. 

Lorsque  — q -f-  ^p*  est  un  nombre  positif,  les  deux  racines 
sont  réelles  et  inégales. 


d’où 
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Quand.  — q -f-  ^ p*  est  zéro , les  deux  racines  se  réduisent  à 
— ^p.  Le  i*r  membre  x*  + px  -f-  q devient 
x1 -f- px  + -jp*,  ou 

(x  + îp)'  ou  (*  + 5p)(*  + 5p); 

ce  premier  membre  étant  le  produit  de  deux  facteurs  égaux, 
on  dit  par  ce  motif  que  les  deux  racines  sont  igales. 

Enfin, lorsque — q -f-  ■-  p*  est  négatif,  les  deux  racines  de 

l’équation  x“ -f-pr-f-q  = o sont  imaginaires. 

Dans  ce  dernier  cas,  q étant  nécessairement  positif  et  plus 

grand  que  - p*,  on  a 

q =^/?*  - f- (d' est  positif  et  plus  grand  que  zéro)  ; 


l’équation  x*  4*  p*  + <7  — ° revient  à 
x'  + px  + ^p'+ï=o,  ou  à (Æ  + ^p)  + ^=°i 


et  i étant  positif,  on  voit  qu’aucune  valeur  réelle  de  x ne  peut 
réduire  le  i,r  membre  à zéro. 

Les  valeurs  imaginaires  de  x sont  des  symboles  .algébriques 
qui  jouissent  de  la  propriété  de  réduire  x’  + px-f-q  à zéro. 
Quand  le  dernier  terme  de  l’équation  x’  -f-px -f- q=  o est 


négatif, — <7 + 7 P*  est  nécessairement  positif;  les  deux 


ra- 


cines sont  donc  réelles. 

Par  conséquent  : Dans  toute  équation  du  second  degré.  . . 
x1  -j-  px  — q = o , dont  le  dernier  terme  est  négatif,  les  deux 
racines  sont  réelles. 

Pour  obtenir  les  racines  de  l’équation  ox1  -f-  bx  -f-  c = o , 
b c 

il  suffit  de  faire  p=  -,  q—  dans  la  formule  (3),(p.  187)  ; 
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\J-  i+\p'= 


(4)...  x= 


4« 

— b ± y/6»  — 4°c 

ia 


Selon  que  6“ — l\ac  est  positif  ou  nul,  ou  négatif,  les  ra- 
tines de  ex1- f-  bx-±-c=zo  sont  réelles  et  inégales,  ou  égales 
(et  par  conséquent  réelles),  ou  imaginaires;  et  la  réciproque 
est  vraie. 

i*r  Exemple.  Soit  l’équation 


x*  — 6 c + 8 = o ; 


Cn  la  comparant  à a:1  -f- px  -f-  q = o , 
on  voit  que  p=  — 6,  q = 8; 

d’of.  '-P-—  3,  Qp)=^p’  = 9,  — î + Îp’^i. 
Substituant  ces  valeurs,  la  formule  (3)  , (page  187),  donne 
x = 3 ±;  1 ; donc  x = 3 -f-  1 = 4 et  x = 3 — 1=2. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  chacune  de  ces  valeurs  de  x ré- 
duit x“ — 6x  -f-  8 à zéro. 

Si  l’on  veut  résoudre  directement  l’ équation  proposée , on  fera 
d’abord  passer  8 dans  le  2*  membre,  ce  qui  donnera 


x*  — 6x  = — 8. 


On  observera  qu’on  peut  regarder  x* — 6x  comme  les  deux 
premiers  termes  du  quarré  d’un  binôme  dont  le  1er  terme  est  .r, 
et  dont  le  double  2x  de  ce  Ier  terme  multiplié  par  le  2'  terme 
du  binôme  est  — 6x;  ce  2e  terme  du  binôme  est  donc  égal  à 

— 1 Çj»  ^ ^ ^ 

— ^ ou  à — 3.  Ajoutant  à chaque  membre  le  quarré  de  — 3 , 

qui  est  9 , il  vient 

x*  — 6x  + 9 = — 8 + 9=1; 
et  x*  — 6x+g  étant  le  quarré  de  x — 3,  l’extractioh  de  la  ra- 
cine quarrée  de  chaque  membre  fournit  l’cquation  du  1"  degré 

x — 3 = ±;  1 ; d’où  x = 4 et  x = 2. 
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a*  Exkmïee.  Soit  l’équation 

x*  — ax  — 8 = o, 

on  a p — — 2,  q = — 8, 

et  la  formule  (3)  , (page  187)  , donne 

x=  1 rtv/8-f-  1 — 1 — V 9=*  — 3;  d’où  x=4,  x— — 2- 

3e  Exemple.  Soit  l’équation 

3x“  -f-  i4x  + 8 = 0; 
pour  la  comparer  à x*  + px  + q = o, 

on  réduira  le  coefficient  du  Ier  terme  à l’unité  en  divisant  tous 
les  termes  par  3 , ce  qui  donnera 

i4  8 

X‘+  3 ■r+3  = °* 

^ . , 14  8 

On  voit  alors  que  p = — , <7  = ^. 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  p et  y dans  (3) , donne 

: = -l±  1/IJ4J9 

3- V 3^  g' 


Or, 


.8  49_49_24_a5 

‘3  9 999' 


La  racine  quarrée  arithmétique  de  — étant  ^ , on  a 

5 


1 


3 — 3’ 


, 762  75. 

l’ou  * = — 3 + 3— ~*3  et  x~  ~ ^“3 


On  parvient  plus  simplement  à ces  valeurs  de  x,  en  com- 
parant 

3x“  -f-  1 4*  -f-  8 = o à ax*  -f-  bx  -f-  c = o j 
car  il  en  résulte 

a = 3,  b = 1 4 > c = 8,  b' — 4ae=  ioo, 
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et  la  formule  (4),  (page  189),  donne 

I 2 

* = g ( — 1 4 — * o)  ; d’où  x = — ^ et  x ~ — 4-> 

4e  Exemple.  Soit  l’équation 

x* — i4x  + 39=o;  on  a p = — 14,  <7  = 3g; 

et  la  formule  (3),  (page  187),  conduit  à 
x = 7 ± v/io- 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  chacune  des  expressions. . . 
7+V/,0>  7 — l/io,de  x,  réduit  x* — i4x  + 3g  identique- 
ment à zéro. 

Par  exemple,  si  l’on  remplace  x par  q+\/u),  on  trouvera 

x1  = 49  + 2 X 7 V^10  + 10  = % + *4  V^10» 

— i4x  = — 14  (7  + v/ü>)  = — 98  — 14  y/TZ,  . 

x*  — 1 4^c  + 3g  = 59  — 98  -f-  3g  = — 3g  -f-  3g  = o. 

Pour  exprimer  en  nombres  les  deux  valeurs  incommensura- 
bles de  x,  on  calcule  la  racine  quarrée  arithmétique  de  10, 
et  l’on  trouve 

l/io  = 3,16227  766°'  68379  33199  88g35  etc.  ; 

d’où  x—  10,16227  766°*  68379  etc., 

x = 3,83772  233g8  31620  etc. 

Ces  valeurs  approchées  de  x ne  réduisent  pas  exactement 
x*  — i4x  + 3g  à zéro,  mais  on  peut  toujours  prendre  assez 
de  décimales  pour  que  l’erreur  devienne  aussi  petite  qu’on 
voudra. 

5e  Exemple.  Soit  l’équation 

x*  — 6x  -f-  1 4 = o ; 
on  a p = — 6,  «7  = 1 4 ; 

et  la  formule  (3)  , (page  187),  conduit  à 
x = 3 ± \/—5. 
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Chacune  île  ces  valeurs  imaginaires  de  x réduit  x*  — 6x  + <4 
à zéro. 

Par  exemple,  si  l’on  remplace  x par  3 + — 5,  on 

trouvera 

x*  = 9 -f-  6 y/  — 5 — 5 = 4-f-  6 y/  — 5 

— 6x  = — 6(3+  i/ZTs)  — _ ,8  — 6 y/ITS; 

d’où 

x' — 6x-f-i4=4 — — 5 — 6 y/ — 5+14— — i44-i4=°- 


II  est  facile  d’apercevoir  que  l’équation  proposée  ne  saurait 
admettre  aucune  valeur  réelle  de  x;  car  son  premier  membre 
revient  à x’ — 6x -{- g -j- 5 , ou  à (x  — 3)*  +5;  et  pour 
des  valeurs  réelles  quelconques  de  x,  le  quarré  du  nombre 
X — 3 étant  positif,  (x  — 3)’ -J- 5 ne  peut  se  réduire  a 
zéro. 

6*  Exemple.  Soit  l’équation  littérale 

x*  — i (a  -f-  b)  x -f-  4 ab  ses  o'; 

- on  a p~  — ï[a  + b),  q = ^ab,  ~P~  — (<z  + ^)> 


(ï/,y==^‘=(a+i)i’ 

y/ (a  -J-  by — fa.b  = V^a“ — aab-\-  b*— a — b. 


La  formule  (3)  , (page  187),  donne 

x = a-\-b±(a  — b)\  d’où  x = 2 a et  x =r  2 b. 


8g.  L’équation  x“-f-px  = — <7 , ayant  conduit  à 


(3). . . x = - I p ±.  \J—  q + J p% 

On  voit  que  dans  toute  équation  du  deuxième  degré > ramenée 
à la  forme  x2  -f- px s=  — 7 F inconnue  x est  égale  à la  moitié 
du  coefficient  du  second  terme  pris  avec  un  signe  contraire , 
plus  ou  moins  la  racine  quarrée  du  deuxième  membre  aug- 
menté du  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x. 
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Appliquons  cette  règle  à des  exemples. 
i*r  Exemple.  Soit  l’équation 


iq3 


- x*  — 3x  + 4 = o ; 

2 

on  la  ramène  d’abord  à la  forme  demandée  ; elle  devient 
x“  — 6x  = — 8, 
et  la  règle  énoncée  donne 

x=3±[/—  8 + 3‘  = 3±y'—  8 + 9=3±v/ï=3: 

D’où  x = 3 + 1 = 4 et  x = 3 — 1 =:  2. 

2*  Exemple.  Soit  l’équation 


1 1 _ 6 

— x = 5x“ : 

7 7 


.U(> 

i/U‘nr 


11  6 

' 35  X ~ 35' 


elle  revient  à 3 

En  appliquant  la  règle  générale , on  a 


-=*  Và+®‘- 


.96' 


70  v 00  \7o> 

Pour  évaluer  le  radical,  on  observe  que 

6_  /mV 6 x 2 x 70  /w\*_  84°  -i-  » 1 

35  + \7o/  35  X 2 x 70  ' V.70/  70*  70*" 

On  cherche  la  racine  quarrée  de  961  , qui  est  3i  ; de  sorte 
que 

11  _j_  3 1 ^ 42 3 ^ 20 2 

7°  70’  70  5’  70  " 7’ 

Chacune  de  ces  valeurs  de  x satisfait  à l’équation  proposée. 

On  peut  mettre  les  valeurs  (3),  (page  187),  de  x sous  une 
forme  plus  propre  aux  applications  numériques.  On  observe, 
à cet  effet , que 


■ 4</* 

i3 
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Les  racines  de  l’équation  x*  -+-  PT  + q = o , deviennent 

x—  P — Vp'  — ^q)- 

Par  conséquent,  dans  toute  équation  du  second  degré  rame- 
née à la  forme  x * + px  -f-  q — o , l’inconnue  est  égale  au  co- 
efficient de  x pris  avec  un  signe  contraire j plus  ou  moins  la 
racine  quarrée  du  quarré  de  ce  coefficient  diminué  du  qua- 
druple du  dernier  terme , le  tout  divisé  par  2. 

D’après  cette  règle,  les  racines  de  x4 — 5x  + 6 = o , sont 

x — ~(5±\/2.5 — 24)  = ^(5±i);  d’où  x = 2 , x = 3 

go.  Pour  concevoir  comment  deux  valeurs  différentes  de  x 
peuvent  satisfaire  à l’équation 

(1)....  x‘  + px  + ?=0| 
on  observe  que  cette  équation  revient  à 

x'  + px  + ^P*  — ( \p'—  9)  = °. 

ou  à (I  + ïO”(^,"’),SS°i 

et  la  différence  *4 — de  deux  quarrés,  étant  égale  au  pro- 
duit de  » •+■  C par  a — S , la  dernière  équation  peut  se  mettre 
sous  la  forme 



(4) . . . (*+  l-p+\/ \p'—ci)  x (* ■ + \p — v <7)= o. 

Or,  pour  qu’un  produit  soit  nul , il  suffit  et  il  faut  que  l’un 
de  ses  facteurs  soit  zéro  ; on  satisfera  donc  également  à l’équa- 
tion proposée  en  faisant 

+ \/\p'— 7 = °>  ou  * + '-p—\/^p%—q=°\ 

et  les  deux  valeurs  (3),  (page  1 87) , dex  tirées  de  ces  équations  du 
premier  degré , seront  les  seules  qui  satisferont  à l’équation  (1). 
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Par  conséquent  : Toute  équation  du  second  degré  en  x a deux 
racines,  et  aucune  autre  valeur  de  x ne  saurait  satisfaire  à 
cette  équation. 

On  peut  employer  ces  dernières  transformations  pour  ré- 
soudre l’équation  (i)...  xa  -\-px  -f-  q — o. 

Il  en  résulte  que  si  l’on  désigne  par  x'  et  x"  les  racines  de 
l’équation  (i)...  xa  -J-  px  -f-  q = o , on  aura 

,'=_Ip+y/-9+i,>%  x"=-Lp-\/-q+l-p> ■ 

et  d’après  la  relation  (4),  le  premier  membre  x*-\~px  + q 
sera  le  produit  de  x — x’  par  x — x'. 

91.  On  en  déduit  que  le  premier  membre  de  l'équation 
( 1 ) . . . xa  -f-  px  -f-  q = o est  exactement  divisible  par  l’inconnue 
moins  chaque  racine , et  que  pour  former  l’équation  dont  les  ra- 
cines sont  des  nombres  donnés  x’ , x",  il  suffit  d’égaler  à zéro 
le  produit  x 1 — ( x'  -J-  x"  ) x -f-  x' x"  des  facteurs  binômes 

f n 

X X , X X . 

92.  Les  racines  d’une  équation  du  second  degré  étant  x'  et 
x" , nous  venons  de  voir  que  cette  équation  revient  à 

x*  — (x'  -f-  x")  x + x! x"  — o.  Par  conséquent  : 

Dans  toute  équation  du  second  degré  ramenée  à la  forme 
x 1 -j-  px  -f-  q = o , le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x pris 
avec  un  signe  contraire , est  égal  à la  tomme  des  racines  de  cette 
équation,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  de  ces  racines. 

On  peut  encore  s’en  assurer  d’une  autre  manière;  car  les  ra- 
cines x',  x"  de  l’équation  x*  px  q =z  o,  étant 

(I) . . . x'  = — * p + y/ J p'-q , x*=  — '-p- \J ^ p*  q , 

011  trouve  x'  -f-  x"  = — p, 

x/Xx"  = (-lp+ 

= (- 1 p ) l-W\p'-q) 

i3. . 
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Lorsque  p = o , la  somme  des  racines  x' , x ", est  égale  à zéro; 
ces  racines  sont  donc  égales  et  de  signes  contraires;  et  en  effet, 
les  valeurs  de  x'  et  x"  deviennent  x'  = — q , x"=  — v/-— q. 

L’équation  x* -f-px  + q = o,  conduit  au  même  résultat, 
car  elle  devient  x*  -f-  q — o , d’où  x = ± V/ - — <7 . 

Quand  le  produit  q des  deux  racines  x',  x",  est  égal  à zéro, 
l’une  d’elles  est  nécessairement  nulle;  et  en  effet,  les  formules 
(1)  donnent  x‘  = o,  x"  — — p. 

On  parvient  plus  directement  au  même  résultat,  en  obser- 
vant que  q étant  nul,  l’équation  x“  -f-  px -{- q = o, 

devient  xa  + px=o,  ou  x(x-f-p)  = o, 

et  le  produit  x(x-f-p)  ne  pouvant  être  nul  que  lorsqu’un  de 
ses  facteurs  est  zéro , on  a x = o et  x = — p . 

93.  Les  relations  x'  x"  — — p , x'  X x"  = -|-  q , 
fournissent  le  moyen  de  déterminer  les  signes  des  racines  réelles 
de  toute  équation  du  second  degré  , sans  quJil  soit  nécessaire  de 
la  résoudre. 

Par  exemple , soit  l’cquation  x*  — 6x  -f-  8 = o;  le  produit 
des  deux  racines  de  cette  équation  étant  -+-8,  ces  racines  sont 
nécessairement  de  mêmes  signes;  mais  leur  somme  est  +6; 
elles  sont  donc  positives  ; et  en  effet,  ces  racines  sont  -j- 4 et  -f-  2 . 

Dans  l’équation  x* — px — 8=s=o,  le  produit  des  deux 
racines  est  — 8;  elles  sont  donc  de  signes  contraires;  or  leur 
somme  est  -j-2,  la  racine  positive  est  donc  la  plus  grande;  et 
en  effet,  ces  racines  sont  -f-  4 et  —2. 

g4-  On  peut  aussi  résoudre  l’équation  x*  px  -f-  q — o , 
en  la  ramenant  à la  forme  xa  = ot.  Ce  qui  se  réduit  à faire 
disparaître  la  première  puissance  de  C inconnue.  A cet  effet , on 
égale  x à la  somme  de  deux  inconnues  y,  z;  une  de  ces  incon- 
nues reste  entièrement  arbitraire, s par  exemple;  on  substitue 
la  valeur  y -f-  z de  x dans  xa  -f- px  -f-  q = o ; ce  qui  conduit  à 

(>)•••  y'+  (2J+P).y-Ks!‘+/>z  + <7)  = ‘>, 

et  l’on  dispose  de  X indéterminée  z de  manière  que  la  première 
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y = — q+-^p*i  d’où  y. 


'97 

puissance  de  l’inconnue  y n’entre  plus  dans  l’équation  (i);  ce 
qui  revient  à supposer 

+ p = o ; d’où  z — — ip. 

Substituant  cette  valeur  de  z dans  (i) , on  trouve 

Or,  x=z+y=—^p+y.  Donc  x=—  lp±  \J  — q-f  ip». 

Remahqüe.  On  voit  que  pour  faire  disparaître  la  première 
puissance  de  l’inconnue  dans  l’équation  i‘+px  + j = a,  il 

suffit  d’y  supposer  x=y — ^ p;  l’équation  résultante  est  de 
la  forme  demandée  y*  — G. 

g5.  Pour  résoudre  directement  V équation  ax'  -f-  bx  -f-  c = o , 
sans  diviser  par  le  coefficient  de  x' , on  fait  passer  c dans  le 

second  membre,  ce  qui  donne 

ax1  -f-  bx  = — c. 

On  regarde  ax1  -+-  bx  , comme  les  deux  premiers  termes  du 
quarré  d’un  binôme,  dont  le  quarré  du  i*r  terme  est  ax',  et 
dont  bx  est  le  double  de  ce  i*r  terme  multiplié  par  le  2';  le  i,*r 
terme  du  binôme  est  donc  ^ ax'  ou  x\^a,  et  le  a*  terme 

bx  b 

est  -pz  ou  -p=. 

2x  y a 2 y a 

Ajoutant  à chaque  membre  le  quarré  7—  de  — — il  vient 

4°  2 y a 

4°  4a  4a 

Le  i*r  membre  étant  un  quarré,  on  en  extrait  la  racine,  et 
on  indique  la  racine  du  2e  membre;  ce  qui  donne 

b / b “ — 4 ac  1.  , — bdz[/ b' — 4 ac 

-z—  ±l\/  — ; d’où  x— 2—. 

2 y' a V 4 a 2 a 
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Désignant  ces  deux  valeurs  de  x,  par  £ et  x* , on  a 


— b + V b‘ — 4 ac  „ — b — y/ b'À — 4 ac 

ia  ’ 2 a 

g6.  Nous  avons  supposé  que  l’équation  (i).„  ax,+6x-(-c=o 
était  du  second  degré  , de  sorte  que  a n’était  pas  nul.  Or,  en 

faisant  a = o,  l’équation  (i)  donne  x = — ^ ; la  généralité 

des  formules  algébriques  exige  donc  que  l’hypothèse  a = o 

réduise  x!  ou  x"  à — -ÿ  Mais,  x"  devient  infini  et  x'  se  présente 

O c 

sous  la  forme  - ; la  valeur  de  x'  doit  donc  se  réduire  à — 7 . 

o b 

On  peut  le  vérifier  ; car  en  substituant  pour  [/ 6“ — 4ac  > sa 
valeur  b — icb~'a  — 2 c*b~3a2  — etc.  (page  177),  il  vient 

, — 2 cb~'a  — 2 c2b~3a*  — etc. 

x = . 


2 a 


Supprimant  le  facteur  a,  commun  aux  deux  termes  de  cette 

, p 

fraction , et  supposant  «ensuite  a = o,  on  trouve  x'  = — 

On  parvient  plus  simplement  au  même  résultat  en  multi- 
pliant d’abord,  par  b + V b2 — 4ac>  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  exprime  x';  car  le  produit  de  y' b“ — 4 ac-f-b, 
par  y/ b“ — 4 ac  — b,  étant  (y/ b2 — 4 acY — ou — 4ac>  OB 
trouve 

, — 4oc  — 2C 

2a(b  -\~y/  bÀ — 4ac)  b-\~y  b‘‘ — /[ac  ’ 


p 

et  l’hypothèse  a — o,  donne  x'  = — 

c 

Quandaeti  sont  nuis,  la  valeur  — j de  x'  est  infinie,  les  deux 
racines  de  l’équation  (1)  deviennent  infinies. 

97.  En  général  : Pour  exprimer  qu’une  des  racines  de  l’é- 
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quation  ax%  -J-  bx  -f-  c — o est  infinie , on  égale  le  coefficient  de 
x“  à zéro;  et  pour  indiquer  que  les  deux  racines  sont  infinies , on 
pose  a :=  o } b = o. 

Pour  mettre  ces  propriétés  en  évidence , on  fera 

x = - , d’où  y = — . 
y J x 

L’cquation  (1). . . «**  + bx  -f-c  = o,  deviendra 

H 1-  c = o , d’où  cy ’ -f-  b y -j-  a = o . 

y y 

Lorsque  a = o , on  a cy*  + by  = o,  ou  (cy  b) y = o-; 

b 

ce  qui  donne  y = o et  y = . 

J c 

Or  x = - : donc  x = 00  et  x = — %. 

y b 

Q 

Quand  a et  b sont  nuis  , la  seconde  valeur  — ^ de  x devient 
infinie. 

Remarque.  Lorsqu’on  fait  a—  o,  dans  l’expression  générale 
de  la  racine  x'  de  l’équation  (1),  la  valeur  — | de  x',  se  pré- 
sente sous  la  forme  cela  résulte  de  ce  que  le  facteur  a,  qui 

devient  zéro,  entre  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  ex- 
prime x' . Il  n’en  était  pas  de  même  dans  le  problème  des  cour- 
riers ( page  92,  3°),  la  valeur  de  x ne  devenant  ^ qu’en  vertu 

des  deux  hypothèses  réunies  d=o,  v = u",  cette  valeur  est 
entièrement  indéterminée. 

On  donnera  par  la  suite,  la  théorie  des  fractions  qui  se  ré- 
duisent à — . 

o 

Pour  appliquer  cette  théorie  générale  à un  exemple,  nous 
proposerons  de  diviser  un  nombre  <*_,  en  deux  parties  telles , que 
le  rapport  de  leurs  quarrés  soit  égal  à «h 

Si  x désigne  la  1"  partie  , la  2'  sera  cl  — x , et  on  aura 


^ Digitized  by  Google 


200 


ALGÈBRE. 


(i)... 


d’où  (/ — l)x* — Irtlx  -f-  iaf  = O. 
— «(  I ± VT) 


(*—*)' 

On  déduira  de  cette  équation 
-(<T±  S/S') 


i'—  i 


; d’où  <*  — x = • 


7=n 


Les  signes  supérieurs  se  correspondent  ainsi  que  les  signes 
inférieurs  ; de  sorte  que  le  problème  admet  deux  solutions. 
Remarque.  Quand  è'~  i , une  des  valeurs  de  x est  infinie,  et 

l’autre,- qui  se  présente  sous  la  forme  se  réduit  à ^ «. 

Pour  interpréter  ces  résultats,  on  observe  que  dans  l’hypo- 
thèse actuelle,  l’équation  (1)  donne 


(a  — x)* 


et*  — 2*x -f- x* 
i ; d ou  ; = i , 


et' 

X1 


:*  2 et  , . a.  ta.  \ 

?__=0,  (2)...  _x(J._2j  = 0. 


On  satisfait  à l’équation  (2)  en  posant 

“ « . 1 * 

2 = 0:  u ou  x — - a et  a.  — x=-a. 

x 22 

Aucune  autre  valeur  finie  de  x ne  saurait  convenir  à l’équa- 
tion (2). 

Cependant , comme  le  facteur  - diminue  à mesure  que  x aug- 
mente , on  peut  toujours  prendre  x assez  grand  pour  que  le 
1"  membre  de  l’équation  (2)  diffère  d’aussi  peu  qu’on  veut  de 

zéro;  enfin , quand  x est  infiniment  grand , - devient  nul,  et  l’é- 

X 

quation  (2)  est  satisfaite. 

98.  Ce  qui  précède  donne  le  moyen  de  résoudre  les  équa- 
tions qui  peuvent  se  ramener  à la  forme 

(1)...  xi  — 2 pxa  — <7  = o; 

car  en  faisant  x’  = z,  l’cquation  (1)  devient  t"  — 2/js  — q=x  o„ 


A. 
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Cette  dernière  détermine  deux  valeurs  a,  b,  de  z.  Or, 
x=±  \/  z ; les  valeurs  de  x sont  donc  ± [/a  et  d:  \/b. 
L’cquation  (i)  a donc  quatre  racines. 

On  trouve  ainsi  que  les  racines  de  l’équation 

x*  — 1 3x*  + 36  = o , sont  + 2,  — 2, + 3 et  — 3. 

99.  On  peut  facilement  résoudre  deux  équations  à deux  in- 
connues j quand  une  de  ces  équations  étant  du  premier  degré , 
Vautre  est  du  deuxieme  degré.  En  effet,  ces  équations  sont  de 
la  forme 

(1)...  ttx-bÇy+y=o,  (3)...  ay*-bbxy+ext+dy+ex+f=o. 

L’équation  (2)  donne  (4) . . • y = — -- -^Y • 

La  substitution  de  cette  valeur  de  y,  dans  (3) , conduit  à une 
équation  du  second  degré  en  x , qui  fournit  deux  valeurs  de  x ; 
et  l’équation  (4)  détermine  les  valeurs  correspondantes  deyL 

Exemple.  Soient,  x — -y  -f- 1 = 0,  x’+^+y  — x — 14  = 0. 

La  1”  équation  donne  y = 1 + x;  substituant  cette  valeur 
de^  dans  la  2'  équation , on  trouve 

x*  -f-  x = 6;  d’où  x = 2 et  x = — 3; 

les  valeurs  correspondantes  de  y,  déduites  de_y  = 1 + x,  sont 
y = 3 et  v = — 2. 

u J 

Problèmes  du  second  degré  à une  inconnue. 


100.  Ier  Problème.  Deux  ouvriers , employés  à des  prix  dif- 
férens  j furent  payés  après  un  certain  temps.  Le  1er  reçut 
96  francs  ; le  2e,  qui  avait  travaillé  six  jours  de  moins  que  le 
l"j  repuf  54  francs.  Si  le  2‘  eût  travaillé  six  jours  de  plusj  et 
le  l*r  six  jours  de  moins , ils  eussent  reçu  chacun  la  meme  somme. 
On  demande  pendant  combien  de  jours  chaque  ouvrier  a tra- 
vaillé, et  le  prix  de  la  journée  de  chacun. 

D’après  cet  énoncé,  si  le  i*r  ouvrier  a travaillé  pendant  x 
jours,  le  2*  n’aura  travaillé  que  pendant  x — 6 jours. 
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Le  i”  ouvrier  a reçu  96*  pour  x jours;  il  gagnait  donc 
par  jour. 

5/f 

Le  2'  a reçu  54*  pour  x — 6 journées  ; il  gagnait  donc  — -g 
par  jour. 

Si  le  2*  ouvrier  eût  travaillé  six  jours  de  plus,  c’est-à-dire  x 

54*  54x 

jours , il  eût  reçu  x fois  g , ou  - — g francs  ; et  si  le  i"  ou- 

o6*  ...  * 

vrier  , qui  gagne  - — par  jour,  eût  travaillé  six  jours  de  moins. 


c’est-à-dire  x — 6 jours,  il  eût  reçu  ( x — 6)  fois 
francs. 


96* 


Mais , dans  cette  dernière  hypothèse,  chaque  ouvrier  eût  reçu 
la  même  somme;  on  a donc 


Cette  équation  se  réduit  à 


6) 

X 


X>-!91X  = _W 


; d’où  x = 24  et  x=  — . 
7 7 


Or , a:  et  x — 6 , exprimant  des  nombres  de  journées , doivent 
être  positifs;  la  valeur  x = 24  satisfait  donc  seule  à la  question 
proposée. 

Ainsi  : le  Ier  ouvrier  a reçu  96*  pour  24  journées;  il  gagnait 
donc  4*  Par  jour.  Le  2*  ouvrier  a reçu  54*  pour  24  — 6 ou  18 
journées;  il  gagnait  donc  3*  par  jour.  Si  le  2*  ouvrier  eût  tra- 
vaillé six  jours  de  plus,  c’est-à-dire  24  jours,  il  eût  reçu  24 
fois  3*  ou  72*  ; et  si  le  1"  ouvrier  eût  travaillé  six  jours  de  moins, 
c’est-à-dire  18  jours , il  eût  reçu  18  fois  4*  ou  72*,  comme  l’exige 
l’énoncé. 


Remarque.  La  forme  particulière  de  l’équation  (1)  , conduit 
à une  solutiou  plus  directe  ; car  cette  équation  donne 
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X* 


96  16 


(x  — 6)*  54  9 ' 

extrayant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  il  vient 

* 4 


— 6 


3’ 


Les  valeurs  des  inconnues  x,  x — 6,  devant  être  positives,, 
le  quotient  de  leur  division  doit  être  positif-,  on  ne  peut  donc 


prendre  que  le  signe  + ; ce  qui  donne 


x 4 j.  < r 

75  = -z  , d OU  X=7.k. 

x — 6 3 

2'  Problème.  Un  particulier  doit  7200  francs  dans  un  an_,  et 
5200  francs  dans  deux  ans ; il  acquitte  ces  deux  dettes  avec 
1 1 000  francs  argent  comptant  ; on  a égard  aux  intérêts  des  in- 
térêts. Quel  est  le  taux  de  l’argent ? 

Si  l’on  désigne  par  x francs  l’intérêt  annuel  de  100  francs, 

celui  de  if  sera  — — francs;  de  sorte  que  if  vaudra  dans  un  an, 
100  1 ’ 

x . , / 1 00  + x\ 

1 H francs,  ou  1 X ( }. 

100  \ 100  / 

1 00  + ,x 

Soit — = z;  on  en  déduit  x = 100  (z  — 1). 

Le  capital  if  vaudra  1 1 Xz  après  un  an , et  i*  X * X * après 
a ans.  {Arithmétique , page  126.)  Par  conséquent  : 


1 f payable  dans  un  an,  vaut  comptant  - franc, 


rtj  'Mnt: 


if  payable  dans  2 ans,  vaut  comptant  — franc, 

Zt 

les  7200*  payables  dans  un  an,  valent  — comptant, 


les  72oof  payables  dans  2 ans,  valent 


7200 


comptant. 


Or , on  acquitte  la  dette  totale  avec  T iooof  comptant  ; donc 
7200  1222  — j 1 000  ■ 55z*  — 3g6  — 36=0. 
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Cette  équation  a deux  racines  réelles  (page  188),  et  de  signes 
contraires  (n°  g3).  Mais,  la  nature  de  la  question  exigeant  que 

6 

x et  z soient  positifs , on  trouvera  z = g , x = 20. 

De  sorte  que  l’argent  est  à 20  pour  100  par  an. 

3*  Problème.  Deux  lettres  de  change ^ V une  de  6000  francs 
payable  dans  a5  mois  , Vautre  de  27000  francs  payable  dans 
4 mois  j ont  supporté  le  même  escompte;  c’est-à-dire  que  les 
pertes  éprouvées  sur  chaque  lettre  de  change  pour  les  toucher 
sur-le-champ  sont  égales.  Il  s’agit  de  trouver  le  taux  de  V argent. 
On  n’a  égard  qu’aux  intérêts  simples,  et  on  prend  l’escompte 
en  dedans.  [Arith. , n°  107,  page  118.) 

Si  l’intérêt  de  1 oof  par  mois  est  x francs  , l’intérêt  de  ioof  en 
25  mois  sera  25x  francs  ; ioof  comptant  valent  donc  100  -j-  25x- 
francs  après  25  mois. 


L’escompte  de  ioo-f-25x  francs,  étant  25x  francs  en  25  mois, 

„ , , 25x  francs  x* 

1 escompte  de  1 sera  =-  on  -, — : — ; 

r 100  + 25x  4 ■+■  * 

pçf  6oooxf 

l’escompte  des  6ooor  sera  donc  6000  fois  ou 


On  verra  de  même  que  l’escompte  des  27000'  est  > 

pour  quatre  mois. 

Or,  ces  escomptes  doivent  être  égaux.  Donc 

6ooox  27000X 

4 “f“  X 25  x’ 


Cette  équation  se  réduit  à 

( x — 2)x  = o;  d’où  x sc  2 et  1=0. 

La  valeur  x — 2 , nous  apprend  que  l’argent  était  à 2 pour 
1 00  par  mois.  Et  en  effet , lorsque  l’argent  est  à ce  taux , l’es- 
compte de  chaque  lettre  de  change  se  réduit  à 2000  francs. 

La  valeur  x = o fournit  une  seconde  solution  de  la  question 
proposée;  car  si  l’on  suppose  que  l’intérêt  de  100  francs  par 
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mois  est  nul,  c’est-à-dire  que  l’argent  ne  porte  aucun  intérêt  , 
les  escomptes  des  deux  lettres  de  change  seront  égaux  à zéro. 

Problèmes  du  second  degré  à deux  inconnues. 

loi.  Ier  Problème.  La  somme  de  deux  nombres  est  o.pj  leur 
produit  est  q ; quels  sont  ces  nombres? 

Si  x et  y désignent  les  nombres  cherchés  , on  aura 

(i)...  x+y  = 2 p,xy  = q. 

La  ir*  équation  donne  y = np  — x;  la  substitution  de  cette 
valeur  dey»,  dans  xy  — q , conduit  à 

(2) . . . x“  — 2 px  -f-  q = o ; d’où 
x = p-±-\/p2 — q et  x=p — J / p2 — q. 

Or, y = 2p  — x ; les  valeurs  correspondantes  de  y sont  donc 

p — V'  p”  — q et  p + V p%  — q- 

les  deux  nombres  cherchés  sont  donc  les  racines 

p -j-  \/ p2  — q , p — 1 / p2  — <7,  de  l’équation  (2). 

Par  conséquent:  Toutes  les  fois  qu’on  connaîtra  la  somme 
2 p de  deux  nombres  et  leur  produit  q j ces  deux  nombres  seront 
les  racines  p -(-  \/ p2  — q , p — \/ p‘  — q de  l'équation  du  se- 
cond degré  x •*  — 2px  -f-  q = o. 

Cela  résulte  d’ailleurs  du  principe  du  n°  92  (page  ig5). 

On  pouvait  prévoir  que  les  inconnues  x et  y seraient  les 
racines  d’une  même  équation;  car  les  équations  (1)  restant  les 
mêmes  quand  on  change  x et  y en  y et  x , il  suffit  de  faire 
ce  changement  dans  l’équation  (2)  pour  obtenir  l’équation 
_y* — ipjr-\-q  = o,  qui  résulterait  de  l’élimination  de  x entre 
les  équations  (1);  x et  y sont  donc  les  racines  de  l’équatiou 
z“  — 2 pz  + q = o. 

En  général  : Toutes  les  fois  que  des  inconnues  entrent  d’une 
manière  semblable  dans  des  équations , ces  inconnues  sont  né- 
cessairement les  racines  d'une  même  équation. 
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ire  Remarque.  Le  problème  proposé  conduit  à une  équation 
du  second  degré , qui  fournit  deux  valeurs  de  l’inconnue,  et  ce- 
pendant il  n’admet  qu’une  seule  solution. 

2e  Remarque.  Lorsqu’on  ne  donne  que  la  somme  2 p de  deux 
nombres  positifs  x,y,  on  n’a  que  la  seule  équation  x+y  = 2p 
entre  x et  y ; ces  deux  nombres  inconnus,  ont  une  infinité  de 
■valeurs,  et  leur  produit  q reste  indéterminé.  Cependant  le  pro- 
duit q ne  saurait  croître  indéfiniment , car  les  expressions 

p+vV  — <7.  p—Vp'—q, 

des  nombres  cherchés  x,y  devant  être  réelles  et  positives,  la 

plus  grande  valeur  de  q est  p*. 

Par  conséquent  : lorsque  la  somme  2 p de  deux  nombres  po- 
sitifs est  donnée j la  plus  grande  valeur  du  produit  q , de  ces 
deux  nombres  j est  le  quarrè  p * de  leur  de  mi- somme. 

On  peut  d’ailleurs  le  démontrer  directement  ; car  la  somme 
des  deux  nombres  positifs  demandés  étant  2p,  si  l’un  de  ces  nom- 
bres est  p -j-  a,  l’autre  sera  p — a;  leur  produit  p* — a“  sera  le 
plus  grand  possible  quand  a sera  zéro , c’est-à-dire  quand 
chaque  facteur  sera  égal  à la  demi-somme  p des  nombres 
cherchés. 

O11  peut  résoudre  le  problème  proposé  à l’aide  d’une  seule 
inconnue,  car  en  désignant  l’un  des  deux  nombres  cherchés 
par  x , l’autre  sera  2 p — x\  et  leur  produit  devant  être  égal 
à q , il  faut  que 

x (2 p — x)  — q-,  d’où  x*  — 2 px  q = o. 

Cette  équation  donne 

x = p + V'p'  — q , d’où  2p  — x=p  — pV  — q, 
x—p  — v/pa — <7>  d’où  2 p — x=p  -t-[/p* — q. 

Les  deux  nombres  cherchés  sont  donc 

P+Vf—q  et  p—V'p'  — q- 

102.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  fois  que  la 
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somme  de  deux  facteurs  positifs  variables  est  constante,  la 
plus  grande  valeur  du  produit  de  ces  facteurs  a lieu  quand  ces 
facteurs  sont  égaux. 

ier  Exemple.  Soit  le  produit  x X (6 — x). 

La  somme  des  facteurs  positifs  X,  6 — x étant  constante, 
on  obtiendra  la  valeur  de  x qui  rend  ce  produit  le  plus  grand 
possible  en  posant 

x = 6 — x ; d’où  2r  = 6,  x=3. 

Le  produit  maximum  est  donc  3 X 3 ou  9. 

2*  Exemple.  Soit  le  produit  (a  -+-  as)  ( b — x). 

Pour  trouver  la  valeur  de  x qui  fournit  le  maximum  de  ce 
produit,  on  pose 

a-\-xz=b  — x;  d’où  x=^(Z> — a). 


Le  produit  maximum  est 


^(a  + ù)  X^(a+ù)  ou^(a+ù)\ 


En  général , la  somme  de  m facteurs  variables  et  positifs 
étant  U,  le  maximum  de  leur  produit  a lieu  quand  tous  ces 
facteurs  sont  égaux ; car  si  le  produit  maximum  contenait  deux 
facteurs  inégaux  b,  c,  on  pourrait  lui  donner  la  forme 
bcpqr , etc.  ; or,  on  vient  de  prouver  que  le  produit 

^ (b  -f-  c)  X - (ù  + c)  serait  plus  grand  que  bc  (*) , et  la 


somme  des  m facteurs  b,  c,  p,  q,r,  etc. , serait  la  même  que 
celle  des  m facteurs  - (ù  + c)>  - (i  -|-  c) , p,  q,  r,  etc.;  il 

existerait  donc  un  produit  - {b  -f*c)  X ^ (ù  + c)  X pqre te., 

qui  serait  plus  grand  que  le  produit  maximum  bcpqr  etc., 
et  dont  la  somme  des  m facteurs  serait  la  même  ; ce  qui  est 
impossible.  Tous  les  facteurs  du  produit  maximum  sont  donc 
égaux. 


(')  Cela  est  d'ailleurs  évident,  car  l’inegalite 

- (6+  c)  x - (A  + c)>èc,  conduit  & (A  — c)*>o. 
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Par  conséquent  : Chaque  facteur  du  produit  maximum  est 

CL  /*\m 

égal  à —,  et  la  valeur  de  ce  produit  est  \ . 


Exemple.  Soit  l’équation  a -f-y  -f-  z = 6. 

Pour  trouver  le  maximum  du  produit  ayz,  on  pose  x—y=.  z- 
l’équation  a-f-j» -f- z = 6,  devient  a-f-a-f- a=  6,  3a=6, 
x = 2.  Le  maximum  cherché  est  donc  2X2X2  ou  S. 

2e  Problème.  Connaissant  la  différence j a,  de  deux  nombres , 
et  la  différence , b,  de  leurs  q narrés  j trouver  ces  deux  nombres. 

Si  x et  y désignent  les  deux  nombres  cherchés,  on  aura 

a1  — y — a,  a*  — y*  = b. 


La  ir®  équation  donne  y — x — a j substituant  cette  va- 
leur de  y dans  a1  — y1=.b,  on  trouve 

b+a*  . . b — a* 

x — ; et  ensuite  y — x — a , donne  y— . 

2a  2a 


Les  deux  nombres  cherchés  sont  donc 


b -f-  a* 


et 


b — i 


2 a 2 a 

Remarque.  La  différence  des  nombres  cherchés  x,y  étant  a, 
si  l’on  connaissait  leur  somme , il  serait  facile  d’en  déduire  x 
et  y (n°  2 ).  Or  , on  peut  trouver  cette  somme;  car  a*  — y' 
étant  le  produit  de  a — y par  a + y,  si  l’on  divise  la  valeur  b 

de  a* — y1,  par  la  valeur  a de  a — y,  le  quotient  ^ expri- 
mera a-f-j.  On  a donc 


a-f - y = et  a — y = a-,  d’où  (n°  2) 


b -f-  a' 


b — a1 
2 a 


3*  Problème.  Connaissant  la  somme ^ a,  de  deux  nombres 
inconnus  Xj  y,  et  la  différence  b de  leurs  quarréSj  trouver  ces 
deux  nombres.  On  a 

a -f-y  — a,  a*  — y'  — b. 

Si  l’on  divise  la  valeur  b de  a“ — y',  par  la  valeur  a de  x-{-yt 
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le  quotient  * exprimera  x — jr.  Don  a 


aog 


x + y—  ai  x~  y — a’  d,oi,(n°a)» 

x='ï(a  + liï'  y=\(a-bi)‘ 

4*  Problème.  On  sonnait  la  somme j a,  des  quarrêsde  deux 
nombres,  et  le  produit , bj  de  ces  quarrès.  Il  sJ agit  de  trouver  ces 
deux  nombres. 

Soient  x et  y les  deux  nombres  cherchés  ; on  aura 
xa  +ya  = a,  x'y*  = b. 

Or,  d’après  le  principe  du  n°  loi  (page  ao5)  ,‘x*et  y*  sont 
les  racines  de  l’équation 

a*  — az  -+-  b = o. 

On  a donc 


Les  doubles  signes  qui  affectent  tes  radicaux  fournissent  les 
quatre  systèmes  de  valeurs  de  x et  y qui  satisfont  aux  équa- 
tions proposées. 


Exemple.  Soient  a — 34,  b = aa5  ; 
on  en  déduit 

~®.==,7»  ia*  = (ia)=i7’  = 289,  î«a-6  = 64, 

yJ-^  — bzx.  8,  x = :£5,  y=±3. 

Si  l’on  combine  chacune  dés  deux  valeurs  de  x avec  cha- 
cune des  deux  valeurs  dey,  on  obtiendra  les  quatre  solutions 
du  système 

X* + ?*■==  34,  iy  = »a5. 

•4 
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5*  Problème.  Trouver  deux  nombres  x > y , dont  la  nomme 
des  quarrés  soit j a,  et  dont  le  produit  soit  b.  On  aura 

(')•••  x,-\-y%=’a,  xy  = b. 

Ces  équations  peuvent  se  résoudre  par  différentes  méthodes, 
i'*  Méthode.  On  élimine  entre  les  équations  (i),  en  subs- 
tituant dans  la  ire  équation,  la  valeur  — de  y tirée  de  la  2* 
équation;  ce  qui  conduit  à 

x*  — ax*  -f-  b*  — o. 

Pour  résoudre  cette  dernière  équation,  on  pose  r*  = 2 ; elle 
devient 


2* — az-f-ù*=o;  d’où  2 


= ïa~\/\a%-b'- 


Désignant  ces  deux,  valeurs  de  2 par  ni  et  n,  on  a 
z — x*=m,  z = x’  = n , — a. 

Si  l’on  prend  x*=m,la  valeur  correspondante  de  y*  déduite 
de  x“+  y=  a , sera  y"=  a — m = n,  car  m -f-  n 5=  a. 

Si  l’on  prend  xa=  n , on  aura  y*=  a — n — m. 

Les  quarrés  des  nombres  inconnus  sont  donc  m et  n.  On  ob- 
tiendra donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x et  y , eu. posant 

x'  — m,  _y*  = n;  d’où 
(2)...  xs=±  l/ira,  y — ±L  [/ n. 

Ces  quatre  systèmes  de  valeurs  de  x et  y,  satisfont  à la  con- 
dition xî-f-iy*  = a,  car  m-\-n  =: a. 

Mais,  la  condition  xy=zb  exigeant  que  a:  et  y soient  de 
mêmes  signes  (on  suppose  que  b est  positif),  on  ne  peut  ad- 
mettre que  les  deux  systèmes 

(3) ...  x = + V'm,  yi=+  Vn  II  x— — V — ~ V n‘ 

Pour  interpréter  les  deux.autrès  systèmes  . . 

(4) ...  x=-f  [/ m,  y— — y'n  ||  x = — {/ m , y = -f  >/n, 
ou  observe  que  les  valeurs  de  m et  n ne  renfermant  que  le  quarré 
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fe* , on  serait  conduit  aux  mêmes  formules  (2)  en  résolvant  les 
équations 

(5)...  x'  + y*=a,  xy  = -r- b. 

Ces  formules  doivent  donc  fournir  les  diverses  solutions  des  sys- 
tèmes ( 1)  et  (5).  Les  relations  (3)  donnant  xy  — -\-b , con- 
viennent aux  équations  Çi);  et  les  relations  (4)  conduisant  à 
xy  — — b,  conviennent  aux  équations  (5). 

Ier  Exemple-  Soient  a =34,  b — i5. 

On  en  déduit  ^a* — 6“  = 8 , m = z5,  n = g. 

Les  formules  (3)  donnent  x = 5,  y = 3,  et  x— — 5,  _y= — 3. 
2'  Exemple.  Soient  a = 34 , b — — i5- 
Les  formulés  (4)  fournissent  les  deux  solutions 

* = + 5,  y = — 3 ||  x = — 5,  y = -j-3. 

On  pouvait  prévoir  que  l’une  des  solutions  des  équations  (1) 
étant  de  la  forme  x—p,  y — q , l’autre  serait  x = — p , 
yt= — q ; car  les  équations  (1)  restent  les  mêmes  quand  on 
change  à la  fois  les  signes  de  x et  y'. 

Remarque.  Lorsque,  pour  éliminer  y entre  les  équations  (1), 

b * 

on  a remplacé  y * par  sa  valeur  — tirée  de  l’équation  xy  =s  b , 

on  a réellement  fait  usage  de  la  relation  x*yû=J>’-,  ce  qui  revient 
à élever  au  quarré  les  deux  membres  de  l’équation  primitive 
xy  — b.  Les  valeurs  (2)  de  x et  y sont  donc  les  mêmes  que 
celles  que  l’on  déduirait  des  équations 

x*-\-y*  — a,  x*y*  = b1 , 

qui  comprennent  non-seulement  le  système  primitif  proposé, 
x*+y*=a,  xy  = b, 
mais  encore  le  système 

ra-f-_y’E=  a,  xy=,  — b. 

On  devait  donc  effectivement  parvenir  à toutes  les  valeurs 
de  x et  y qui  satisfont  à ces  deux  systèmes  d’équations. 

i4-. 
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2*  Méthode.  Les  équations  (i)-..  x*  -f-  y* = a , xy  — b , 
peuvent  servir  à calculer  la  somme  et  la  différence  des  incon- 
nues x,  y,  car  elle?  donnent 

x*-f-_y*+  2xy=ia  -f-  ib,  x*+^* — xxy—a  — zb, 
ce  qui  revient  à 

(x  -j- y)*  — a + ib , (x  — _),)*  = a — 2 b.  ' 

Extrayant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  de  chaque 
équation , et  désignant  par  2*  et  iG  les  valeurs  arithmétiques 
de  \Za-t-zb  et  l/a — 2 b,  on  aura 


x -\-y  — zhztt,  x — y = ± 2?. 

Les  doubles  signes  + et  — conduisent  aux  quatre  systèmes 


x+y  = + -3*,  x—y  = + t C; 

d’où 

. x =— 

(«  + £),  r- 

(«~0, 

x+y=— »*,  x—y  — — iC ; 

d’où 

x = 

— («4-cj»  r= 

-(«-  0. 

x+y=z  + ia,  x— y = — if; 

d’où 

x = 

(c-O,-  r = 

(«4-0, 

x+y  = — *x,  x — y—  + aC; 

d’où 

x= 

-(a-C),.r  = 

-(«4-0. 

On  voit  que  ces  quatre  systèmes  ne  fournissent  que  deux  so- 
lutions du  problème  proposé  ; car  les  deux  nombres  cherchés 
sçnt  a -j-  G et  a — G , ou  — (*  + C)  et  — (*  — G ). 

i*r  Exemplb.  Soient  g =34,  i=i5. 

On  en  déduit 

2 *—  [/a -j-?.b=  l/64=8,  2o=  \/ a — 26=  y/ 4=2, 

et  = 4,  ® — 1 , a -j-  £=  5,  a — G 3. 

Les  deux  nombres  cherchés  sont  donc  -f-  5 et  ■+•  3,  ou  — 5 

et  — .3. 

2*  Exemple.  Soient  a — 34,  b =.  — i5. 

On  trouve  *=  1 , 4,  *+£=5,  et  — C = — 3. 

Les  deux  nombres  cherchés  .sont  donc  -f-  5 et  — 3 , ou  — 5 
et  -f  3. 

Remabque.  Les  valeurs  j ^ a -f-  26,  { [/a  — o.b,  de  et  et  G , 
renfermant  les  premières  puissances  des  données,  a,  b,  les  ex- 
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pressions  ± (*  + £)  > — (*  — des  inconnues  x , y , ne  peuvent 
convenir  qu’aux  équations  (i)  proposées;  de  sorte  que  la  2'  mé- 
thode offre  l’avantage  de  ne  pas  conduire  à dès  valeurs  étran- 
gères des  inconnues , c’est-à-dire  à des  valeurs  qui  ne  satisfont 
pas  aux  équations  du  problème. 

103.  En  général , lorsqu’ en  résolvant  des  équations  littérales, 
on  parvient  à des  valeurs  des  inconnues  qui  renferment  les  pre- 
mières puissances  de  chacune  des  données  j toutes  ces  valeurs  des 
inconnues  satisfont  nécessairement  aux  équations  proposées  ; 
de  sorte  qu’on  n’obtient  pas  de  solutions  étrangères  aux  équa- 
tions. Quand  les  valeurs  des  inconnues  ne  contiennent  pas  les 
premières  puissances  de  toutes  les  donnéesj  on  trouve  plusieurs 
systèmes  de  valeurs  des  inconnues,  dont  les  uns  satisfont  aux 
équations  proposées,  et  dont  les  autres  conviennent  à d’autres 
systèmes  d’équations  ; de  sorte  qu’on  obtient  des  solutions  étran- 
gères aux  équations  proposées. 

Ainsi,  dans  les  quatre  premiers  problèmes  (pages  ao5...2og), 
les  valeurs  des  inconnues  repfermant  les  premières  puissances 
de  toutes  les  données,  toutes  cea  valeurs  ont  satisfait  aux  équa- 
tions proposées. 

Dans  le  5'  problème  (pages  210  et  21 1) , la  première  méthode, 
ayant  conduit  à des  expressions  des  inconnues  x,  y, qui  ne  ren- 
ferment que  lnquarré  de  b,  on  a trouvé  deux  systèmes  de  valeurs 
de  xety»,  qui  ont  satisfait  aux  équations  proposées  x1-t-^'*  = a, 
xy  = b,  et  deux  autres  systèmes  qui  satisfont  aux  équations 

«*+y=«»-*y=— b. 

La  2e  méthode  conduisant  à des  valeurs  de  x et  y qui  ren- 
ferment les  premières  puissances  des  données  a,  b , toutes  ces 
valeurs  ont  satisfait  aux  équations  proposées. 

$ III.  Propriétés  des  trinômes  du  second  degré. 

104.  Tout  trinôme  du  second  degré  x%  -J-  px  -f-  q est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  du  premier  degré, , x — x',  x — x*;  et  pour 
trouver  ces  facteurs , il  suffit  de  chercher  lés  racines  x',  x",  de 
l’équation  x*  -f-  px  -+-  q = o , n°  91  (page  ig5). 
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Exemple.  Soit  le  trinôme  x* — 6x-f-8. 
Pour  le  décomposer  en  deux  facteurs',  on  fait 


x * — 6x  + 8 = o ; d’< 


: = 4 e*  xssa. 


Les  facteurs  demandés  sont  x — ^ et  x — 2. 

Le  produit  de  x — 4 Par  x — 2 est  effectivement  x' — 6x-f~8. 

1 o5.  Quand  ax2  -^-bx  c est  un  quarré , b*  — 4ac  se  réduit  à 

zéro , et  la  réciproque  est  vraie ; car  les  deux  premiers  termes 


de  la  racine  quarrée  de  ax2  -f-  bx  -f-  c sont  x\/a  + ‘ 


le  reste  correspondant  est 


4 ac—  b2 

4 « 


Va’ 


, et  suivant  que  ce  reste  est 


nulotf  n’est  pas  nul , b2 — 4oc  est  nul  ou  n’est  pas  nul  ; de  sorte 
que  ax2  -f-  bx  -f-  c est  un  quarré  on  n’est  pas  un  quarré. 

106.  Dans  tout  trinôme  du  second  degré  de  la  forme  x2-\-px-\-q, 
f on  peut  toujours  assigner  une  valeur  réelle  y de  x qui  rende  le 
j*r  terme  x2  plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  la  somme  px-\^q 
des  autres  termes j et  qui  soit  telle  que  toute  valeur  de  x plus 
grande  que  y jouisse  de  la  même  propriété.  On  suppose  que  p 
et  q désignent  des  nombres  positifs  ou  négatifs. 

Nous  chercherons  d’abord  la  valeur  de  x.  qui  donne 

x2>px  + q. 

Si  c représente  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  coeffi- 
ciens p,  q,  on  aura 

ex  -\-c~j>px-\-q.  . ■ : . 

Il  suffit  donc  de  rendre  x*  > ex  -f  c,  ou  x*  > c (x  1). 

. « q rx*  — 1}  1 

Ce  qui  revient  à (1)  ...  x*  > , car = x + 1. 

2 x — 1 x — 1 

Or,  en  supposant  x > 1 , on  satisfait  évidemment  à l’inéga- 
lité (1)  en  posant 

cx%  , 

x*  — : d’oii  x = c + 1 . 

X— - I . • 

La  valeur  de  x qui  rend  le  1"  terme  x 2 du  trinôme  x'-^-p  r-\-q 
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plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  la  somme  px  4*  qdes  autres 
termes j est  donc  égale  à la  valeur  absolue  c du  .plus  grand  des 
coefficient  gj  q^  prise  positivement  et  augmentée  de  i . 

Toute  valeur  de  x plus  grande  que  c -f- 1 Jouit  de  la  même  pro- 
priété ; car  en  représentant  par  C un  nombre  quelconque  plus 
grand  que  c , la  valeur  de  x qui  rendra  x*  > Cx  + C,  donnera 
à plus  forte  raison 

ci-f"  c,  x*  > px  -h  ? > 

et  d’après  ce  qui  précède ) on  satisfait  à la  condition  x*  ^»Cx  + C, 
en  prenant  x = C -+■  1 ; ce  qui  revierit  à donner  à x une  valeur 
quelconque  plus  grande  que  c+  i. 

Lorsqu’on  fait  x — — z,  le  trinôme  x*-J -px+'q  devient 
z*  — pz  -j-  q;  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  coefficiensp,. 
q,  est  toujours  c;  et  d’après  ce  qui  vient  d’être  démontré , la 
valeur  2 = c -f-  1 rend  z*  f>  — pz  + q , ainsi  que  toutes  les  va- 
leurs de  z plus  grandes  que  c 4-  1 ; or  x = — 2;  par  conséquent,, 
la  valeur  négative  x = — (c  + i)  rend  x1  > px  -J-  q , et  toute 
valeur  négative.de  x , plus  grande  en  valeur  absolue  que  c 4-  G. 
jouit  de  la  même  propriété. 

Il  résulte  de  cette  discussion  qu’en  désignant  par  S' un  nombre 
positif  quelconque  j et  par  c la  valeur  absolue  du  plus  grand 
des  coefficiens  p_,  q,  chacune  des  valeurs  x = (c-f-i  -{-J'), 
X = — (c-j-  1 + <1)  rend  positif  le  trinôme  x*  -f-  px  4~  q et 
rend  négatif  le  trinôme  — xa  4"  px  -f-  q. 

Ier  Exemple.  Soit  le  trinôme  x1  — 5x  -f-  4- 

On  a,  c=5  ; chacune  des  valeurs  x=6-+- J1,  x=  — “(6-J-J), 
rend  x*  — 5x  -f-  4 positif;  car 

x=  6 4-  donne  x* — 5x4-4  = ^'a  + 
x = — (64-^)  donne  xa — 5x  4- 4 = + *7  ^ + 7°> 

et  étant  positif,  on  voit  que  ces  deux  valeurs  de  x*  — 5x  4-  4 
sont  positives. 

Cela  est  d’ailleurs  évident  ; car  x1  — 5x  -f-  4 étant  le  produit 
de  x — 1 par  x — 4 > toute  valeur  de  x plus  grande  que  6 rend 
ces  deux  facteurs  positifs. 


. Digitized  by  Google 


* 


2l6 


ALGEBRE. 


2e  Exemple.  Soit  le  trinôme  — 1‘  -f-  5x  — 4- 

On  verra,  comme  dans  le  Ier  exemple,  que  ce  trinôme  de- 
vient négatif,  pour  chacune  des  valeurs  x=  6 x=—  (6rf-<>') , 
quelle  que  soit  la  valeur- positive  qu’on  assigne  à 

107.  Lorsque  dans  le  trinôme  ax‘-\-  bx  4-  c,  le  coefficient  de  x* 
est  plus  grand  que  zéro > il  existe  toujours  une  infinité  de  valeurs 
réelles  de  x j qui  rendent  ce  trinôme  positif  et  ces  valeurs  de  x 
peuvent  toujours  croître  jusqu  à l’infini  positif  et  négatif. 

Cette  propriété  se  déduirait  de  ce  qu’il  est  toujours  possible 
de  rendre  le  i*r  terme  d’un  trinôme  plus  grand  que  la  somme 
des  deux  autres  (n°  106).  Mais  on  peut  aussi  la  démontrer  en 
décomposant  ax%  + bx  -f-c  en  deux  facteurs  du  Ier  degré;  ce 
qui  offre  trois  cas. 

Pour  abréger,  nous  désignerons  le  trinôme  par  z. 

l°.  Lorsque  les  racines  xj  x",  de  l’équation  î=o,  sont 
réelles  et  inégales  j on  a 

z =s  a{x  — x')  ( x — x* ) . 

Toutes  les  valeurs  réelles  de  x , qui  ne  sont  pas  comprises 
entre  x'  etx",  rendent  z positif;  car  les  facteurs  x — x',  x — x", 
sont  de  même  signe;  ainsi  x peut  croître  jusqu’à  l’infini  positif 
et  jusqu’à  l’infini  négatif. 

Toutes  les  valeurs  réelles  de  x , comprises  entre  x'  et  x", 
rendent  z négatif;  car  les  facteurs  x — x',  x — x",  sont  de 
signes  contraires. 

20.  Lorsque  les  racines  x',  x",  sont  égales > on  a z=a(x — x')1, 
et  il  devient  évident  que  z reste  constamment  positif,  lorsque 
x croît  sans  interruption  depuis  — 00  jusqu’à  -f-00. 

3°.  Quand  les  racines  x',  x“ , sont  imaginaires  j on  peut 
toujours  ramener  le  trinôme  à la  forme  (1)...  zz=a[(x— 

On  voit  que  z reste  constamment  positif,  pour  des  valeurs 
réelles  quelconques  de  x depuis  — 00  jusqu’à  -+  00. 

Remarque.  Dans  ce  dernier  cas,  la  relation  (1)  fait  voir  qu’if 
existe  toujours  une  valeur  réelle  de  x qui  rend  le  trinôme  le  plus 
petit  possible.  Cette  valeur  est  x = «;  elle  donne  a C*  pour  le 
Minimum  de  z. 
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Par  exemple,  soit  z = x’  — 6 r-  -)-  8 4 1 

cela  retient  à a = (x  — 3)’  -f-  a5. 

La  valeur  x = 3 donne  25  pour  le  minimum  de  z. 

1 08.  Lorsque  le  premier  terme  d'un  trinôme  — ax*-\-  bx  -f-  c 
est  négatif  j il  se  présente  trois  cas  : 

i°.  Si  les  racines  x' , x"  de  l’équation  — ai’  -f-  bx  -f-  c = o, 
sont  réelles  et  inégales , en  désignant  le  trinôme  par  z,  on  aura 


z ===  — a(x  — x')  (x  — x")  = a(x — x')  (x"  — x). 


Cette  égalité  démontre  que  toute  valeur  de  x comprise  entre 
x'  et  x"  rend  z positif  , car  x — x'  ét  x* — x sont  de  même  si- 
gne ; tandis  que  toute  valeur  de  x , non  comprise  entre  x'  -ctx*, 
rend  z négatif,  puisque  x — x'  et  x" — x deviennent  de  signes 
contraires. 

Remarque.  Il  existe  toujours  une  valeur  finie  de  x qui  fournit 
la  plus  grande  valeur  positive  de  z ; car  la  somme  des  facteurs 
positifs  x — x' , x"— x;  étant  constante,  on  obtiendra  cette 
valeur  de  x en  posant 

x — x = x'  — x (n°  102)  : d’où  X—  - (x'-f-  x"). 

2 


Le  maximum  de  * sera  a 


2°.  Si  les  racines  x',  x",  sont  égales  j on  aura 


z=  — a(x  — x')*. 


Cela  démontre  qne  toutes  les  valeurs  réelles  de  x rendent  z 
négatif,  à l’exception  de  la  valeur  x =?x'  qui  donne  z=o. 

3°.  Enfin,  suies  racines  x',  x”,  sont  imaginaires,  oti  aura 

z — — a [(x  — Ca], 


et  par  conséquent,  toute  valeur  réelle  de  x rçndra  constam- 
ment z négatif. 


10g.  On  peut  déterminer  directement  les  valeurs  réelles  de 
x qui  fournissent  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  positive 
du  trinôme  ±az‘+èx+c,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  dé- 
composer ce  trinôme  en  deux  facteurs. 
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A cet  effet,  on  égaiera-  le  trinôme  proposé  à une  indéter- 
minée a,  on  en  déduira  x eu  fonction  de  a;  et  x -devant  être 
réel , il  sera  facile  de  découvrir  le  maximum  ou  le  minimum 
de  z. 

i°.  Soit  -j-  ax“  -4-  ôx  4-c  = a. 

On  en  tire  x = — ( — b ±.  ÿ b 2 — /Lac  + 4 aa). 
a a 

x devant  être  réel  et  z étant  supposé  positif,  z ne  peut  avoir 
une  limite  que  lorsque  b * — 4 ac  est  une  quantité  négative  — •«*; 
dans  ce  cas,  les  racines  de  l’équation  uxa -J-  bx  + c = o,  sont. 
imaginaires  j et  on  a 

x = — ( — b ±.  V 4ffi  — «■*)• 

2 a 

Il  devient  évident  que  l’hypothèse  4 az  — ct‘,  fournit  la  plu* 

b 

2 a ' 

2°.  • Soit  — axl  + bx  •+■  c = a. 


<(*  * 

petite  valeur  de  a;  la  valeur  correspondante  de  x est  ■ 


On  en  tire  x = — (b  ± y' b'  4-  4ac — 4°*)* 


ia 


Ces  valeurs  de  x doivent  être  réelles,  et  l’on  suppose  que  z est 
positif.  Par  conséquent,  z ne  peut  avoir  une  limite  que  lorsque 
b‘  -f-  \ac  est  positif,  c’est-à-dire  quand  les  racines  de  l’équation 
— ex”  ~f-èr-f-c  = o,  sont  réelles;  et  dans  ce  cas,  l’hypothèse- 
b‘ 4ac  — 4az  = o,  fournit  la  plus  grande  valeur  positive 

4-  4ac  . , , , , b 

— 7^——  de  a;  la  valeur  correspondante  de  x est  x—  — . 
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CHAPITRE  IY. 

Des  Puissances  et  des  Racines.  Des  Combinaisons. 

no.  La  n“mt  puissance  d’une  quantité  est  le  produit  de  n 
facteurs  égaux  à cette  quantité  ( page  8). 

Pour  indiquer  une  puissance  d’une  quantité,  on  renferme 
celte  quantité  entre  parenthèses,  et  on  place  l’es  posant  de  cette 
puissance  à droite  de  la  parenthèse  et  un  peu  au-dessus. 

Ainsi , ( af)n  marque  la  niime  puissance  de  ap,  e t (a  + A + c)* 
désigne  la  niim‘  puissance  du  trinôme  a -f-  b -f-  c. 

On  fait  quelquefois  usage  des  double  parenthèses.  Par  exem- 
ple , pour  représenter  la  cinquième  puissance  de 

(a  -f-  6)*  — (a  — b)3  — c,  on  écrit 
{(a  T>)%  — (a  — 6)s  — c}5. 

§ Ier.  Puissances  et  Racines  des  monomes. 

m.  l°.  On  obtient  la  n“mt  puissance  d’une  quantité  affec- 
tée d’un  exposant j en  multipliant  V exposant  par  n;  car 

(<j“)3  = a‘  X a*  X a3  = a,+a+*  = a6 , 

{a?y=  a?  X apX  ap  X.  ■ . -X  a?  — +-p  — apn. 

3*.  Pour  élever  un  produit  à une  puissance,  il  suffit  d’élever 
cluique  facteur  à cette  puissance  ; cor  un  produit  ne  chan- 
geant pas  de  valeur  dans  quelque  ordre  qu’on  effectue  les  mul- 
tiplications, on  a 

(abc)3  = abc  X abc  X abc  — aaabbbccc  — a3b3c 3 , ' 

(ab)n  —abXab'X.ab'X...X.-ab—(aaaa. . .)x(bbb...)—a*bB. 

3°.  Pour  former  la  n‘‘"'e  puissance  du  ptodp.it  de  plusieurs 
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quantités  affectées  d’exposans,  on  élève  à la  n‘‘m‘  puissance  le 
coefficient  numérique  qui  peut  affecter  ce  produit,  et  on  multi- 
plie chaque  exposant  par  n.  Cela  résulte  de  (20)  et  (t°). 


Ainsi,  (3a’é6)*  = 3*  (a1)'  (b5f=  8ia'bao. 

4°.  On  trouve  la  n'imt  puissance  d’une  fraction  en  élevant 
séparément  le  numérateur  et  te  dénominateur  à celte  puis- 
sance; car 


a 

b 


a a 

XÏX6  = 


aaa n3 

bbb~¥’ 


©"  a a a a aaa ...  a a * 

~by'ï><ï  X-X  l — bbb.  . .b  ~ F 


5°.  Toute  puissance  de  degré  pair  d’une  quantité  positive 
ou  négative  est  positive ; toute  puissance  de  degré  impair  d’une, 
quantité  a le  signe  de  cette  quantité.  Cela  se  déduit  des  pro- 
priétés du  n°  16  (1°,  2°  et  3°).  Par  exemple, 

(4-3)'  = +81 , (-3)'= (+*)*=  + 8,  (-2)3=- 8. 

II  en  résulte  qu 'aucune  quantité  élevée  à une  puissance  de 
degré  pair  ne  peut  donner  un  résultat  négatif. 


Racines  des  nwnomes. 


H2.  La  racine  niim‘  d’une  quantité  étant  le  facteur  qui , 
élevé  à la  ni/m‘  puissance,  reproduit  cette  quantité  (page  8) , il  en 

n 

résulte  que  la  ni,m‘  puissance  de  V'  a est  a. 

Nous  démontrerons  par  la  suite  qu’un  radical  a autant  de 
valeurs  qu’il  y a d’unités  dans  son  indice.  Nous  ne  considé- 
rerons ici  que  les  valeurs  arithmétiques  des  radicaux  , c’est-à- 
dire  les  valeurs  réelles  positives  de  ces  radicaux  (n°  83). 

Pour  revenir  des  puissances  à leurs  racines,  il  suffît  de  ren- 
verser les  règles  du  n?  1 1 1. 

i°.  On  obtient  la  racine  niimt  d’une  quantité  affectée  d’un  ex- 
posant, en  divisant  f exposant  par  n. 
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Ainsi,  \/asz=a',  \ZaPn  = ar. 

2°.  Pour  trouver  la  racine  n‘imt  d'un  produit,  il  suffit  d’ex- 
traire la  racine  n'u‘  de  chaque  facteur. 

Ainsi , V a‘b3ci  —\/ a?  V b3  \/ c'  = abc, 

n n n . 

V/ô"6"  =V/““  V/^k  = ab, 

n n . n n 

\/ abc  = \é  a X }/b  X Ve- 
On  peut  démontrer  directement  cette  dernière  propriété;' car 

n n n 

la  niimc  puissance  du  prod.uit  \/aX  \Vb  X c étant,... 
(W  x'  (W  X ( > ou  oXiXc,  il  s’ensuit  que 

n n n 

la  quantité  |/sXV^X  l/c  exprime  la  racine  nw“*  de 
<J  X b X c ; de  sorte  que 

n n n » 

1/âxiXe  =»/âx  X l/c. 

3°.  Pour  obtenir  la  racine  ni>me  du  produit  de  plusieurs  quan- 
tités affectées  d’ exposons  , o»  extrait  la  racine  nilm‘  du  coeffi- 
cient numérique , et  on  divise,  chaque  exposant  par  n.  Cela  ré- 
sulte de  (2°)"e t (i°). 

4 4 1 4 

Ainsi,  \fQxaibio—V^'1  Ÿ a*  y/ ba°  — 3a'bi. 

If.  On  trouve  la  racine  niiK‘  d’une  fraction  en  prenant  sépa- 
rément la  racine  n‘ime  du  numérateur  et  du  dénominateur. 


fa'  {/a3  a 

m n 

fa"  \/ a»  a 

n h 

V b»  », _ 6’ 

V.b" 

V b 

V*> 

1 1 3.  Quand  tous  les  exposons  des  quantités  qui  sont  sous  un 
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radical  ne  sont  pas  divisibles  par  l’indice  de  ce  radical , l’ex- 
traction indiquée  ne  peut  pas  s’effectuer  exactement  ; on  ré- 
duit alors  le  radical  à sa  plus  simple  expression , en  faisant 
sortir  de  dessous  le  radical  tous  les  facteurs  qui  ont  des  racines 
exactes.  Ainsi , 

3 3 3 3 3 

\/  4oa468=  J/  2ia366x5a6*=  \/  23a3i>GX  V'  5ab*=2ab*  \/  5 ab‘. 

Tant  qu’on  ne  donne  pas  des  valeurs  particulières  à a et  b, 
on  ne  peut  pas  réduire  le  radical  à une  forme  plus  simple. 

En  générai  : Pour  réduire  un  radical  du  nlim‘  degré  à sa 
plus  simple  expression  j on  décompose  en  ses  facteurs  pre- 
miers le  coefficient  numérique  dn  monome  placé  sous  le  ra- 
dical ; on  divise  ensuite  par  n tous  les  exposans  des  facteurs 
monomes,  ce  qui  fournit  des  quotiens  entiers  et  des  restes 
correspondons  moindres  que  n.  Il  est  alors  facile  de  décom- 
poser la  quantité  placée  sous  le  radical  en  deux  facteurs,  dont 
l’un  ne  renferme  que  des  exposans  divisibles  par  l’indice  n du 
radical , et  dont  l’autre  renferme  des  exposans  moindres  que 
n.  La  racine  niim‘  du  Ier  facteur,  multipliée  par  la  racine  indi- 
quée dit  second  facteur , détermine  la  plus  simple  expression 
algébrique  du  radical  proposé. 

3 

Exemple.  Soit  64 oo6’7c’3. 

On  décompose  64oo-  en  ses  facteurs  premiers , d’après  la  mé- 
thode indiquée  ( Arith.j  n°  48).  On  trouve  que  64oo=28x5*; 
de  sorte  que 

3 3 ; 

v/ 64ooè'7c13  = l/î’xü ’X^’X  c'3. 

On  d ivise  les  exposatis  8,  17,  i3,  par  3,  ce  qui  fournit  les 
quotiens  entiers  2,  5, 4 et  les  restes  2,  2,  1.  On  en  déduit  que 

8 = 3xj+î,  17  = 3x5  + 2,  i3  = 3 x 4 4*  •• 

28  = 23X!H-*  = 23x,X2‘,  b'7  = b3xà+‘ = b3xS  Xb\ 

c.>=ci*i+.  = ci*(j<Ci 

Le  radical  devient 
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p/ (2 'X*/,3X5C3X4)  X ('2a  X 5“  X AV)  , OU 

3 ' 3 

\/ 23x*63X5c,X4  X 1/2“  X 5*  X AV.  ' 

3 

Ce  qui  se  réduit  à 2,A5c*p/,iooé“c. 

Pour  faire  sortir  un  facteur  de  dessous  un  radical  du  nUm‘ 
degré  j il  suffit  d'extraire  la  racine  nUmt  de  ce  facteur  ; et  ré- 
ciproquement, lorsqu'on  veut  faire  passer  vous  un  radical  du 
n,/me  degré  un  facteur  placé  hors  de  ce  radical , on  élève  le  fac- 
teur à la  n,,m‘  puissance;  -car 

n n n n n • n 

\/ aP*  X A = y/aT  X \Zb  = a>yb,  et  a’\/i  = p'V-'x  A. 
Par  exemple , ' 

V/ uBoa  = a'y  b*  et  a1  = p/  (aa)3A*  = p''" a#A*. 

1 14.  La  plupart  des  extractions  de  racines  ne  pouvant  pas  se 
faire  exactement , et  le  calcul  des  valeurs  approchées  des  racines 
incommensurables  étant  très  long,  on  a cherché  à effectuer,  sur 
les  quantités  soumises  aux  signes  des  radicaux , les  opérations 
indiquées  sur  les  racines  de  ces  quantités  ; on  réduit  ensuite 
les  derniers  résultats  à leurs  plus  simples  expressions  algé- 
briques, par  la  méthdde  du  n°  n3. 

lorsque  les  quantités  placées  sous  des  radicaux  du  même 
degré  sont  les  mêmes,  on  dit  que  ces  radicaux  sont  semblables , 
et  quand  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  remplies,  les  radicaux 
sont  dissemblables.  Cela  posé: 

i°.  L'addition  et  la  soustraction  des  radicaux  semblables 
s' effectuent  sur  les  coefficiens  de  ces  radicaux  ; car  011  peut  re- 
garder le  radical  comme  une  certaine  unité  qui  est  répétée 
un  nombre  de  fois  marqué  par  le  coefficient  de  chaque  radical. 
Ainsi, 

4 _ 4 4_  _ _ _ 

8[/a-\-5V  a=i3y  a,  iby1 a — 3c  y a=(2A—  3c)  y a. 

2°.  Quand  des  radicaux  réduits  à leur  plus  simple  expres- 
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sion  sont  dissemblables  , on  ne  peut  qu’indiquer  t addition  et  la 
soustraction. 

Ainsi,  la  somme  des  radicaux 

3 3 3 3 

2 a\/  ab% , 5a  l/ ab  est  2a[/  ab* 5a[/  ab , 

3 t 3 ' , ' ' 

et  leur  différence  est  2a  \/ ab * — 5 a^/ab. 

3°.  Pour  multiplier  entre  eux  des  radicaux  du  mime  degré, 
il  suffit  de  former  le  produit  des  quantités  qui  sont  sous  les  ra- 
dicaux-, et  de  mettre  ce  produit  sous  un  radical  du  mime  degré  ; 
car  on  a démontré  (page  221 , 20),  que  . 


V/aX  l/iXl/c=V/“XiXci 
Cett.e  règle  générale  donne 


\i  loaV’X  y/\a’b6  = y 4oa+^8  =•  2ab* ÿ 5ab*, 

5 ' 5 5 5 

2a  t/ 3aa63X  36V y/ ^alb7d~(3ab'‘c \/ 2ia56'°c/=6aW\/2ic/. 

4°.  La  division  de  deux  radicaux  du  même  degré  l’un  par 
l’autre  s’effectue  en  indiquant  la  division  des  quantités  placées 
sous  ces  radicaux  et  en  mettant  le  quotient  sous  un  radical  du 

n n 

mitne  degré  y car  la  n,imr  puissance  de  —g—  étant  ou  - » 

V~b  (t/Z)- 

» 

. . . y a . , . ,,  ' a , 

la  quantité  exprime  la  racine  /»**"*  de  de  sorte  que 

t/Z 


y a 

n * 

t/Z 


AM.  E^*=v/S:=/55î-=AV4r, 


y 10  a“64 


S /(«*■  s 
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5°.  La  valeur  arithmétique  d'un  radical  ne  change  pas , 
lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  par  un  même  nombre,  l’in- 
dice du  radical  et  les  exposans  de  la  quantité  qui  est  placée  sous 
le  radical. 

m 

En  effet,  soit  l/ catbi==et,  (c  désigne  le  coefficient  numérique), 
on  aura  a'"  = ca^bi. 

Elevant  les  deux  membres  à la  niim‘  puissance,  on  trouve 

mn 

= cna?nhin  j d’oii  «==  l/  c1 * * * * * * * 9a?*btn. 

Les  deux  valeurs  arithmétiques  de  « dey an t être  égales  entre 
elles , on  a 

m mn ma  m 

l/  caTbi  = y/cmaP^b?'  et  \ /cWbî*  = y'caPÏP. 

Ce  qui  démontré  les  deux  propriétés  énoncées. 

Remarque.  La  multiplication  par  n des  exposans  de  la  quan- 
tité placée  sous  le  radical , devient  à élever  cette  quantité  à la 
nitm<  puissance,  et  la  division  de-ces  exposans  par  n revient  à 
extraire  la  racine  n“"'e  de  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

6°.  • Pour  réduire  plusieurs  radicaux  au  même  indice , sans 
changer  leurs  valeurs  arithmétiques  , on  multiplie  l’indice  de 
chaque  radical  et  les  exposans  de  Ut  quantité  placée  sous  ce 
radical,  par  le  produit  des  indices  des  autres  radicaux. 

3 4 a 

Ainsi , les  radicaux  y' a'b , {/a?b,  \/ab,  réduits  au  même 
indice,  deviennent 

1 y/dW*] 

» 3 

Les  radicaux  y 5abJ , ÿqa*b,  réduits  au  même  indice, 

deviennent 

6 B 6 6 

y&a-’bB,  y faéb%,  ou  {/izScdb*,  |/4g aéb^. 

Remarque.  Lorsque  les  indices  des  radicaux  proposés  ont  un 
facteur  commun  , on  simplifie  le  calcul  en  prenant  pour  indice 
commun,  le  plus  petit  nombre  - divisible  par  chacun  de  ces 

indices. 
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Par  exemple , soient  les  râdicanx 

J S 1 4 6 S 

\/ ab , y ab* , y abs , \Ziabi,  y iabb. 

Le  plus  petit  nombre  divisible  parles  indices  a,  3,  4>6,  8, 
étaqt  24  (Arith.,  110  5i,  page  47)  » on  trouvera  que.  les  radi- 
caux proposés  réduits  au  plus  petit  indice  commun,  sont 

y a'‘b'* , y y a6b's , y 3ta+6ao , y 23aJ6‘3. 

70.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  des  radicaux  de  degrés 
diffèrens  , on  les  réduit  d’abord  au  plus  petit  indice  commun, 
et  on  leur  applique  ensuite  la  règle  qui  a été  donnée  (page  224, 
3°  et  4°). 

Ainsi  , 

6 1 5 3o  3o  3o  

l/a3  X V 4«*>7  = V a‘0  X l/  16a4 A*4  = l/  i6aa76'4  , 

y^  = yâK 

y /\aW  y i6a*è14 

8°.  On,  obtient  la  n'lm'  puissance  d’un  radical,  en  élevant  la 
quantité  qui  est  Sous  le  radical  à cette  puissance  , ou  en  divi- 
sant l’indice  de  ce  radical  par  u. 


En  effet,  on  trouve  la  n‘im’  puissance  de  y a en  formant  le 

m 

produit  de  n facteurs  égaux  b y a.  Or,  ifaprès  le  principe  qui 
a été  démontré  (page  224,  3°),  le  produit 

mm  m 

y a X y a X y a 


est  égal  à ÿ aXaXa , ou  à y a", 

i fï>fW 

m 

car  a est  n fois  facteur  60us  le  radical  y a X a X a . . . 

Donc  (1). ..  (yâ)  =z  J/ÔV 

Il  résulte  de  la  propriété  exprimée  par  cette  dernière  iden- 
tité, que 
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Or,  d’après  le  principe  établi  (page  2a5,  5°)  , on  a 

mn 'n  _ f mn  \n  m 

. Va"  = Va..  Donc  (2) . . . . V V~a  J = Va. 
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Les  identités  (1)  et  (2)  démontrent  les  propriétés  énoncées. 

Remarque.  Pour  former  la  niim‘  puissance  de  la  quantité  mo- 
nôme placée  sous  le  radical,  on  élève  le  coefficient  numérique 
de  ce  monome  à cette  puissance , et  on  multiplie  tous  les  ex- 
posa  ns  par  A ; ce  qui  est  toujours  possible. 

On  trouve  de  cette  manière  que 


( ==  V 7 W°  = Vfoa'b'°  = ab3Vfaû>  * 

• ( V 7 = V 7 a3  b*  = ab  I/7Ï. 


9°-  Pour  trouver  la  racine  niim‘  cfun  radical,  on  extrait  la 
racine  nUm‘  de  la  quantité  qui  est  sous  le  radical , ou  on  mul- 
tiplie l’indice  du  radical  par  n.  Cela  résulte  du  principe  pré- 
cédent. 

On  peut  démontrer  directement  ces  propriétés.  En  effet , 


si  » désigne  la  racine  niimt  dé  V a , la  niimt  puissance- de  « sera 

m 

égale  à j/a,  (u°  lia).'  Donc 

m 

La  racine  mlimt  de  a étant  a",  la  miim‘  puissance  de  «"  ou  «■»*, 
doit  être  égale  à a,  (n°  1 la).  Donc 


d’où 


. mn 

m=  l/a,  (n°  112). 


La  racine  n',m  de  V a est  donc  V a- 

m mm  m 

Par  conséquent , la  racine  nUm‘  de  V a°  est  V a",  ou  Va. 

Ce  qui  démontre  les  propriétés  énoncées, 

Remarque.  Pour  obtenir  la  racine  hUmt  du  monome  placé 
sous  le  radical , on  extrait  la  racine  nt,m,  du  coefficient  numé- 

i5«. 
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rique  de  ce  monome,  et  on  divise  tous  les  cxposans  des  facteurs 
monomes  par  n.  Quand  ces  deux  opérations  ne  peuvent  pas 
s’effectuer  exactement , on  obtient  la  racine  niim‘  du  radical  en 
multipliant  son  indice  par  n. 

On  trouve  de  cette  manière,  que  la  racine  cubique  de 

. 5 5 S 

\/8a 3b6  est  1/2 ab* , car  ySa’b6  = zab* , 

6 30 

Pt  que  la  racine  cinquième  de  l/ yê'b7  est  y ycfb7. 

5 ‘ 

Pour  obtenir  la  raciüc  quatrième  de  2 ab*ÿ  'jafrc,  on  fait 
d’abord  passer  le  facteur  2 ab'Â  sous  le  radical,  en  l’élevant  à 
la  5*  puissance  (page  223)  ; le  radical  proposé  devient 


5 • 5 - 

l/32n56‘°  X 7<ï6“c  ou  y 22^abb'“c, 


et  sa  racine  quatrième  est  \/ 224 a66‘"c. 

* m 

Pour  indiquer  la  racine  n'lm‘  de  ÿ a,  on  écrit 
De  sorte  que 


(O- 


n ■ " 

I m nm  / 

• y l /a=l/a,  y- 


m mn  m 

\/aFi  — yâ^=  y1  ai. 


Quand  l’ indice  d’un  radical  est  le  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs j on  obtient  la  valeur  de  ce  radical , en  extrayant  successi- 
vement les  racines  des  degrés  marqués  par  ces  facteurs  j cela 
résulte  de  la  formule  (1). 

Par  exemple,  le  nombre  6 étant  le  produit  de  2 par  3,  on 
obtient  la  racine  6'  de  64  en  prenant  la  racine  2e  de  la  racine 
3*  de  64 , ou  en  prenant  la  racine  3e  de  la  racine  2“  de  64. 


1 15.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  que  Ifs  valeurs  arith- 
métiques des  radicaux  ; de  sorte  que  chaque  radical,  n’avait 
qu’une  seule  valeur.  Mais,  il  résulte  des  propriétés  énoncées 
dans  le  n°  ni  (5°)  que  lorsqu’on  a égard  aux  signes  -f-  et  — , 
un  radical  peut  avoir  deux  valeurs  réelles  ; car  d’après  ces  pro- 
priétés : 
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l®.  Toute  racine  de  degré  pair  d’une  quantité  positive,  a 
deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi, 

4 S 4. 4 _ 

V/i6  = rt  2,  [/ a‘‘J  = ± a',  j/ iba,2b  — ±.aa3{/b. 

2°.  La  racine  de  degré  pair  d’une  quantité  négative  n’a 
aucune  valeur  réelle  ; car  toute  puissance  paire  d’une  quantité 
positive  ou  négative,  est  une  quantité  positive.  On  dit  par  ce 
motif  que  cette  racine  est  imaginaire. 

• 4 

Ainsi,  \/ — 16  est  imaginaire. 

3°.  Toute  racine  de  degré  impair  d’une  quantité  positive  ou 
négative  a une  seule  valeur  réelle  , qui  est  de  même  signe  que 
la  quantité. 

3 3 

Ainsi,  |/  —J- S =4-2,  y/ — 8 = — 2., 

* 3 - 

\/  8ab  = 2 a‘ , y'  — 8a6  = — 2a*. 

4®.  Un  radical  de  degré  impair  conserve  sa  valeur , lorsqu’on 
change  à la  fois  le  signe  placé  hors  du  radical  et  de  signe  de  la 
quantité  qui  est  sous  le  radical.  Cela  résulte  de  (3°J. 

Ainsi , 

+ l/— 8= — !/+ 8=— 2,  — v/^=  + l/+8=v/8=2. 

116.  On  a démontré  (n°  ; 12,  i°)  que  pour  extraire  la  ra- 
cine nl/m‘  de  am , il  suffit  de  diviser  l’exposant  m par  n. 

Quand  le  quotient  est  un  nombre  entier  q , la  racine  n,im‘ 
de  am  est  ai. 

Lorsque  m n’est  pas  divisible  par  n,  on  ne  peut  pas  obtenir 
la  valeur  exacte  de  la  racine  demandée,  et  au  lieu  d’indiquer 

n 

cette  racine  par. le  radical  y/ am,  on  peut  affecter  a de  l’ejr- 

TTl  n m 

posant  fractionnaire  — . De  sorte  que  \/  am  et  o"  indiquent 

également  la  racine  nUmt  de  am. 

Il  en  résulte  que  la  nUm‘  puissance  de  chacune  des  quantités 

n n 

y/  a",  a"  est  a1". 
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Par  exemple,  7 n’étant  pas  divisible  par  4,  la  racine  qua- 
trième de  a 7 n’est  pas  exacte;-  mais  en  indiquant  la  division  de 
7 par  4,  l’exposant  de  a dans  la  racine  cherchée,  devient  un 

nombre  fractionnaire  ^ ; de  sorte  que  y a7  et  aï  indiquent 
également  la  racine  quatrième  de  a7. 

11 7.  L’emploi  des  exposans  fractionnaires  étant  très  com- 
mode dans  les  calculs,  nous  allons  démontrer  que  Us  règles  re- 
latives aux  exposans ■ entiers , conviennent  aux  exposans  frac- 
tionnaires. 

Nous  prouverons  d’abord  qu’on  a 

p 1 2,1  r » ? s / A* 

(i)...fl,Xfl*  = ûm  *,  am  a"  = am  ”,  Va'V=»à”‘. 

En  effet,  les  principes  établis  (n“  114,7“,  3°  et  4°) , donnent 

■»  • mn m m ai  . / » \n  • 

(a;...  [/ ârx  1/ "+•/"•,  \/ aP : 

et  la  transformation  de  ces  radicaux  en  exposans  fractionnaires 
conduit  aux  relations  (1). 

Par  exemple,  la  relation 


conduit  à 


\ /af  X V al  — 

L i Pn~Hm  ££.,!££  r , y 
a”  X a*=ïa  1,1  * = am”  m*=am  n . 


La  formule  (3)...  ~ =<z  * convient,  au  cas  où  « désigne  un 
c * 

nombre  fractionnaire  quelconque.  En  effet;  soit  — — - =», 


on  aura 


£ t 


am  : a*  = am  “ = a“,  a"  ; a“  = a"  " = a 

Multipliant  ces  équations  membre  à membre , et  observant 
que  le  produit  des  premiers  membres  se  réduit  à l’unité , on 
aura  la  relation 


J £ £—1 
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i=a*Xa-*‘;  d'où'—  =«  * et  = u“; 

a-  û— 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

On  en  déduirait,  comme  dans  le  n°  34» que  les  formules  (.1) 
sont  vraies  pour  des  exposans  fractionnaires  négatifs. 

Les  formules  (1)  et  (3)  convenant  à des  exposans  commen- 
surables  quelconques,  le  principe  du  n°  i3  , démontre  qu’elles 
conviennent  également  à des  exposans  incommensurables. 

Remarque.  La  notation  des  exposans  fractionnaires  est  due 
à Descartes.  Cette  notation  est  la  plus  naturelle  et  la  plus  com- 
mode, parce  que  l’analogie  qui  existe  entre  les  exposans  entiers 
et  les  exposans  fractionnaires,  permet  d’appliquer  les  mèmès 
règles  à ces  deux  classes  d’exposans.  Au  contraire,  le  signe  ra- 
dical, n’ayant  aucun  rapport  avee  l’opération  qui  engendre 
les  radicaux,  il  a fallu  des  raisonnemens  particuliers  pour  dé- 
couvrir les  règles  relatives  au  calcnl  des  radicaux. 

En  général  : la  notation  qui  offre  le  plus  tT avantages  > est 
toujours  celle  qui  dérive  immédiatement  de  la  nature  de  l’opé- 
ration que  l’on  veut  indiquer. 

1 18.  L’emploi  des  exposans  fractionnaires  et  négatifs,  fournit 
le  moyen  d 'ordonner  les  polynômes  qui  contiennent  des  radicaux, 
monomes.  Pour  ordonner  le  polynôme, 

9 V'a  + l + ÿ*1  + — TZ  + -^+2^  + 7, 

a y/  a l/a*  ’ 

par  rapport  au'x  puissances  décroissantes  de  a , on  transforme 
d’abord  les  radicaux  en  exposans  fractionnaires  ; on  fait  dis- 
paraître a des  dénominateurs  au  moyen  de  la  formule  — n =a— "j 

on  réduit  tous  les  exposans  à leur  plus  petit  dénominateur 
commuu , et  on  ordonne  ènsuite  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  a ; ce  qui  donne 

>£  s 3 _4  s 8 

a ° -f-  2a®  -(-  9 a®  -f-  7a0  + a s -}-  4a  ? -f-  5a 

119.  Toutes  les  puissances  entières  positives  des  quantités 
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plus  grandes  que  l’unité,  sont  plus  grandes  que  l’unité  et  ont 
des  valeurs  d’autant  plus  grandes  , que  ces  puissances  sont  plus 
élevées.  Les  valeurs  des  puissances  entières  positives  des  quan- 
tités moindres  que  l’unité,  sont  moindres  que  l’unité , et  sont 
d’autant  plus  petites,  que  les  puissances  sont  plus  élevées;  car 
en  supposant  «)>  » , G <(  i , on  a ( Aritli page  56,  3e  remarque ) 

« X a > <*,  ou  a“  )>  * ; X « «a,  ou  a3  ]>  *a  etc» , 

G X.  G <^G , ou  ; G*  X G <Ç  G”,  ou  G3  < G*  ; etc. 

120.  On  peut  toujours  donner  à l’exposant  n une  valeur 
finie  assez  grande  , pour  que  et"  soit  plus  grand  qu’une  quantité 
donnée  i',  et  que  Gn  soit  moindre  qu’une  quantité  dorinée  6. 

Pour  démontrer  ces  propriétés,  nous  prouverons  d’abord  que 
n désignant  un  nombre  entier  positif,  on  a toujours 


C1  + y)"  > 1 + ny. 

La  formule  (i)  du  n°  29  (page  33),  conduit  à l’identité 

(0--»  X~!'  ~xn~' + xn-,‘+.'.  »+X  + 1. 
x — 1 

Si  l’on  suppose  a?>  1,  chacun  des  termes  x”_l,  i"-1, .... 
x , sera  plus  grand  que  1 ; le  2e  membre  de  l’identité  (1)  étant 
composé  de  n termes,  sera  donc  plus  grand  que  n.  Donc 

JP®  mmmm  J \ 

]>  n ; d’où  ar“  > 1 ■+•  n(x — 1). 

Faisant  x — 1 -j~y , l’inégalité  xM  > 1 -f-  n (x  — 1)  devient 
(1  + y)"  > i +ny. 

Cela  posé  : i?.  soit  «=1+7. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  n qui  rend  <en  > il  suffit  de  sa- 
tisfaire à la  condition  1 -+■  ny  S'-,  car  (1  +7)"  ou  «“  étant 
plus  grand  que  x + ny,  on  aura  à plus  forte  raison  *"  > i'. 

f j 

Or,  l’inégalité  1 + ny  ^ donne  n> . 

Y 

Par  conséquent,  toute  valeur  entière  de  n plus  grande  que 

* J 

la  quantité  finie  , rendra  **  plus  grand  que  J*. 
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2°.  Soit  G<^  I.  'On  pourra  mettre  G sous  la  forme  -,  a.  dé- 
signant une  quantité  plus  grande  que  l’unité.  L’inégalité 

£»< 8 déviendra  Q)  <«,  ^ <«, 

6- 

et  cl  étant  plus  grand  que  l’unité,  on  a vu  (i°)  comment  on 

détermine  les  valeurs  finies  de  n qui  rendent  a"  > 4.  . 

6 

D’après  cette  discussion,  si  l’on  représente  par  a une  quan- 
tité quelconque  plus  grande  que  l’unité  , et  par  G une  quantité 
positive  moindre  que  l’unité ; lorsque  l’ exposant  n croît  indéfi- 
niment en  s' approchant  de  l’infini j la  valeur  de  a."  augmente 
indéfiniment  et  tend  vers  l’infini  j tandis  qu’au  contraire  G" 
diminue  en  s’approchant  indéfiniment  de  zéro.  Enfin > à la 
limite  j lorsque  n=^oo,  on  a u"z=co)  Gn  = o. 

121.  Lorsqu’on  extrait  d’un  nombre  positif  des  racines  dont 
les  degrés  croissent  indéfiniment , les  valeurs  arithmétiques  de 
ces  racines  approchent  indéfiniment  de  f unité. 

Il  s’agit  de  faire  voir  qu’on  peut  toujours  prendre  un  indice 

n 

n assez  grand  pour  que  \/ a diffère  d’aussi  peu  qu’on  voudra 
de  l’unité. 

i*r  Cas.  Soit  a > i , on  aura  a = i + a , <*>ô. 

•:  Jfrsàt  >4ÿat  *«.t» 

*•  n 

Nous  observerons  d’abord  que  la  valeur  de  \/ a est  plus 
grande  que  l’unité ; car  élevée  à la  nUmr  puissance,  elle  doit 
donner  une  quantité  a plus  grande  que  l’Unité. 

n 

D’ailleurs,  quand  n augmente  j \/  a diminue ; c’est-à-dire 
qu’on  a 

*+’_  " _ 

(I)...  < ï/û, 

car  en  réduisant  les  radicaux  au  même  indice,  l’inégalité  (i) 
devient 

Va'  < Va«+'-,  d’oà  a"<a1,+’, 

‘L,  ; -v*  rcfr*  • 

et  on  a vu  ( n°  1 19  ) que  cette  dernière  inégalité  est  vraie. 
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n n 

Cela  posé  : puisque  y/i  +*  ]>  i , on  a V/i+a=r+i; 
d’où  i 4*  « = ( i -f-  b)n.  Or  ( i 4-  6)*  > i -f-  nb  (n°  1 ao)  , 

donc  » + a > i +nô  ; donc  ù < î et  J -f-  b < 1 + -• 

fl  - n 

n ^ 

Par  conséquent,  ^ i + « <C  1 + -• 

Cela  démontre  la  propriété  énoncée;  car  <t  étant  dopné , on 
peut  toujours  prendre  n assez  grand  pour  que  ^ soit  aussi  petit 
qu’on  voudra.  • 

2e  Cas.  Soit  a <j  i. 

n 

Nous  observerons  d’abord  que  la  valeur  de  \/ a sera 
moindre  que  l’unité;  car  élevée  à la  nitm'  puissance,  elle  doit 

donner  un  nombre  a moindre  que  l’unité. 

* » 

D’ailleurs,  quand  n augmente;  \/ a augmente;  car  l’iné— ■ 
galité 

n-f-i  » 

l/a  > \/ a conduit  àa">  a""w , 


et  l’on  a démontré  ( n°  119)  que  cette  dernière  inégalité  est 
vraie  , quand  a < 1. 

Ctla  posé  : le  nombre  a étapt  moindre  que  1,  on  peut  le  mettre 


sous  la  forme 
sorte  que 


1 -f-  a. 


, a désignant  une  quantité  positive.  De- 


n n 


l/i-f-a  ^ \ a. 

Or,  on  a démontré  dans  le  Ier  cas  qHe  l’on  peut  toujours 


prendre  n assez  grand  pour  que  1 -f-  u diffère  aussi  peu 

n 

qu’on  voudra  de  l’unité  ; la  valeur  correspondante  de  [/ a jouira 
donc  de  la  même  propriété. 


\ 
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Il  résulté  de  cette  discussion  que  a désignant  un  nombre  po-> 
sitif  quelconque,  plus  grand  ou  plus  petit  que  l’unité  , la  valeur 

n % 

de  l/a  se  réduit  à l’unité  quand  l’indice  n • devient  infini. 

Remarque.  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède-,  que  la 
valeur  de  um  se  réduit  à l’unité j quand  l’exposant  m devient 
zéro  ; car  en  faisant 

. i 

i ( I * 

m — - , d’où  am  = <tn  — l / d, 

on  voit  que  si  n augmente  et  approche  indéfiniment  de 
4*  oo , l’exposant  m diminuera  et  approchera  indéfiniment  de 

n 

zéro,  et  [/a  ou  an  approchera  indéfiniment  de  l’unité  ; de 
sorte  qu’à  la  limite,  = i. 

Nous  sommes  parvenus  par  d’autres  considérations  à la  re- 
lation «°=i,  (page  4^  , i°). 

§.  II.  Puissances  des  Polynômes.  Combinaisons. 

1 22*  La  multiplication  donne  le  moyen  de  déterminer  les 
puissances  entières  positives  des  polynômes,  car  il  suffit  de  for- 
mer le  produit  d’autant  de  facteurs  égaux  au  polynôme  donné, 
qu’il  y a d’unités  dans  l’indice  de  la  puissance. 

Ainsi,  en  multipliant  x -J-  a par  x + a , le  produit 
**  + 2 ax  -(-  a’  exprime  la  deuxième  puissance  ou  le  quarrê  de 
x -f-  a.  Si  l’on  multiplie  x 1 + 2 ax  -f-  a1  par  x 4~  a , le  produit 
x3  4~  3axa  4-  3aax  4-  a3  sera  la  troisième  puissance  ou  lé  cupe 
de  x 4"  a.  Et  ainsi  de  suite. 

Ce  procédé  ayant  l’inconvénient  de  faire  dépendre  une  puis- 
sauce  de  toutes  les  précédentes,  nous  allons  chercher  une-for- 
mule pour  calculer  directement  la  m,im‘  puissance  du  binôme 
x -f-  a,  lorsque  m désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Nous  en  déduirons  la  m,im‘  puissance  d’un  polyneme. 

Les  premières  puissances  de  x 4-  a suffiraient  pour  faire  con- 
naître la  loi  des  exposans  de  x et  de  a dans  le  développement 
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• 

<le  ( x -+-  <*  )m  j mais  on  n’aperçoit  pas  la  loi  des  coefficiens  nu- 
mériques , parce  que  ces  coefficiens  résultent  des  réductions 
qu’entraîne  l’égalitc  des  facteurs. 

Pour  éviter  ces  réductions,  nous  chercherons  d’abord  la  forme 
générale  du  produit  de  m binômes  x -f - a , x -\ ~b,x-\-  c,  etc. 
Quand  ce  produit  sera  connu , nous  en  déduirons  la  mUn'  puis- 
sance de  x+«  en  supposant  que  les  m seconds  termes  a,  b,  c,  etc., 
deviennent  égaux  à «. 

123.  Si  l’on  multiplie  entre  eux  les  binômes  x -f-  a,  x + 6, 
x + c , etc. , on  trouvera  que  le  produit  de  x -f -a  par  x -f-  b 
est 

x1  -f-  ( a -{-  b ) x -f-  ab  , 

que  celui  des  facteurs  x a , x -f-  b , x -f-  c , est 

x’.-f-  ( a + b + c )xa  -f-  ( ab  -f-  ac  -f-  bc  )x  -H  abc. 


Multipliant  ce  dernier  produit  par  x -f -d,  on  verra  que  le 
produit  des  facteurs  x -f -a,  x -f-  b,  x -f - c,  x -f - d,  est 


x*-f -a 

x3-(-  ab 

x*  -f-  abc 

+ b 

-J-  ac 

-j-  abd 

4-c 

-)-  ad 

+ acd 

+ d 

-f-  bc 

■ + bed 

-f-  bd 

+ cd 

x-}-  abcd  (*). 


Et  ainsi  de  suite. 

, On  en  déduit,  par  analogie , que  dans  le  produit  de  plusieurs 
binômes  x a j x-f -b,  x + c , etc.  j l’exposant  de  x dans  le 
lec  terme  est  égal  au  nombre  des  binômes  , et  les  exposons  de  x 
dans  les  termes  suivans  diminuent  Successivement  d’une  unité  j 
jusqu’au  dernier  terme  qui  ne  renferme  pas  i,  et  qui  peut  être 
considéré  comme  le  coefficient  de  x°j  car  x*  = l.  La  loi  des 
coefficiens  de  x n’est  pas  moins  évidente  ; le  coefficient  du  lw 
terme  est  l’unité  , celui  du  2e  terme  est  la  somme  des  Seconds 


(*)  Dans  cette  expression,  le  coefficient  dex*  est  a-t-i-f-c-f-d;  celoi  dex* 
est  ab-t-ac+ad+bc+bd-bcd,  et  celui  dex  est  abe-t-abd+acd-t-bed. 
On  fera  sauvent  usage  de  cette  notation. 
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termes  des  binômes  , le  coejjicie n t du  3"  terme  est  la  somme  de 
tous  les  produits  deux  à deux  de  ces  seconds  termes  ; le  coeffi- 
cient du  4*  terme  est  la  somme  de  tous  les  produits  trois  a- trois 
des  seconds  termes  des  binômes  ; et  ainsi  de  suite , jusqu  au 
dernier  terme  qui  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des 
binômes. 

Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale , il  suffit  de  feire 
voir  que  si  elle  est  vraie  pour  m binômes , elle  sera  encore 
vraie  pour  m+  i binômes;  car  ayant  été  vérifiée  pour  quatre 
binômes,  elle  conviendra  au  produit  de  cinq  binômes:- partant 
de  ce  dernier  produit,  la  loi  indiquée  sera  vraie  pour  six  bi- 
nômes; et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  : quand  la  loi  assignée  convient  au  produit  des 
m binômes  x + a,  'x + b x + k,  ce  produit  est  de  la 
forme 

XM+plXmr~'+p% Xm-Î+.  ■ .+Pn-lXn~‘+'+PnXm~n+-  ■ 

p , représente  la  somme  des  m seconds  termes;  pa  désigne  la 
somme  de  leurs  produits  a à 2 ; et  en  général , pn  exprime  la 
somme  de  tous  les  produits  n à n des  m seconds  termes. 

Multipliant  ce  polynôme  par  x -4-  /,  on  trouve  que  le  produit 
des  m -f-  i binômes , x -f-  a,  x + b. . . , x + k,  x + l,  est 

I,+‘+(P,+^'+- • • .-Hpn+lpn-s)xm~*+‘+.  . .+lpm. 

La  loi  des  exposons  de  x n’a  pas  changé  ; car  l’exposant  de  x 
dans  le  itr  terme  est  égal  au  nombre  m -f-  i des  facteurs  bi- 
nômes, et  les  exposans  de  x dans  les  termes  suivans  diminuent 
successivement  d’une  unité,  jusqu’au  dernier  terme  qui  ne  con- 
tient pas  x , et  qui  peut  être  considéré  pomme  affecté  de  x°. 

La  loi  des  coefficiens  n a pas  changé.  En  effet;  dans  le  pro- 
duit des  m binômes  x + a , x + b ,. . . , x + k,  le  coefficient 
p„  du  (n  -J-  terme  (étant  la  somme  des  produits  n à n des 

ni  seconds  termes  a,  b ,. . .,  k,  il  en  résulte  que  dans  le  pro- 
duit des  m -J-  i binômes  x-\-a,x-\-b,...,x-\-k,x-{-l,  le 
coefficient  (p*  -f-  lpn- ,),  du  terme  de  même  rang,  est  la  somme 
des  produits  n à n des  m -+■  i seconds  termes  a,  b,. . k,  l\ 
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car  p„  exprime  la  somme  des  produits  n à n dans  lesquels  l 
n’entre  pas,  et  étant  la  somme  des  produits  n — i an — t 
des  m seconds  termes , a,  b,. . . , k , le  produit  de  p»_i  par  l, 
donne  les  produits  n k n dans  lesquels  / entre;  de  sorte  que 

Pn  -h  ïp* i est  la  somme  des  produits  n a n des  m + s seconds 

termes  a,  b . .,  k,  l.  Par  conséquent,  si  la  loi  énoncée  a lieu 
pour  m binômes,  elle  conviendra  au  produit  de  m + i bi- 
nômes ; cette  loi  est  donc  générale. 

124.  Lorsque  les  m seconds  termes  a,  b , c , sont  égaux 
à * t le  produit 

xm+p,xm~'  +p1Xn,_s+  ...  + PnXm~m  4-  •••  +Pm, 

des  m binômes  x -{•  a , x b , . . . , x k , devient  la  mitme 
puissance  de  x -f-  «;  il  s’agit  donc  de  trouver  les  valeurs  corres- 
pondantes des  coefficiens  p, , p, , p3  , . . , pa. 

Le  coefficient  p,  de  xm~‘,  qui  exprimait  la  somme  des  m se- 
conds termes  a , b , . . . , k , devient  « + * -f-  etc. , ou  et  répété  m 
f6is,  ou  et  m.  ; 

Le  coefficient  p„  qui  exprimait  la  somme  des  produits  deux 
à deux  desm  seconds  termes  a,  b,...  ,k,  devient  aa~f-**-j-«”-j-etc., 
c’est-à-dire  répété  autantde  fois  qu’il  y avaitde  produits  deux  à 
deux  ; désignant  ce  nombre  inconnu  par  Z>, , on  a pa  =«‘Xà,. 

Nommant  63 , 64  les  nombres  des  produits  différens 

de  m lettres  prises -3  à M »,  on  voit  que  la 

mUr“  puissance  de  x -J-  a.  est 

Xm+ m*Xm-‘+Ket,xm-i+ b3*'jçm~3+. . .+bnanxm~n+...+mm. 

La  question  est  donc  réduite  à trouver  les  inconnues  6,  , 
63  , . . .,  bn  -,  lenr  détermination  dépend  de  la  théorie  des  com- 
binaisons j que  nous  allons  exposer,  en  nous  bornant  à ce  qui 
nous  est  ici  nécessaire. 

125.  Les  divers  arrangemens  qu’on  peut  former  en  disposant 
des  quantités  différentes;  2 à 2 , où  3 à 3 , ou  etc.,  sont  les  com- 
binaisons 2 à 2 , ou  3 à 3 , on  etc. , de  ces  quantités. 

Ainsi,  les  combinaisons  2 à 2,  de  a,  b , c,  sont  ab,  ac,  ba  , bc , 
ca  et  cb. 
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Les  quantités  a,b,c,  multipliées  a à 2 , ne  donnent  que  t/ois 
produits  différens ; car  les  produits  ba,ca  , cb , sont  respective- 
ment égaux  aux  produits  ab,ac,  bc. 

Lorsque  toutes  les  quantités  que  l’on  combine  entrent  à la  fois 
dans  chaque  arrangement,  ces  combinaisons  prennent  le  nom  de 
permutations. 

Ainsi , les  permutations  du  produit  abc  sont 
abc,  acb , bac,  bca  , cab , cba. 

Ces  six  permutations  out  la  meme  valeur  numérique  (n°  12). 

Cela  posé  : 

i°.  Occupons-nous  d’abord  des  combinaisons  de  m lettres. 

Pour  former  toutes  les  combinaisons  2 à 2 , on  met  successi- 
vement à la  suite  de  chaque  lettre,  chacune  des  m — 1 autres; 
de  sorte  que  chaque  lettre  occupant  la  t”  place,  détermine  m — i 
combinaisons;  le  nombre  total  des  combinaisons  2 a 2 de  m 
lettres  est  donc  m fois  (m  — 1 ). 

Par  exemple,  soit  m = 4;  ou  trouve  que  le  nombre  des  com- 
binaisons 2 à 2 de  4 lettres  est  4x3  ou  12.  Et  en  effet,  ces 
combinaisons’  sont 

ab,  ac , ad ; bd,  bc,  bd-,  ca,  cb,  cd-,  da,  db,  de. 

Connaissant  les  combinaisons  2 à 2 de  m lettres,  on  en  dé- 
duit les  combinaisons  3 à 3 des  mêmes  lettres  en  plaçant  suc- 
cessivement à la  suite  de  chacune  des  combinaisons  2 à 1,  cha- 
cune des  m — 2*  autres  lettres  ; l’une  quelconque  des  combinai- 
sons 2 à 2 , donnant  m — 2 combinaisons  .3  à 3 , les  m(m  — 1) 
combinaisons  2 à 2 de  m lettres,  fourniront  m(  m — 1 ) fois 
(m  — 2)  combinaisons  3 à 3. 

On  trouve  de  cette  manière  que  les  quatre  lettres  a,b,c , d , 
prises  3 à 3 , fournissent  les  24  combinaisous 

abc,  acb,  adb,  bac,  bca,  bda,  cab,  cba,  eda,  dab,  dba,  dca, 

abd,  acd,  ade,  bad,  bcd,bdc,  cad,  cbd,  cdb , dac,  dbc,  deb . 

Les  combinaisons  4 à 4 se  déduiraient  semblablement  des 
combinaisons  3 à 3;  on  trouverait  que  leur  nombre  est  égal  à 
m(m — 1)  (ni — 2)  (m— 3).  Et  ainsi  de  suite. 
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a°.  Passons  aux  permutations. 

Deux  lettres  a,  b , donnent  les  deux  permutations  ab,ba. 

Pour  former  les  permutations  abc,  acb , bac,  bca,  cab,  cba, 
de  trois  lettres  a,  b , c,  on  place  successivement  à la  suite  de 
chaque  lettre,  les  permutations  des  2 autres  lettres  ; de  sorte 
que  chaque  lettre  occupant  la  1"  place  donne  2 permutations 
de  3 lettres;  les  3 lettres  fourniront  donc  3 fois  2 , ou  6 permu- 
tations. 

Pour  en  déduire  les  permutations  de  4 lettres,  on  met  suc- 
cessivement à la  suite  de  chaque  lettre , chacune  des  2 X 3 ou 
6 permutations  des  3 autres  lettres;  Le  nombre  des  permutations 
de  4 lettres  est  donc  4 fois  2 X 3 , ou  2 X 3 X 4 1 ou  24  ; et  en 
effet,  ces  permutations  ainsi  formées  sont 

abcd,  abdc,  acbd,  acdb,  adbc,  adcb, 
bacd,  badc,  bcad,  bcda,  bdac,  bdca, 
cabd,  cadb , cbad,  cbda,  cdab,  cdba, 
dabc , dacb , dbac,  dbca,  dcab , dcba. 

On  verrait  de  même  que  le  nombre  des  permutations  de 
5 lettres  est  2 X 3 X 4 X 5 ou  1 20.  Et  ainsi  de  suite. 

3°.  Le  nombre  des  produits  de  m quantités  prises  2 à 2 , ou 
3 à 3 , ou  etc. , se  déduit  de  ce  qui  précède.  En  effet  : 

m quantités  donnent  m(m  — 1)  combinaisons  2 à 2 ; or  un 
produit  ab  fournit  deux  permutations  ab,  ba;  lé  nombre  des 

..  , , , m(m  — O 

produits  2 a 2 est  donc  ~ m{m  — 1)  ou  — 

1 1 X 2 

De  même,  m quantités  prises  3 à 3,  déterminent 

m(m — 1)  (m  — 2)  combinaisons,  et  chaque  produit  de  3 fac- 
teurs fournil  1 X 2 X 3 permutations  ; le  nombre  des  produits 
m(m  — 1 ) (m  — 2) 

1 X 2 X 3 ' 

Et  ainsi  de  suite: 

Par  exemple , soit  m = 4»  on  trouve  que  le  nombre  de  pro- 

4x3 

duits  2 à 2 de  quatre  quantités  est -L—_  ou  6,  que  celui  des 

ï X 2. 

j • 9 * *,  4 ^ ^ X 2 ^ 

produit*  3 a o est  — — — 3-5  ou  4* 

1 X 2 X 3 


3 à 3 est  donc 
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126.  D’après  les  lois  indiquées  par  les  formules  précédentes, 
on  voit  qu’en  désignant  par  <■„  le  nombre  des  combinaisons  n 
à n de  ni  lettres,  par  p„  le  nombre  des  permutations  de  n lettres, 
et  par  b„  le  nombre  des  produits  n 'a  n de  m lettres,  on  aura 

(1)  r„  = m(m— 1)  (m — 2)  ...  (m — n-f-2) (m — n 4 1), 

(2)  pn=  IX*X3X  . • X(n — 2)  X (n— O X n,  ' 

L m(m — 1)  (m — 2}  . . . (m— 71+2)  (m— rç-f  1)  . 

P'n  — " * : ; . 

1.2,  3 . . . , (n — 1)  X n 

On  peut  démontrer  directement  ces  formules , sans  avoir  re- 
cours à l’analogie.  En  effet  : supposons  que  l’on  combine  m 
lettres. 

i°.  Le  nombre  c„  des  combinaisons  n h n serait  facile  à dé- 
terminer si  l’on  pouvait  le  faire  dépendre  du  nombre  c„_,  des 
combinai  sons '/i  -1—  1 à n • — 1:  car  par  la  même  raison,  cn_,  dé- 
pendrait successivement  de  c„_a  , dé  c„_ 3 , . . . , de  c„ , de  c, , 
et  il  est -évident  que  le  nombre  c,  des  combinaisons  de  m lettres 
prises  une  à une,  est  m,  / 

La  question  se  réduit  donc  à trouver  la  relation  générale  qui 
existe  entre  c„  et  cB_,. 

Pour  déduire  les  combinaisons  n à n,  des  combinaisons  n — 1 
à n — 1 , il  suffit  de  mettre  successivement  à la  suite  de  chaque 
combinaison  de  n — 1 lettres,  chacune  des  m-— [ri^  r)  lettres 
qui  n’entrent  pas  dans  cette  combinaison  ; de  sorte  qu’en  pla- 
çant successivement  à la  suite  d’une  combinaison  île  n — 1 
lettres , chacune  des"m  — (n — • 1)  autres  lettres , on  obtient  les 
m — n -f-  1 combinaisons  n à n,  qui  commencent  pjjr  cette 
combinaison  de  n — 1 lettres.  Chacune  des  combinaisons  n — 1 
à n — 1 , fournit  donc  771  — (ti — 1)  ou  m — n — (—  1 combinai- 
sons 7i  à 7i  ; les  cr_,  combinaisons  n — ï an  — 1 , donnent  donc 
c«_,  fois  771  — n + 1 combinaisons  7»  à n;  et  comme  on  obtient 
ainsi  toutes  les  combinaisons  n a n -,  la  relation  cherchée  ëst 

(4)...  C„  = (771—71+  1)  c„_,. 

Pour  obtenir  une  valeur  de  c„>  qui  ne  dépende  que  des  seules 
quantités  ni , n , on  remplace  successivement  7» , par  n,  n — 1 , 

•'t-  >6 
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n — a , . . , 3 et  a ; la  relation  (4)-  donne 

c.  =(m  — b + 

CH _i  = ( m . n + 2)  Ch— t , 


c s 

C. 


= (m  — 2)  Ct, 

= (m—  i )c,. 

Pour  éliminer  c,,_, , c„_,,...,  cj,  c,  etc*,  on  multiplie  ces 
équations  membre  à membre,  et  on  remplace  c,  par  sa  valeur 
m;  ce  qui  conduit  à 

cn  = (m  — n -f  î)  (m  — n + 2)  ....  (m  — 2)  (m  — i)/n. 

Les  facteurs  de  c„  écrits  dans  un  ordre  inverse,  donnent  la 
formule  (1). 

2°.  Les  permutations  n’étant  que  des  combinaisons  dans  les- 
quelles toutes  les  lettres  entrent  à la  fois , le  nombre/?,,  des  per- 
mutations de  n lettres,  peut  se  déduire  du  nombre  c„  des’&m- 
hinaisons  n à n de  m lettres,  en  faisant  m==n  dans  la  valeur 
de  cn  ; ce  qui  donne  la  formule  (^J..  '■ 

3°.  Enfin  , pour  trouver  toutes-  t&éomhirïïfesons  n à n de  m 
lettres,  il  suffit  de  prendre  les.pit&luits  n à n,  et  de  les  permu- 
ter de  toutes  les  manières  possibles,  ©r , chaque  produit  de  n 
lettres  donne  p„  permutations;  les  ^«  produits  n à n déterminent 
donc  b„  fois  pn  jsqmbinaisons  n à n ; mais  cn  désigne: ce  dernier 
nombre  de  coml$Mrisons  ; donc  p,Xii  = c,.  • * 

On  en  déduit  la  valeur  (3)  de  b„  en  substituant  les  valeurs 

(1),  (2)  de  cn  et  pUH  ’ ; 

_ „ , . mtrrtr¥>i)(m — a — n-f-i) 

Remarque.  Laformule(3)...  bn—  — — 5 — - 

I . • 2 / •!)•••  fl 

détermine  le  nombre  des  produits  réellement  différons  qu’on 
peqt  former  avec  m quantités  prises  n à n.  Or,  ce  nombre  est 
nécessairement  entier.  Le  produit  de  n nombres  entiers  consé- 
cutifs quelconques  , m j m — l,...,ro  — 71  -f-  I , est  donc  exac- 
tement divisible  par  le  produit  dés  n premiers  nombres  entiers , 
1 , 2,  3,.. . . , n.  Nous  donnerons  par  lif  suite  monstra- 

tion directe  de  cotte  propriété  remarquante^  > V* 


à 
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127.  Si  l'on  donne  successivement  à n ies  valeurs  2,3,  etc. , 
la  formule  (3)  conduira  aux  relations 

-0 


t m(m- 
b%  — 


Z)3  = n>(m-.)(m--2)i  ^ 


2 ' ' 1.2.3 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’expression 

xm-f -f-  b%alxm~' ‘4-  5-+-etc., 

de  (x+et)"1,  conduit  à la  formule  ' 

, . , . . . , mlm — 1)  . mlm — iV/n — a)  . 

i -iî — - — ' -i.  etc., 

1 . a t . a . 3 

qui  est  connue  sous  le  nom  de  formule  du  binôme  de  Newton  ; 
elle  sert  à calculer  directement  toutes  les  puissances  entières 
positives  d‘ un  binôme. 

Exemple.  Soit  m= 5.  On  trouve 

A •.,*  > . 

(x  -f-  »)s  = x5  -f-  r 4 + 1 oa’x3  -J-  1 o a?xl  -f-  5**x  -f  - «5. 

Si  l’on  veut  en  déduire  la  cinquième  puissance  du  binôme 
2^3 — 3_y,  on  fera  x=2 y3,  x—  — h y ; et  l’on  trouvera  que  cette 
puissance  est 

32_y‘5  — 24oiy,3-f-  yzoy"  — io8oj<9-j-8iOi)'7 — 243y®. 

Si  T^,.  désigne  le  (n  -f- 1 yimr  terme  du  développement  de 

(*+*)"%  c’ést-à-dire  le  terme  qui  en  a n avant  lui,  on  aura 

1 

,.  — a)(m  — 3)...(m  — n+a)(m  — n-f-i) 

»+,  = —- «"a:*-". 

1 . a . 3 . 4 • n 

Tb+,  est  le  terme  général  du  développement  de  (x-f-*)™, 
parce  qu’il  détermine  les  termes  de  ce  développement,  à partir 
du  2',  en  donnant  successivement  à nies  valeurs  1 ,2,3,4>5,etc. 

La  mlim‘  puissance  de  x- f-  <*  , contient  m -f-  I termes;  le  der- 
nier terme  est*m.  En  elTet,  lorsqu’on  suppose  n^m  dans  l’ex- 
pression (5)  de  T^„  on  trouve  • . 

rr...  -m(m~0(W~2)-2Xl 
^ iX2X3X...X(m-i)™ 

Ce  terme  est  le  derùierdu  développement  de 

(x-j-ot)1"}  car  en  assignant  à n des  valeurs  entières  plus  grandes 

16. . 
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que  Tri,  un  des  facteurs  du  numérateur  de  T„+,  .se  réduit  à 


zéro. 

1 


28.  Chaque  terme  peut  se  déduire  du  précèdent ; car  lorsqu’on 
change  n en  ra-f-i,  la  relation  (5)  devient 

...  ...  m(m—  — — — l)]  ^ (™  — 

<6'- 1 ■+■  = ,.a  . 3 ......  *(«  + .) 

et  la  comparaison  des  formules  (5) , (6) , conduit  à cette  règle 
générale  : Pour  déduire  un  terme  quelconque  du  précèdent,  mul- 
tipliez le  coefficient  numérique  du  terme  précédent  par  l’exposant 
de  x dans  ce  terme,  diminuez  l’exposant  de  x d’une  unité,  aug- 
mentez celui  de  a.  d’une  unité,  et  divisez  par  l’ exposant  de  et 
ainsi  augmenté  d’une  unité ; le  résultat  sera  le  terme  demandé  • 
Tous  les  termes  du  développement  de  (x  + *)m  peuvent  ainsi 
se  déduire  du  premier  terme  xm. 

On  trouve  de  cette  manière  que  dans  le  développement  de 
le  1"  terme  étant  x5,  les  termes  suivanssont 


5x  fa'»*  3 . ioX3xV 

5 x*<z,  — — ouioxV,  


ou  1 oxV 


,a_3 


I0X2X'«*  e , 5xix°ct5  . s 5 . 

OU  Sx»*,  r OU  I XX  ou 

4 , 5 

Le  terme  1 Xx°«5est  le  dernier;car  d’après  la  loi  énoncée,  le 
terme  suivant  contiendrait  en  facteur  l’exposant  zéro  de  x. 

Le  développement  de(x-f-*)5,  ainsi  formé,  estdonç 

x*+5x4ct-4-»ox3«s  + i ox1»1 4-  5x«d  4-  »b . 

On  peut  remarquer  que  les  coefliciens  numériques  des  termes 
également  distans  du  premier  terme  et  du  dernier  sont  égaux. 

129.  En  général:  Dans  le  développement  ch  (x4-«)",  les 
coefficiens  des  termes  également  distans  du  premier  terme  et  du 
dernier  sont  égaux. 

1"  Démonstration.  Le  développement  de  (x+  »)m  est  de  la 
forme 

* ' . r ‘ » 

( 0- . .x"  4- Actxm_,4-B«’xm-,‘  4- ...  4-  BV"-*x‘  4-A'«”“’x4-  *m , 
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les  coefficiens  A,B,...,B',A',  sont  des  fonctions  de  m,  indé- 
pendantes de  x et  de  •. 

La  miime  puissance  de  x « devant  rester  la  même  quand  on 

change  à la  fois  a: en  « et  «en  X,  si  l’on  fait  ce  changement 
dans  (1)  , le  résultat  , 

«"  + Ax*m-‘  -f  BxV*1-,4-  . . . -f-  B'x"-,V+  A'xm-*«  4-  xm, 

devra  être,  composé  des  mêmes  termes  que  le  polynôme  (1).  De 
sorte  que  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x seront  égaux 
dans  ces  denx  polynômes.  On  a donc  A=A' , B=  B',  etc.  Ce  qui 
démontre  la  propriété  énoncée. 

a*  D£mokstration.  Le  développement  de  (x-f-a)"'  contenant 
m -f-i  termes,  le  terme  qui  en  a n après  lui  est  précédé  de  m — n 
termes.  Or,  dans  ce  développement,  le  terme  qui  en  a n avant 
lui, est  delà  forme  “.(page  238),  et  bn  exprime  le  nombre 

des  produits  n à n de  m lettres.  Pour  en  déduire  le  terme  qui 
en  a «après  lui,  c’est-à-dire  m — n avant  lui,  il  suffit  de  chan- 
ger n en  m — n dans  i>„anxm-“;  ce  terme  est  donc  bm_nam~nxm ,. 
et  son  coefficient  bm_„  exprime  le  nombre  des  produitsm  — n 
à m—n  de  m lettres.  Or,  en  divisant  successivement  le  produit 
de  m lettres  par  chacun  des  bn  produits  n à n,  les  b„  quotiens 
sont  les  produits  des  m lettres  prises  m — nam — n;  le  nombre 
bm_n  des  produits  m — n a m — n,  de  m lettres  est  donc  égal  au 
nombre  bn  des  produits  n à n de  ces  m lettres.  Les  coefficiens 
bm-*  > bn , des  termes  également  distans  des  extrêmes  sont  donc 
égaux. 

3e  DiMONSTBATioN.  T)ans  le  développement  de  le 

coefficient  du  terme  qui  en  a n avant  lui  est 

, m{m — i)(m — 2).  ...(m  — n + 2j(m — n-^-Q 

" 1.2.  3 . .(n — 1)  X n 

Pour  en  déduire  le  coefficient  du  terme  qui  en  a n après  lui  , 
c’est-à-dire  m — n avant  lui , il  suffit  de  cbangerVt  en  m — n , et 
par  suite  m — n en  «j  ce  qui  donne 

. m (m  — 1)  (m  — 2).  . . («  + 2)  (n +1) 

m~n  1.2.  3... (m — ni — i)(m  — n)' 
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Si  l’on  réduit  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur,  en 
ayant  soin  d’écrire  les  facteurs  des  dénominateurs  de  bn  et  bm^m 
dans  u ft  ordre  inverse,  afin  que  les  facteurs  des  nouveaux  nu- 
mérateurs diminuent  successivement  d’une  unité,  on  trouvera 
que  ces  numérateurs  sont 


m{m  — i )(m — a). . .(m  — n + a)(m — n+i)x  (771 — »)  (m — n — i)...3.a.r, 
m(m  — i)(m  — a). . . (n-M)  x (n+i)  x nx(n  — i) 3.a.i, 

et  ils  sont  égaux , car  ils  expriment  tous  deux  le  produit  des  m 
nombres  entiers  consécutifs. i ,2,3 ,...., m.  Ce  qui  démontre 
la  propriété  énoncée.  ' . ’ . 

i 3o.  La  somme  de  tous  les  coefficiens  contenus  dans  le  déve- 
loppement de  (x  -f-  «)“ , est  égale  à 2ra  ; caf  d’après  la  propriété 
dun®  129,  le  développement  de  (x  + «)m  pouvant  se  mettre 
sous  la  forme 

m(m — i)  m(m — 1) 

* 

i.a  i.a 

si  l’on  fait  x = 1 , et  = 1 , on  trouve  que 


2m=  1 +771  + 


771  (/Tl l) 


77l(771 1) 


+ 771+1. 


V 


Par  exemple,  la  somme  des  coefficiens  contenus  dans  le  dé- 
eloppement  de  (x  + af  est 


1 + 5 + 1 o + 1 o + 5 + 1 , ou  32 , ou  25. 


1 3 1 . Pour  obtenir  le  développement  de  (x — a)"1,  il  suffit 
de  changer  + a en  — « , dans  la  valeur  de  (x  + «)m  ; les  puis- 
sances paires  de  m restent  positives,  les  puissances  impaires  de 
a deviennent  négatives , et  l’on  trouve 


, , m(m — 1)  m(m — 1 )(m — a)  . 

(x— /n**"-'-) 1 : — a’x”— »+  etc. 

t . a 1 . a / 3 


Selon  que  l’exposant  m est  un  nombre  pair  ou  impair,  le 
dernier  terme  est  +<t“  ou  — am. 
i*r  Exemple.  Soit77i-==4-  On  trouve 


(x  — »)*  = x4 — 4«x!  + 6*’xa  — 4*3x  + it4. 
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36* 


On  en  déduit  que  la  quatrième  puissance  de  a*—  a est 
, 36*  27 6*  6 * 276®  , . 8r6* 


c 8c‘  **  i6c^ 

2*  F.xemplx.  Soit  m = 5.  On  trouve 


(x  — a)5  = x5  — 5stx*  + 1 0«aX!  — I0«SX*  -f-  5a4x  — a5. 


On  en  déduit  que  la  cinquième  puissance  derax3 — 3x  est 
3ax15 — a4oxl3-t-  72ox“  — 1080x94- 8iox7 — a43x5. 

j 3a.  Toutes  les  puissances  des  polynômes  peuvent  se  déduire 
de  la  formule  du  binôme 

(x  + et)m  = xm  + rn*xm~'  + — ~ 4- . . . + <tm. 

En  effet;  lorsqu’on  change  » en  * + C , cette  formule  donne 

. .+>+C)-. 

Or,  la  formuledn  binôme  déterminera  les  puissances  a,  3,..., 
m.,  du  binôme  «4-^i  on  trouvera  donc  ainsi  le  développement 
de  (x4~  * 4*  £)m- 

Si  l’on  change  dans  ce  dernier  développement,  S en  f + y» 
on  obtiendra  la  milm‘  puissance  de  x 4-<*  -f-  f 4*  y.  Et  ainsi  de 
suite.  ’ 

On  trouvera  de  cette  manière  que  la  sixième  puissance  du 
trinôme  x*  4-x  + i est 

x11  + 6x"  4-  2ix'°-f-  5ox9+  9<>x84-  ia6x74-  i4ix*  4-  taôx5 

4-  9ox44-  5ox34-  aix”4-  6x4-  *• 


5 111.  Puissances  et  Racines  des  nombres. 

V. 

i33.  La  multiplication  suffit  pour  former  les  puissances  en- 
tières positives  des  nombres  ; nous  allons  chercher  à revenir  de 
ces  puissances  à leurs  racines. 

Nous  avons  vu  en  Arithmétique  comment  on  extrait  la  ra- 
cine quarrée  et  la  racine  cubique  des  nombres.  Nous  observerons 
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seulement  ici  que  P Algèbre  conduit  très  simplement  aux  règles 
qui  ont  Mè  données  en  Arithmétique  (n°5  127,  j32,  i45  et  i5o), 
relativement  à la  çomposition  du  quarré  et  du  cube  d un  nombre 
formé  de  dixaines  et  d" unités  , ainsi  que  d’une  somme  composée 
de  deux  parties  -,  car  la  multiplication  algébrique  donne 

(g  + b)’  = a*-!-  2 a X b + 6“ , 

(a  -f-  bf  — a3  -f-  3n*  X b -f-  3g  X -f-  b3 , 

et  ces  formules  démontrent  les  règles  indiquées. 

1 34.  Le  procédé  à suivré  pour  extraire  la  racine  mlim‘  d’un, 
nombre  entier  quelconque  , se  déduit  de  la  composition  des 
deux  premiers  termes  pm mpm~'  X q , du  développement  de 
la  mlin“  puissance  de  p + q. 

Par  exemple,  soit  proposé  d 'extraire  la  racine  cinquième  d’un 
nombre  entier.  , 

On  observe  d’abord  que  la  cinquième  puissance  de  10  étant 
1 00000,  les  racines  cinquièmes  des  nombres  moindres  que  iooooo 
sont  moindres  que  10. 

Les  cinquièmes  puissances  des  nombres  ' • t 

» > 2>  3>  4.  5>  6,  7,  8,  . g, 

sont  ' 

1,  32,  243,  1024,  3i25,  7776/  16807,  32768,  59049- 

On  en  déduit  les,  plus  petites  valeurs  entières  approchées 
des  racines  cinquièmes  des  nombres  moindres  que  100000. 

Par  exemple , 64  tombant  entre  32  et  243 , c’est-à-dire  entre 

s _i 

25  et  35,  la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  64  est  2. 

Pour  extraire  la  racine  cinquième  d’un  nombre  .entier  a.  plus 
grand  que  100000,  on  désigne  le  nombre  des  dixaines  de  la 
racine  par  a,  et  le  chiffre  des  unités  par  b;  la  racine  demandée 
est  1 oa  + b,  et  la  formule 

( p + y)5  =/>*  -b  5p*q  -f-  etc.  -,  donne 
a = ( i oa  b)6  = 1 ooooog5  -|-  5p45  X 1 0000  etc. 

= g5  centaines  de  mille  -f-  5a*/>  dixaines  de  mille  -j-  etc. 
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La  cinquième  puissance  des  a dizaines  de  la  racine  se  trou- 
vant dans  les  centaines  de  mille  de  «,  si  l’on  représente  le 
nomhre  de  ces  centaines  de  mille  par  <1,  je  disque  la  plus  petite 

.5  _ 

valeur  entière  approchée  y de  \/  i'  exprime  les  dizaines  de 

5 _ 

{/ car  « étant  compris  entre  yb  et  (y  — |—  i J5  centaines  de 
mille , on  a ' • 

«>»5X  ios,  *<  (y+  05><  *°5; 

5 5 _ . •. 

d’où  t/*>y  Xio,  l/*<(y  + i)X  io..  # 

La  racine  cinquième  de  « tombant  entre  y et  y-\-i  dizaines, 
cette  racine  contient  y dizaines  ; de  sorte  que  y=za.  > 

La  question  est  ainsi  réduite  à déterminer  la  racine  cin- 
quième d’un  nombre  <1  qui  contient  cinq  chiffres  de  moins  que*. 

Raisonnant  d’une  manière  semblable  Sur  f~,  on  est  conduit  à 
diviser  le  nombre  donné  «,  en  tranches  de  cinq  chiffres , à 
partir  de  la  droite  ; la  dernière  tranche  peut  renfermer  moins 
de  cinq  chiffres  elle  contient  la  cinquième  puissance  du  Ier 
chiffre  à gauche  de  la  racine  y la  table  des  cinquièmes  puis- 
sances des ■ nombres  r,  a,  3 , 4»  5,  6,  q , 8 , g,  donne  ce 
i*î  chiffre  ; et  ensuite  chacune  des' autres' tranches  fournit  un 
chiffre  de  la  racine  .demandée. 

Exemple.  Calculer  la  racine  cinquième  de  6436343. 

On  divise  ce  nombre  en  tranche;  de  cinq  chiffres  à- partir  de 
la  droite  ; le  nombre  a des  tranches  indique  que  la  racine  a deux 
chiffres.  ■ ' ' 

La  première  tranche  à gauche  64,  tombant.entre  3a  et  a43, 

. c’esf-à— dire  entre  a5  et  35,  le  chiffre  a des  dizaines  de  la  racine 
cherchée  est  a.  > • • 

Cela  est  d’ailleurs  évident,  car  6436343  tombant  entre  a5  et 
35  centaines  de  mille,  c’est-à-  dire  entre  a®  X 1 cf6  et  35  X ios,  la 
racine  cinquième  de  6436343  est  comprise  entre  a X «o  et 
3 X io,  c’est-à-dire  entre  a et  3 dizaines. 

Retranchant  a5  de  6436343,  lereste  est,3a36343;  on  a 

3i  11  63/|  3e(  i oa<f  «f  centaines  tic  mille — ^t^b  dix  aine  s de  wi//c-f-clc. 
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Le  terme  5a4è  ne  peut  donc  faire  partie  que  des  3a3  disaine» 
de  mille  du  reste  3236343. 

Or,  323  contient  5 a*b , plus  le  nombre  de  dixaines  de  mille 
qui  peut  se  trouver  dans  la  somme  des  autres  parties  de  (ioa-f-i)5, 
et  5 a4  = 5x  24  = 8o;  divisant  donc  323  par  8o,  les  4 unités 
du  quotient  exprimeront  le  chiffre  b des  unités  de  la  racine,  pu 
un  chiffre  trop  grand.  La  cinquième  puissance  de  24  étant  plus 
grande  que  6436343,  le  chiffre  4 est  trop  fort.  Diminuant  ce 

chiffre  d’une  unité,  et  retranchant  23  de  6436343 , le  reste  zéro 
fait  voir  que  la  racine  demandée  est  23. 

O11  trouvera  de  même  que  la  racine  cinquième  de  701 5833, 
contient  23  unités;  mais  le  dernier  reste  au  lieu  d’être  zéro,  sera 

— 5 • "J 

579490.  Ce  reste  est  égal  à 7015833  — 23  ; de  sorte  que  la 

plus  petite  valeur  entière  approchée  de  \/  701 5833  est  23. 

On  verra  d’une  manière  semblable,  comment  on  peut  extraire 
les  racines  de  tous  les  degrés  des  nombres  entiers. 

i35.  Occupons-nous  des  racines  des  nombres  décimaux  et  des 
fractions.  • 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  décimaux  contenant  autant 
de  décimales  qu’il  y en  a dans  tous  sès  facteurs,  la  m,lm*  puis- 
sance d’un  nombre  N qui  renferme  n décimales , contient  m X » 
décimales.  > , , • 

Par  conséquent  > pour  trouver  la  racine  mlimt  d'un  nombre 
décimalj  à moins  d'une  unité  décimale  du  niim<  ordre , on  doit 
préparer  ce  nombre  de  manièrequ’il'rcnferme  mXn  décimales; 
on  calcule  la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  la  racine 
rnitm‘  du  nombre  entier  qui  résulte  de  la  suppression  de  la  vir- 
gule dans  Ce  nombre  aiusi  préparé,  et  on  sépare  n décimales 
sur  la  droite.de  cette  valeur  approchée. 

Exemple.  Calculer  la  racine  cinquième  de  0,00070  1 5833  247, 
à moins  d’un  centième  d’uni  té  .c'est- à-dire  avec  deux  décimales. 

Il  suffit  de  conserver  2 fois  5 ou  io  décimales;  ce  qui  donne 
0,00070  i5833.  Supprimant  la  virgule',  on  cherche  la  plus  petite 

valeur  entière  approchée  de  701 5833,  qui  est  23.  La  racine 
cherchée  est  donc  0,23. 
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On  peut  s’assurer  que  o, 00070. i5833  247  tombe  entre  les 
cinquièmes  puissances  de  0,23  et  0,24. 

On  trouvera  de  même , que  la  racine  cinquième  ' de 
70,1 5833  714^4  est  exactement  2,34-  , 1 > 

La  racine  mUm‘  d’une  fraction  peut  s’obtenir  en  extrayant 
séparément  la  racine  m‘tmt  du  numérateur  et  du  dénomina- 
teur (n°  1 12,  4°). 

Par  exemple , 


5 5 

/ 32  y 32  2 

V H3-T=~3' 


v 243 


Lorsque  la  racine  mi<"“  du  dénominateur  n’est  pas  exacte, 
on  réduit  le  calcul  à extraire  une  seule  racine,  au  moyen  de  la 
formule 

m _ ' . T -■  ■» 

/ s „ /a  . /abm~‘  y abm~l  y abm~‘ 

\l)  • y i V ~b™  À-1" 

y bm 

w * 

Si  J'  désigne  la  racine  mtim‘  de  abm~‘  à moins  d’une  unité, 

t * 

, • /a  1 ’ * =4-  1 . 

de  y/  £ sera  comprise  entre  £ et  — g — ; de  sorte  que 
y J'-f-  1 

chacune  des  fractions  ^ , — g — , exprimera  la  racine  de 

t à moins  de  t d’unité.  . . . 

b b 

Exemple.  Calculer  la  racine  cinquième  de  pp. 

La  formule  (1)  donne 


la  râleur 


V 


4®i v401  x 3+_^_  y 32481 


•* 


Le  nomhre  32481  tombant  entre  16807  et  32768,  c'est-à-dire 


entre  75  et  85  (page  248),  la  racine  cherchée  est  2 à moins  de 


x d’unité.  .(2  -v . 
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Pour  évaluer  en  décimales  la  racine  m'imt  d’une  fraction  -,  , 

b 

on  prend  la  racine mUm‘  du  quotient  de  a par  b,  en  ayant  soin 
de  calculer  m fois  plus  de  décimales  au  quotient  qu’on  ne  veut 
en  obtenir  à la  racine. 

Exemple.  Déterminer  la  racine  cinquième  de à moins 

d’un  centième  d’unité  , c’est-à-dire  avec  deux  décimales. 

On  cherche  d’abord  le  quotient  de  1 1 1 13  par  1 1 , avec  5 fois  2 
ou  10  décimales;  cequi-donne  1010,2727272727.  On  calcule  la 

5 

plus  petite  valeur  entière  approchée  de  V//,010272'72,J2727 > 
qui  est  3g8.'  Séparant  deux  décimales,  la  racine  demandée 
est  3,98. 

Pour  trouver  la  racine  m'ime  d’un  nombre  -r  à moins  de 

0 

£ dé  unité  j on  pose 

\/l  = lX->  d’0i  *==\/ë* 

On  cherche  la  pliis  petite  valeur  entière  approchée  N du  quo- 
tient de  aCm  par'èa”,  et  on  calcule  la  plus  petite  valeur  entière 

■ > * ^ 'otn 

approchée  n de  \/ N.  La  racine  demandée  est  ; car  d’après 

les  calculs  indiqués , on  a 1 

i>n,  x<»+i;  donc  -^x  > -ç-,  ç * < - — g — -, 

m — m » 

rk  * !a  A s.  1 /a  ctn  . / a .an  , * 

doncVî>TvV  i<7  + f 

■■ 

/ Cl  t cul  ttJl  ec 

y g est  donc  comprise  entre  et  + g. 
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J IV.  Extraction  des  racines  des  quantités  littérales. 

136.  Ù extraction  dç  la  racine  nitm‘  d’un  monomc  et,  n’offre 
aucune  difficulté;  car  en  désignant  parc  le  coefficient  numérique 
et  par  J' la  partie  littérale , on  a 

ni»  fi  n 

tt—ci,  ^ ci'—  y/c  x i/«h 

On  Tient  de  donner  le  moyen  d’extraire  la  racine  nUnt  du 
nombre  c,et  l’on  a vu  (n°  1 12)  comment  on  trouve  la  racine  n*'"1* 
du  monome  $. 

En  voici  des  exemples , 

• 3 3 3 

V/a6ai44 'a',b',c*  =■  1 J4  X \fâ' sb,,c>  =6 ^a,b*jc, 

5 S _ 5 

l/243a'>*s  = 3<i’i  [/a’,  V/643(i343a'<>4'»=a3a«^.  • 

137.  La  composition  du  développement  de  ( p -f-  </)"  fournit 
le  moyen  de  revenir  cf  une  puissance  quelconque  d’un  polynôme 
à sa  racine. 

Nous  supposerons  que  tous  les  polynomés  sont  ordonnés  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  d’une  même  lettre  ; dé  sorte 
que  par  premier  terme  d’un  polynôme,  il  faudra  toujours  en- 
tendre le  terme  de  ce  polynôme  qui  renfèrme  la  plus  forte  puis- 
sance de  cette  lettre. 

On  serait  conduit  à des  raisonnemens  et  à des  calculs  ana- 
logues, en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes 

d’une  même  lettre. 

Exemple.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  cubique  de 

33 a“  -f-  tia6  — 36a5  — 9a  -f-  66a4  — 63a3  -j-,  1 . 

On  ordonne  ce  polynôme  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  a , on  dispose  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 
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P=z8o® — 36a5-(-66a< — 63o5-+-33a» — 90+1 
R —P — (aa*)s= — SCo’+tîSo* — 63o*H-33a» — go-t-i 
R'=P — (aa’  — 3a)>  =>2fl< — 36a*-f-33n’— 90+1 
R'— P — (a  o» — 3a-t-i)3=o. 


et  on  dit  : le  cube  d’un  polynôme  étant  le  produit  de  trois  fac- 
teurs égaux  à ce  polynôme,  le  i,r  terme  8a6  du  cube,  est  le 
cube  du  itr  terme p de  la  racine  demandée  (n°  19)  ; le  Ier  terme 
3 

de  cette  racine  est  donc  8a6  ou  2a‘  > nommant  r la  somme 
des  autres  termes  de  la  racine  , le  plus  fort  exposant  de  a dans 
r est  moindre  que  2 , et  en  désignant  par  P le  polynôme  proposé, 
on  a P = (2 a4  + r)3.  Or , 

(p  + r)3=p3  4-  3/>V+ 3pr4  + r3=p34-(3p4-j-  3 pr  + r’)  X r. 

Remplaçant  p par  2a4,  on  -voit  que 

P — 8a6  + { 3 (2a1)4-}-  3 (2a4)  r+r* } X r. 

Retranchant  8a6  de  P , le  reste  est 

R = { 3 (2a4)4  4-  3 (2a4)  r-f-r1}  Xr=  — 36a54-66a4 — etc. 

Les  exposans  de  a dans  r étant  moindres  que  2,  le  terme 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  a dans  le  facteur 

3 (2a4)4  4-  3 (2a4)  r 4-  r4,  est  3 (2a4)4  ou  12a*. 

Le  Ier  terme  — 36a5  de  R est  donc  le  produit  de  12a*  par  le  i*r 
terme  de  r;  divisant  donc — 36as  par  12a4, le  quotient  — 3a 
exprime  le  i"  terme  de  r,  e’est-à-dirK  le  2*  terme  de  la  racine 
demandée.  • , 

Pour  trouver  les  autres  termes,  on  retranche  de  P le  cube  de 
2a4  — 3a;  ce  qui  donne  le  2*  reste 

’ R'  = P — (2a4  — 3a)3  = 12 a*  — 36a3  4-  33a4  — 9a  4-  >• 

Or,  en  regardant  2a4  — 3a  comme  la  ire  partie  de  la  racine 
cherchée , et  r1  comme  la  2e  partie , on  a 


ao’ — 3a+  l = ÿp 

3 3~ 

V/8 a6  = 20’,  i«  terme  de  \/P 
3(20»)’  =ua< 

3Ga»  , , 3/b 

= — 3o , 2'  terme  de  1/  P 

120* 

+ î^j=4-l,  3*  terme  de  l/P. 
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Ps=(Va%  — = — 3/i)5  -$-3'aa*  —3  a;*/-f*  3(3«,^3/i}r/*-f-r'5i 

donc  R'={3(aa* — 3a),-f-3(aa*1 — 3/7)/ -+-/*}  x/  = iaa<  — 36a3  4*  etc. 

s * * 

Le  plus  fort  exposant  de  a dans  r'  étant  moindre  que  i , le 
i*r  terme  »2a+  de  R'  exprime  le  produit  de  3 (2aa)a  parle  i,r 
terme  de  r';  divisant  donc  1212*  par  3 (2a2)2,  le  quotient  + 1 
est  le  1"  terme  de  /,  c’est-à-dire  le  3e  terme  de  la  racine  cher- 
chée. Retranchant  de  P le  cube  de  2a2  — 3a  + 1 , le  reste  zéro 
indique  que  la  racine  demandée  est  2a2  — 3a  + ». 

»38.  Des  raUonnemens  analogies  aux  précédens  fourniront 
le  moyen  A' extraire  la  racine  mUm’  d’un  polynôme  quelconque  P. 

En  effet,  soit  a -f-  6-f-c-(-  d -f- etc.,  le  polynôme  P ordonné  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  d’une  lettre  x , et  désignons 
par  *-f-£-f-y  -+-  T1-}-  etc.,  sa  racine  mUm'‘  ordonnée  par  rapport 
à la  même  lettre  ; on  aura 

(et  C -J—  y — j-  & -j-  etc.)"1  a — b -1-  c d -f-  etc. 

Quand  la  m,,mt  puissance  de  a -j-C-j-  y -f-  tf-J-  etc.,  sera  .dé- 
veloppée et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
le  premier  terme  de  ce  développement  devra  être  identiquement 
égal  à a;  le  2*  terme  sera  égal  à b j et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  les  termes  *,  C , y,  etc.,  de  la  racine,  on  dispose 
le  calcul  de  la  manière  suivante  : 


P =a  + 6+c  + d + etc. 

— a 

i«rre*ttK.=  i-+-c+rf-t-Me.  x-C+ctc. 

a* resle  R^P-^a+CJe^p-f-etc—ma'-'y+ctc. 


“ — h 

y/a-h — — *4-  etc.  * 

m 


m \/ am—' 


m \ / am~' 


!>— 


P_ _ 


La  m,imt  puissance  d’un  polynôme  étant  le  produit  de  m 
facteurs  égaux  à ce  polynôme , il  résulte  du  principe  du 
n°  19,  que  le  terme  de  cette  puissance  qui  contient  le  plu* 
fort  exposant  de  la  lettre,  par  rapport  à laquelle  on  a or- 
donné, est  la  mum,  puissance  du  i*r  terme  de  la  racine. 
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D'après  celte  propriété,  le  premier  ternie  a du  polynôme  P 
exprimant  la  mihnt  puissance  du  premier  terme  a île  la  racine 
chercliée , on  a 

" _ 

a = a",  d’où 

On  obtiendra  donc  le  premier  terme  « de  la  racine  demandée, 
en  prenant  la  racine  mtJmr  du  premier  terme1  a du  polynôme 
proposé. 

Pour  trouver  le  a'  terme  C de  la  racine  , on  développe  la 
mu»‘  puissance  de  a-J-C-J-y-H'-f-  etc , en  regardant  C+y+  etc. 
comme  un  seul  terme;  ce  qui  donne 

<tm+mua-’  (C+r+  etc.) 41  1 ^ am-' (C+y  + etc.)*+  etc. 

Ce  polynôme  devant  être  identiquement  égal  à 
û + è + c + + etc. , 

si  l’on  retranche  de  part  et  d’autre  de  ces  deux  polynômes 
les  quantités  égales  «•“,  a , les  restes 

(l).  • • mxm~'  (C+y-t-  etc.)  ■+■ — (C  + y -f-  etc.,. 

b + e ■+■  d ■+■  etc. 

seront  égaux.  Le  terme  du  polynôme  (i)  qui  contiendra  la  plus 
forte  puissance  de  x,  sera  donc  égal  au  i,r  terme  b du  reste 
ô + c -f- ûÊ -f* etCi 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  ce  terme  est  nutm~'C.  En  effet, 
d’après  ce  qui  a été  démontré  précédemment,  les  termes  af- 
fectés des  plus  forts  exposans  de  x dans 
#• 

(£  + r4etc.),  (G  + y 4 etc.)*. . . , (64y4etc.)*, 
sont  respectivement 

. c,  G-i 

les  termes  qui  renferment  les  plus  forts  exposans  de  x dans  les 
produits 

“m-,(^4y4etc0>  a’n_aC^4v4etc.)!“) . . . , am-',(C-j-y4etc.)’', 
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*“-'XC,  «"“‘xf1, , «m—  Xf*. 

Tout  se  réduit  donc  à démontrer  que  l’exposant  de  x dans 
«tm— '£  est  plus  fort  que  dans  a.m~nCn.  Cela  deviendra  évident 
si  l’on  observe  que 

am~‘S  = X a"-1, 

— am~ttC  x ; 

car  l’exposant  de  A dans  « étant  plus  fort  que  dans  C , l’ex- 
posant de  x dans  a.n~i  est  plus  grand  que  dans  Cn~\ 

Le  terme  du  polynôme  (i)  qui  renferme  la  plus  forte  puis- 
sance de  x est  donG  m»m~'  £.  Ce  terme  devant  être  égal  au 
Ier  terme  b du  i*r  reste  b + c + etc.,  on  obtiendra  le  2* 
terme  C de  la  racine  demandée,  en  divisant  b par 

Ainsi,  pour  obtenir  le  a”  terme  de  la  racine  miime  du  po- 
lynôme a -J-  b -j-  c -f-  etc.,  il  suffit  de  retrancher  de  ce  poly- 

m 

nome  la  mi"nt  puissance  a du  1er  terme  \/a  de  cette  racine, 
et  de  diviser  le  i'r  terme  b du  reste  R,  = b -f-  c -f-  etc.,  par 

m 

m fois  la  (m  — i )Um'  puissance  du  i*r  terme  [/a  de  la  racine; 

le  quotient  — exprime  le  2e  terme  C de  la  racine.  De 

m y/  am~ 1 . , 

sorte  que 

*=V/a,  g = ----  - 

m y/  am~ 1 

Connaissant  les  deux  premiers  termes  et,  C de  la  racine, 
pour  trouver  le  3e  terme  y,  on  commencera  par  retrancher 
du  polynôme  donné  a -f-  b -f-  c -f-  etc. , la  mllm‘  puissance  de 
(«  + £);  cela  donnera  un  2*  reste  R„.  Soit  p le  i,r  terme  de 
ce  reste , c’est  - à - dire  le  terme  affecté  de  la  plus  forte  puis- 
sance de  .t.  Le  reste  R»  sera  égal  à 

(ï).  . . m(*+  C)m~‘(y+  f-betc.) •+■  (y-*-/-Mtc.)*4-elc., 

*7 
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car  en  regardant  a -f-  6 comme  le  i"  terme  d’un  binôme, 
et  >-  -4~  “H  «te.  comme  le  2*  terme  de  ce  binôme  , la  mUm‘ 
puissance  de  (a -J-  G)  + (y  + ^ -f-  etc.)  devient 

(<*  + C)M  + m («  + C)m~'  {y  + S'  + etc.)  + etc. , 

et  cette  puissance  est  égale  au  polynôme  donné  c-f-^+c+etc. 

On  prouvera,  comme  on  l’a  fait  pour  le  polynôme  (i),  que 
le  terme  affecté  de  la  plus  forte  puissance  de  x dans  la  valeur 
(2)  du  2*  reste  Ra , est  X y-  Ce  terme  devant  être  égal 

au  Ier  terme  p du  2e  reste,  On  obtiendra  le  3*  tefrae  y de  la 
racine  demandée,  en  divisant  le  itr  terme  p du  2*  reste,  par 
rn  fois  la  (m — puissance  du  i,r  terme  a de  la  racine. 

Connaissant  les  trois  premiers  termes  ee-f-C-f- y de  la  ra r- 
cine  a-l-C-f-y-f-  é'  -f-  etc.,  on  trouvera  le  4*  terme  i',  en 
retranchant  d’abord  du  polynôme  donné  u + ^ + c + etc. , la 
miim‘  puissance  de  t -f-  G -f-  y,  et  en  divisant  le  1"  terme 
du  reste  par  mat’0-1;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  démontrer  directement  que  lorsqu’on  a trouvé  plu- 
sieurs termes  de  la  racine j le  premier  des  termes  suivons  s’ob- 
tient en  retranchant  du  polynôme  proposé  la  rniim‘  puissance 
de  la  somme  des  termes  déjà  obtenus  j et  en  divisant  ensuite 
le  ïet  terme  du  reste parm  j'ois  la{m — i)1*"'  puissance  du  1*' 
terme  de  la  Racine. 

En  effet;  soit  A la  somme, des  termes  qu’on  a déjà  obtenus  à 
la  racine,  et  B la  somme  des  termes  qui  restent  à trouver  ; le 
polynôme  donné  a -f-  b -j-  c -f-  etc. , sera  égal  à la  m llm‘  puissance 
de  A -j-  B,  qui  est 

Am  -f  mA"-1  B + ™Sm~  À”-*  B»  4.  etc. 

Retranchant  A™  du  polynôme  proposé  P,  on  obtiendra  un 
reste;  le  terme  T de  ce  reste  qui  contiendra  la  plus  forte  puis- 
sance de  x,  sera  nécessairement  égal  au  terme  du  reste 

mA—B+  — ~~l}  A"-B*+etc., 
qui  renferme  ia  plus  forte  puissance  de  x;  et  il  est  facile  de 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IV. 


a5g 

voir  que  ce  terme  est  le  produit  de  mam~ 1 par  le  l,r  terme  de 
R.  En  effet;  le  i*r  terme  de  A étant  a,  si  l’on  désigne  par  c le 
Ier  terme  de  B,  il  résulte  du  principe  du  n°  19,  que  les  termes 
affectés  des  plus  forts  exposans  de  x dans  les  produits 

Am— 1 X B,  A’-’XB1,...,  Am"  x B”, . . . 
sont  respectivement 

a.m~'  X 1 , «"•*'  X «* , s""*  Xi", 

Tout  se  réduit  donc  à faire  voir  que  le  plus  fort  exposant  de 
x dans  «m_l  X « est  plus  grand  que  dans  «ln— " X '*•  Cela  de- 
viendra évident,  si  l’on  observe  que 

x < = *m~"t  X «"-1, 

«m_“  X t"  = *m— "e  X t"-’, 

car  l’exposant  de  x dans  • étant  plus  grand  que  dans  1,  l’ex- 
posant de  x dans  a’1-1  est  plus  grand  que  dans  s"-1.  Ce  qui 
démontre  le  principe  énoncé. 

i3g.  On  en  déduit  cette  règle  générale  : Pour  extraire  la 
racine  miim‘  d’un  polynôme  P,  ordonnez-le  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  d’une  lettre  x.  Concevez  la  racine  ordonnée 
de  la  même  manière,  et  disposez  les  calculs  comme  il  a été  in- 
diqué (page  255).  La  racine  miimt  du  Ier  terme  de  Pj  sera  le 
Ier  terme  a de  la  racine  demandée.  Retranchez  mm  de  P;  le  i*r 
terme  du  reste,  divisé  par  man~',  donnera  le  2*  terme  S de  la 
racine  cherchée.  Retranchez  (*  de  P ; le  r,r  terme  du 

reste  que  vous  obtiendrez , divisé  par  muF~' , fournira  le  3* 
terme  y de  la  racine.  Et  ainsi  de  suite. 

Dans  tout  le  cours  de  ces  opérations , s’il  n’y  a pas  de  faute 
de  calcul , la  puissance  de  la  partie  de  là  racine  déjà  ob- 
tenue, ajoutée  au  reste  correspondant,  fournira  une  somme 
égale  au  polynôme  P;  car  chaque  reste  est  égal  au  poljmome 
proposé,  diminué  de  la  miim‘  puissance  de  la  somme  des  termes 
qu’on  a obtenus  à la  racine. 

Exbhple.  Trouver  la  racine  cinquième  de 

81  ox7  -f-  32x’s — a/Jox'3  — 243x5-f-  720X”  — 1080  x». 

17.. 
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On  ordonne  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et  on 
effectue  le  calcul  de  la  manière  suivante: 


P = 3lX's  — 2/fOX'  3 -j’iox' ■ — 1 0802-9  -f-  8lOX?  — ifix* 
— 32*'s 

i«r  reste  B , = — a^ox'3  ■+■  720X'1  — io8ox9  •+■  8iox7  — 243x* 
2e  reste  R,  = P — (2X3  — 3x)5  = o. 


ax’— 3x 


La  racine  cinquième  du  Ier  terme  32x'5  du  polynôme  P, 
donne  le  1er  terme  2x3  de  la  racine  cherchée.  Retranchant 
(2X3)5  ou  32x‘5  du  polynôme  proposé  P,  on  obtient  le  Ier  reste 
R,  == — 24ox,3'-f-  etc.;  la  division  du  ier  terme  — a/jox'3  de 
ce  reste,  par  5(2.r)<  ou  par  8ox4,  fournit  le  2'  terme  — 3x 
de  la  racine  cherchée.  On  retranche  de  P la  cinquième  puis- 
sance de  2x3 — 3x;  le  reste  R»  étant  zéro,  on  voit  que  2X3— 3x 
exprime  la  racine  cinquième  du  polynôme  proposé. 

On  trouvera  de  même  que  la  racine  quatrième  de 


£7* 1 

8c“  16  c3 


a5  + 


81  à8 
256 c* 


a * est  a1  — 


et  que  la  racine  sixième  de 

xla-j-  6x“  + 2ix'°  -|-  5ox9  -f-  gox8  + 126X7 
-f-  i4ix6+  126X5  + gox*  + ôox3  -f-  2ixa  + 6x  + 1 , 
est  xa  -f-  x -J-  1. 


J 4o.  Lorsqu’on  parvient  à un  terme  a>  de  la  racine,  tel  que 
l’exposant  de  x dans  um  est  moindre  que  dans  le  dernier  terme 
du  polynôme  donné  P dont  on  cherche  la  racine  m““',  on  est 
certain  que  la  racine  cherchée  est  irrationnelle  , c’est-à-dire 
qu’elle  ne  peut  être  exprimée  exactement  par  un  nombre  fini 
de  termes  ; car  d’après  le  principe  du  n°  ig,  la  milme  puis- 
sance du  dernier  terme  de  la  racine  devant  être  égale  au  dernier 
terme  du  polynôme  donné  P,  il  en  résulte  qu’ zf/i  polynôme  P 
et  sa  racine  m,/m‘  étant  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes d’une  lettre  x,  cette  racine  j lorsqu’elle  est  exacte 
ne  peut  renfermer  aucun  exposant  de  x moindre  que  la  m,im‘ 
partie  de  l’exposant  de  x dans  le  dernier  terme  du  polynôme 
préposé. 
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CHAPITRE  Y. 


Proportions , Progressions , Fractions  continues  et 
Logarithmes. 


§ I*r.  Des  Proportions  géométriques. 

i4i.  La  théorie  des  proportions  ayant  été  traitée  complète- 
ment en  Arithmétique , nous  nous  bornerons  à faire  voir  com- 
bien l’emploi  de  l’Algèbre  simplifie  les  démonstrations  qui  y 
sont  relatives. 

i°.  Dans  toute  proportion  j le  produit  des  extrêmes  est 
égal  au  produit  des  moyens ; car  la  proportion 


a b 


c d exprime  que 


a 

b 


c 

d ’ 


et  en  chassant  les  dénominateurs,  cette  égalité  donne 
a X d — b X c. 


2°.  Quand  le  produit  de  deux  nombres  est  égal  au  produit 
de  deux  autres  nombres , ces  quatre  nombres  forment  une  pro- 
portion dans  laquelle  les  deux  facteurs  d’un  des  produits  sont 
les  extrêmes,  et  les  deux  autres  facteurs  sont  les  moyens ; car 
l’égalité  aXd  = iXc  donne 

Y = d’où  a : b ::  c î d. 

b d 


3°.  Le  quatrième  terme  (Lune  proportion  est  égal  au  produit 
des  moyens  divisé  par  le  premier  terme ; et  chaque  moyen  s’ob- 
tient en  divisant  le  produit  des  extrêmes  par  Vautre  moyen 
car  la  proportion 


a b c d exprime  que 


a c 

b~d ’ 
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et  cette  équation  donne 


4°.  La  moyenne  géométrique  entre  deux  nombres  est  égale  à 
la  racine  quarrie  du  produit  de  ces  deux  nombres ; car  en  dé- 
signant par  x la  moyenne  géométrique  entre  aeti,ona 

a\x\\  x\b\  d’où  ^ ^ , x1  = aè , x=l/ai. 

5°.  Il  résulte  de  (20)  qu’on  peut  faire  subir  à une  proportion 
toutes  les  transformations  qui  n’altèrent  pas  l’égalité  entre  le 
produit  t les  extrêmes  et  celui  des  moyens. 

Ainsi , l’égalité  e X d = b X c , 

fournit  les  huit  proportions, 

a'.bv.c'.d,  a : c ::  b : d,  d’.by.c’.a,  dlcV.bla , 
b'.a'.'.d'.c,  b'.dy.a’.c , c'.d'.'.a'.b,  c a y.  d : b , 

Les  quatre  premières  proportions  démontrent  que  si  quatre 
nombres  sont  en  proportion , ils  le  seront  encore  lorsqu’on  trans- 
posera les  moyens  ou  les  extrêmes. 

Les  quatre  autres  proportions  font  voir  qu 'une  proportion 
n’est  pas  troublée , quand  on  met  les  extrêmes  à la  place  des 
moyens j et  les  moyens  à la  place  des  extrêmes. 

La  proportion  a'.b’.'.c’.  d donnant 

b : d ::  ç i c , 

on  voit  que  dans  toute  proportion,  le  rapport  du  l'r  conséquent 
au  a*  conséquent,  est  égal  au  rapport  du  Ier  antécédent  au  2° 
antécédent. 

6°.  On  peut  multiplier  un  extrême  et  un  moyen  par  un  même 
nombre  , sans  que  la  proportion  cesse  d’exister ; car  la  propor- 

S c 

tion  a'.b  Wc'.d , revient  à - = d’où 

a cm  a b bm 

b dm  ’ c d.  dm  ’ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  V.  a63 

et  ces  dernière»  égalités  conduisent  aux  proportions 
a:  b ::  cm:  dm,  a:  c y.  bm  : dm. 

Quand  deux  proportions  ont  un  rapport  commun , les 
deux  autres  rapports  forment  une  proportion  ; car  les  propor- 
tions a l b ::  c . d,  a • b . « c • d! , 


expriment  que 


a c a c ,,  , 

b-d'  b = d’à°a 


^ = ce  qui  donne  c î d ” c'  \ d! . 

8°.  Lorsque  deux  proportions  ont  les  mêmes  antécédent 
ou  les  memes  conséquent , les  quatre  autres  termes  forment  une 
proportion  ; car  les  proportions 

a : b ::  c : df  a:  b'  ::  c : <£ , 

CL  C Ct  C jj  « 

donnent  £ = j,  ÿ = J'>  doù 

t 

b : d ::  v : <r, 

c d d 
et  les  proportions 

a \ b y.  c : d , a"  : b ::  ô : d,  donnent 

a c a!  d ,,  , b a a' 

— — -r  — -j)  d ou  ~j  • — — — ■ “7 1 a . c ..  a .c. 

b d b d’  d c c 

g°.  Le  i"  antécédent  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de  fois 

son  conséquent j est  à ce  conséquent,  comme  le  2*  antécédent 

plus  ou  moins  le  même  nombre  défais  son  conséquent , est  à ce 

conséquent  ; car  la  proportion 

, , a c 

a:  b ::  c :d  exprime  que  ^ 

et  cette  équation  donne  successivement 


b~~n  — d—n> 


: nb 


\nd 


b d~>  d’0Ù 

a dt  nb  î b I ; c ± nd  : d. 
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io°.  Le  Ier  antécédent  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de 
fois  son  conséquent  j est  au  2*  antécédent  plus  ou  moins  le  même 
nombre  de  fois  son  conséquent  j comme  le  Ier  conséquent  est  au 
2'  conséquent  j et  comme  le  i"  antécédent  est  au  2'  antécédent. 
En  effet  ; la  proportion  a’,  b y.  c d, 


donne 


a c ...  b a 
a ou 

bd  de 


On  a vu  (90)  que 

a ±.nb 


'.±nb  c rt  nd 

~1  — J—' 


Donc 


— , = et  par  suite 

nd  de 


a ± nb  c nd  y.  a’  c. 


àdznb  cdznd  y.  b d, 

il®.  Le  i"  antécédent  plus  un  certain  nombre  de  fois  son 
conséquent , est  au  2'  antécédent  plus  le  même  nombre  de  fois 
son  conséquent , comme  le  i"  antécédent  moins  un  nombre  quel- 
conque de  fois  son  conséquent t est  au  2'  antécédent  moins  le 
même  nombre  de  fois  son  conséquent  ; car  la  proportion 


c\d  donne  7 = 3;  d’où 
0 a 


a , c , a-\-nb 
b + n=d  + n’  —b~' 


c -\-nd  a -f-  nb 


b 

d ’ 


— — /zi  = — m 


• mb 


d ’ c - f-  nd 
c — md  a — mb  b 
d ’ c — md  d' 


Donc 


• nb. 


t — mb 


— ; — j — ,,  a-\-nb '.c-\-nd  y.  a — mb'.c — md. 

c -f-  nd  c — md 

12°.  Le  Ièr  antécédent  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de 
fois  le  2e  antécédent  j est  au  1"  conséquent  plus  ou  moins  le 
même  nombre  de  fois  le  -2e  conséquent  j comme  chaque  antécé- 
dent est  à son  conséquent  ; car  d’après  (5°) , la  proportion 

a',  by.  c'.  d donne  a c y.  b',  d, 
et  il  résulte  de  ( io°)  que  cette  dernière  proportion  conduit  à 
a ±.  ne  : b rt  nd  “ c : d a : b. 
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j 3°.  j Le  1"  antécédent  plus  un  certain  nombre  de  fois  le  a*  an- 
técédent, est  au  Ier  conséquent  plus  le  même  nombre  de  fois  le 
2'  conséquent  j comme  le  Ier  antécédent  moins  un  nombre  quel- 
conque de  fois  le  2e  antécédent , est  au  1“  conséquent  moins  le 
même  nombre  de  fois  le  2'  conséquent  j car,  d’après  (5°),  la 
proportion 

a : b ::  c : d donne  a Z c ZZ  b : d, 
et  il  résulte  de  (1 1°)  que  cette  dernière  proportion  conduit  à 
a ne  Z b -f-  nd  “a  — me  ‘.b  — md. 

i4°.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux  , la  somme  des  anté- 
cédens  est  à la  somme  des  conséquens  comme  un  antécédent  est 
à son  conséquent.  En  effet , soient 

a b ZZ  c l d Zl  c Z <?  -,  on  aura 

— d’où  a=zbq  , c = dq,  c'  =d’q, 

a+c  + c'=bq+dq-{-d'q—{b-\-d  + d')q-, 

Donc  a -f-  c -1-  c'  Z b -f-  d -4-  cf  1 1 a Z b. 

142.  Si  l’on  fait  m=  1 , 71=1,  dans  (90),  (io°),  (1 1°),  (12°), 
(i3°) , il  en  résultera  les  propriétés  suivantes  : q 

i°.  Le  Ier  antécédent  plus  ou  moins  son  conséquent , est  à ce 
conséquent  j comme  le  2'  antécédent  plus  ou  moins  son  consé- 
quent j est  à ce  conséquent. 

2°.  Le  Ier  antécédent  plus  ou  moins  son  conséquent  j est 
au  2'  antécédent  plus  ou  moins  son  conséquent  j comme  le 
l*r  conséquent  est  au  2e  conséquent , et  comme  le  Ier  antécédent 
est  au  2e  antécédent. 

3°.  La  somme  des  deux  premiers  termes , est  à la  somme 
des  deux  autres  , comme  Indifférence  des  deux  premiers  termes 
est  à la  différence  des  deux  autres. 

4°.  La  somme  ou  la  différence  des  antècédens , est  à la 
somme  ou  à la  différence  des  conséquens  j comme  chaque  anté- 
cédent est  à son  conséquent. 

5°.  La  somme  des  antècédens  est  à la  somme  des  consé— 
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que  ns  j ct'mme  la  différence  des  antécèdens  est  à la  différence 
des  consiquens. 

i43.  Lorsqu’on  multiplie  les  termes  de  plusieurs  proportions 
les  uns  par  les  autres  et  par  ordre , les  quatre  produits  forment 
une  proportion.  En  effet,  les  proportions 

a:b::c:d , a'  : b'  ::  d :</,  a"  : b"  ::  c"  : d" , 

a c a!  c a" c* 

expriment  que  £ = ^ ÿ = 

Multipliant  ces  équations  membre  à membre,  il  vient 


a a a c c c 

ïxÿxi!_â!><7X;5î’ 


aa'a" 


dd!d"' 


d"'  bb'b" 
et  cette  dernière  équation  démontre  que 

aa'a"  î bb'b’  “ cc'c"  I ddd". 

,44.  Les  puissances  et  les  racines  semblables  de  quatre 
nombres  en  proportion , forment  une  nouvelle  proportion  ; Ci  r 

a c 

la  proportion  a b c d donne  - = 
et  cette  équation  conduit  à 


cm  l/  a \/c 


bm  dm ’ 


d’où 


l /b  l /d 

mm  mm 

am  : bm  ::  cm  : da,  \ /a  : 1 /b  ::  i/ê  : 1 /d.  „ 

i45.  Problème.  Partager  un  nombre  donné  * en  trois  par- 
ties proportionnelles  aux  nombres  donnés  ff,  y, 

1"  Solution.  Soient  x,y  et  s,  les  trois  parties  demandées; 
leur  somme  devra  être  égale  à »,  et  elles  devront  satisfaire  aux 
proportions 

x y y.  * i y,  te  : z c : 

Ces  proportions  donnant 

yx  J'x 

y=r>  1=T> 
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on  voit  que  les  inconnues  x , y,z,  dépendent  des  équations 

yxix 
X-\-y  + z—a,  y=Y’  Z==  C' 


Pour  déterminer  x,  y et  z,  on  substitue  les  valeurs 


*r 


-g-,  de  y et  z , dans  la  iTt  équation  ; ce  qui  donne 


yx  ix 

X + T + T ~ 


Chassant  le  dénominateur  G.  il  vient 

Gx  ■+•  yx  + Jx  = *G , ou  (C -f-  y-f*/)  x = «C. 

. aG 

On  en  déduit  x = y. — ; .. 

fe  + y •+  ï 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  celles  dey  et  z , on  trouve 

tfy  ttS' 

^ G -j-  y “f~  & ’ G y -{-  i' 

Ces  valeurs  de  x,  y,  z,  sont  les  mêmes  que  celles  qu’on  a 
obtenues  (page  76);  et  en  effet,  pour  trouver  les  gains  x,y,  z 
correspondans  aux  mises  G,  y,  i',  il  suffit  de  partager  le  gain 
total  » en  parties  proportionnelles  aux  mises  G,  y , 

2'  Solution.  Les  trois  parties  demandées  devant  être  pro- 
portionnelles aux  nombres  G,  y,  t~ , si  la  ire  est  représentée 
par  Gx,  la  2"  sera  yx,  la  3e  sera  <ÎX;  et  la  somme  de  ces  trois 
parties  devant  être  a , on  aura 

U 

Gx  + yX-{-fxz=z *\  d’où  X = y 

Multipliant  successivement  cette  valeur  de  x par  G,  par  y et 

par  i',  les  produits  exprimeront  les  parties  demandées. 

/ 

$ H-  Des  Progressions. 

i46.  Nous  avons  fait  connaître  en  Arithmétique,  les  pro- 
priétés des  progressions  qui  sont  nécessaires  pour  établir  la  théo- 
rie des  logarithmes.  Mai» , l’emploi  de  l’Algèbre  devenant  indis- 
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pensable , lorsqu’on  veut  résoudre  les  différens  problèmes  relatîfc 
aux  progressions,  nous  allons  maintenant  compléter  cette  théorie. 

Des  Progressions  arithmétiques  ou  par  différence. 

l47-  progression  arithmétique  est  formée  d’une  suite  de 
termes  telsj  qu’en  retranchant  de  chaque  terme  celui  qui  le 
précède j on  obtient  une  différence  constante.  Cetle  différence  est 
la  raison  de  la  progression. 

Désignant  donc  par  a le  1"  terme  et  par  d la  raison , le 
2*  terme  sera  a -f-  d , le  3'  sera  a -j-  2 d, . . . , et  le  nitm‘  sera 
a + (n  — i)  d.  L’ensemble  de  ces  termes  s’écrit  ainsi 

f a.(a-\-  d)  .(a-\-ad) .(a  -|-  3d).etc. 

Suivant  que  la  valeur  de  la  raison,  d,  est  positive  ou  négative, 
la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

Si  l’on  représente  le  nombre  des  termes  par  n,  leur  somme 
par  s et  le  dernier  terme  par  «,  on  aura 

(i)  ...  »=Jû  + (ra  — \)dy 

s = a ( cl  -f*  d ) -f-  (a  -j-  2C?)  . • • -f-  £ a.  -f-  [n  — i ) d J* 

La  formule  (i)  fait  voir  qu’un  terme  d’un  rang  quelconque 
est  égal  au  premier  terme  augmenté  d’ autant  de  fois  la  raison 
qu’il  y a de  termes  avant  lui. 

Il  est  facile  d’obtenir  une  expression  plus  simple  de  s.  En  effet, 
la  valeur  de  s peut  se  mettre  sous  les  deux  formes 

s — a -f-  (a  *f“  d)  -f-  (a  -f-  2 d)  -f* ...  (®  — 2 d ) -1"  (®  — ■ (1)  -f-  # , 

s— a -f-  (»  — d)  -f-  (ai  — 2(1)  d"  - • • ~t~(a“t”2d) -f-  (a  -J-d)  -f-  a. 

Ajoutant  ces  équations  membre  à membre,  et  observant  que 
la  somme  de  deux  termes  du  même  rang  se  réduit  à a-f-»,  on 
voit  que  2 s est  égal  à n fois  (a  -f-  <*).  De  sorte  que 

(i). , .«  = a -f- (« — i)d  et  (2). . .s--n(a-t-ai). 

2 

148.  Les  équations  (1),  (2),  donnent  le  moyen  de  résoudre 
ce  problème  général  : Connaissant  trois  des  cinq  quantités  at 
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dj  n,  a,  s,  qui  entrent  dans  un * progression  arithmétique , dé- 
terminer les  êtnx  autreq^  '■,<  « . C 

Celte  question  fournit  dix  problèmes ^fcrticuliers  dont  les  so- 
lutions n’offrent  aucune  difticulté  ; car  on  a toujours  deux  équa- 
tions pour  déterminer  les  deux  parties  inconnues , et  les  équa- 
tions à résoudre  sont  du  premier  ou  du  second  degré.  On  ne  peut 
admettre  que  les  râleurs  entières  positives  du  nombre  n des 
termes.  Les  formules  relatives  à ces  problème*  sont  réunies  dans 
le  tableau  ci-joint. 

i*r  Problème.  Insérer  m moyens  arithmétiques  entre  deux 
nombres  donnés,  a ,a\  c’est-à-dire , placer  m termes  entre  a et  », 
de  manière  que  les'  m -f-  2 termes  qui  en  résulteront  forment 
une  progression  arithmétique. 

Pour  être  en  état  de  calculer  ces  moyens  arithmétiques,  il 
suffit  de  déterminer  la  raison  d de  la  progression  cherchée.  Or, 
on  connaît  le  i'r  terme  a,  le  dernier  terme  a , et  le  nombre  n 
des  termes  qui  est  égal  à m + 2 ; la  relation  » = ti-f~(n  — 1)  d 
devient  donc 

» —a 

« = d’où  d = — -j — | . 


Cette  formule  démontre  que  pour  obtenir  la  raison  de  la  pro- 
gression demandée,  il  suffit  de  prendre  la  différence  entre ■ les 
deux  nombres  donnés,  et  de. diviser  cette  différence  par  le  nombre 
des  moyens  arithmétiques  augmenté  de  1.  (Arith. , page  208.) 

Il  en  résulte  que  si  l’on  insère  successivement  un  même 
nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  le  Ier  et  le  2e  terme 
d’une  progression  arithmétique,  entre  le  2*  terme  et  3e,  etc., 
l’ensemble  de  tous  ces  termes  formera  une  nouvelle  progression 
arithmétique  ; car  en  représentant  par  d la  raison  de  la  progres- 
sion donnée  et  par  mie  nombre  des  moyens  arithmétiques  que 
l’on  insère  entre  deux  ternies  consécutifs  quelconques  de  cette 
progression , la  raison  qui  régnera  entre  les  moyens  arithméti- 
ques que  l’on  insère  sera  constante  et  égale  à — i — . De  sorte 

0 m -b-  1 

que  l’ensemble  de  tous  les  termes  ainsi  formés  déterminera  une 
nouvelle  progression  arithmétique. 
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2*  Problème.  Connaissant , a,  s et  dj  trouver  n et  m. 
On  élimine  « entre  les  équations 

(!)...•  = a-f  (n—  i)dt  (2)...s  = ^(a-f  «), 

ce  qui  conduit  à l’équation  du  second  degré 

dnü  -f-  (2 a — d)  n =3  2s.  On  en  tire 
• oa  ± V (d  — 2a  y + Sds 


(3)  .. . n=- 


2d 


La  formule  (3)  fournit  deux  râleurs  de  n;.et  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  l’équation  (1)  donne  les  valeurs  correspon- 
dantes de  «.Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  suffit  et  il  faut 
que  n soit  un  nombre  entier  positif. 

Ier  Exemple.  Soient  a — +9,  d— — 2,  8=  2t. 

La  formule  (3)  donne  n = -f-  3 , n = -f-  7 ; les  valeurs  corres- 
pondantes de  »,  déduites  de  l’équation  (1),  sont-f-  5 et  — 3;  ce 
qui  détermine  deux  progressions. 

Les  termes  de  la  première  sont  +9,  +7,  +5; 
ceux  de  la  seconde  sont  -f-9,  +7,  -f-5,+3,  +1,  — 1,  — 3. 

2'  Exemple.  Soient  a — 3,  d=  2,  «=24. 

On  trouvera  "=4>  11  = — 6. 

La  seule  progression  qui  satisfasse  à la  question  est  donc 

13.5.7.9. 

3*  Problème.  Connaissant  »,  Sj  d,  trouver  n et  a. 

L’équation  (1)  donne  a=»— {n—  i)d. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  a dans  (2)  conduit  à 
dri * — (d-f-  2»)  n -f-2s  = oj  d’où 

. d+2*±  \/(d-\~  2 «)“  — 8ds 

n_  _ 

Cetto  formule  déterminera  les  valeurs  de  n,  et  ensuite  la  subs- 
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titution  de  ces  valeurs  de  n dans  la  relation  a =*  — (n  — i)d, 
fera  connaître  les  valeurs  correspondantes  de  a. 

Exemple.  Soient  d=  2 , s— 21. 

On  trouve  n = 3 , n = 7. 

Les  valeurs  correspondantes  de  a sont  + 5 et  — 3. 

Cela  fournit  deux  progressions  arithmétiques  qui  satisfont  à 
la  question. 

Les  termes  de  la  première  sont  -f-  5 , — 7 , — H 9; 
ceux  de  la  seconde  sont  — 3,  — x , — x , ‘—I—  3 , — f-  5 , -f-  ^ 

Des  Progressions  géométriques  ou  par  quotient. 

1 49.  La  progression  géométrique  ou  par  quotient  est  formée 
d’une  suite  de  termes  tels,  qu’en  divisant  chaque  terme  par  ce- 
lui qui  le  précède,  le  quotient  reste  constant ; ce  quotient  est  la 
raison  de  la  progression. 

Désignant  donc  par  a le  i*r  terme  et  par  q la  raison,  le 
2*  terme  sera  aq , le  3*  sera  aq *,  et  le  n,i‘n‘  sera  aqn~'. 
L’ensemble  de  ces  termes  s’écrit  ainsi 

— a \ aq’.  aq * : aq3  etc. 

Suivant  que  la  raison  q est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l’unité,  la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

Si  l’on  représente  le  nombre  des  termes  par  n , leur  somme 
par  s,  et  le  dernier  terme  par  on  aura 

(1  )..,»=aqn~\,  (3)...s=a-f-ug -]-aq2  -j-  ...-\-aq*-2  +aqm~‘. 

La  formule  (1)  fait  voir  qu’un  terme  quelconque  s’obtient  en 
multipliant  le  premier  terme  par  la  raison  élevée  à une  puis- 
sance marquée  par  le  nombre  des  termes  qui  le  précèdent. 

llest  facile. d’obtenir  une  valeur  plus  simple  des;  car  la  rela- 
tion (3)  donne 

s = a -|-  q (a  aq  -}-  ...  -f-  aq*~ 3 -f-  aq*-2')  , 
et  d’ailleurs  a •+■  aq  -f-  aq*-3  -j-  aq*~%  = s — aq"~‘-r 
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donc 


s—a-\-q  (s  — aq * '). 


Cette  dernière  équation  conduit  à 


/ 


(2) ...  s 


aiq ” — 1) 
(g—  0 ’ 


i5o.  Les  équations  (1)  et  (2)  fournissent  la  solution  de  ce 
problème  général  : Connaissant  trois  des  cinq  quantités  a > q>  n, 
*y  Sj  qui  entrent  dans  une  progression  géométrique  j déterminer 
Us  deux  autres.  Cela  conduit  aux  dix  questions  suivantes,  ana- 
logues à celles  du  n°  1 48. 

1 " Problème.  Connaissant  a,  q , n , trouver  » et  s. 

Les  formules 


(, (2 )...s=^LJ), 

donnent  les  valeurs  des  inconnues  » et  s. 


2'  Problème.  Connaissant  s , q , n,  trouver  a et  a. 
L’équation  (2) , qui  ne  renferme  que  la  seule  inconnue  a , 
fournit  la  valeur  de  a;  cette  valeur  substituée  dans  l’équation  (1), 
conduit  à la  valeur  de  ».  On  trouve  ainsi , 


(3). 


«(î-o 


(4)... 


(î’-0  ‘ 

q et  n, y trouver  s et  a. 


q"—l 

3e  Problème.  Connaissant  a , 

La  formule  (1)  détermine  a -,  et  la  substitution  de  cette  va- 
leur de  a dans  (2),  donne  s.  On  trouve. . . 

(g"—  0» 


. 4e  Problème.  Connaissant  a , » et  n , déterminer  q et  s. 

n — 1 

L’équation  (1)  donne  (7) q — 

Cette  valeur  de  q substituée  dans  (2),  déterminerait  s.  Mais 
on  peut  abréger  ce  calcul;  car  l’équation (1)  donnant »q=aqaj 
la  formule  (2)  devient  s(q — i)=»q — a. 

Mettant  la  valeur  (7)  de  q,  dans  cette  dernière  équation,  et 
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multipliant  ensuite  les  déu;t  membres  par  V a,  on  trouve 

n— i n—t 

✓/*—  i n—t  \ n-t  n—t  à ■/”"  ./*“ 

\V'*-\/a)s=i*V»—  nV a-,  d’où  (8)... « = -^77- -~£. 

. V » — i/« 

La  formule  (7)  donne  le  moyen  d’insérer  m moyens  géomé- 
triques entre  deux  nombres  donnés  a,  a , car  il  suffit  de  trouver 
la  raison  q «l’une  progression  géométrique  dont  le  Ier  terme 
esta,  dont  le  dernier  terme  est  à,  et  dont  le  nombre  n des 

n—t  m-\- 1 

termes  est  m 2.  La  relation  q — ~ devient  q = ^ -. 

Par  conséquent  : Pour  (jbtenir  la  raison  de  la  progression 
demandée , il  suffit  de  calculer  le  quotient  des  deux  nombres 
donnés j divisés  l’un  par  l’outre  j et  d’extraire  de  ce  quotient  la 
racine  du  degré  marqué  par  le  nombre  des  moyens  géométriques 
augmenté  d’une  unité. . , . 

Il  en  résulte^  que,  si  l’on  insère  successivement  un  même 
nombre  de  moyens  géométriques  entre  le  ter  et  le  2*  terme 
d’une  progression  géométrique,  entre  le  2'  et  3e  terme,  etc., 
l’ensemble  de  tous  ces  termes  forme -une  nouvelle  progression 
géométrique;  car  en  désignant  par  q la  raison  de  la  progres- 
sion donnée  et  par  m le  nombre  des  moyens  géométriques  que 
l’on  insère  entre  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  cette 
progression,  la  raison  qui  régnera  entre  les  moyens  géomé- 

m-j-I 

triques  sera  constante  et  égale  à j/ q.  De  sorte  que  l’ensemble 
de  tous  lés  termes  ainsi  formés  déterminera  une  nouvelle  pro- 
gression géométrique. 

5e  Problème.  Connaissant  a,  s,  n,  trouver  q et  u. 

t > - • /x  a (on  — r)  1 

L équation  (2.)..  s — — 

■ q — I : 

ne  renfermant  que  la  seule  inconnue  q,  iLparaîtrait  naturel 
d’en  faire  usage  pour  trouver  q.  Mais,  on  obtiendrait  ainsi  une 
valeur  de  q étrangère  à la  question.  En  effet,  l’équation  (a)  re- 

tb  • 
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(3). ..  «(y  — i)  = aiqn  — i). 

On  satisfait  à cette  dernière  équation  en  posant  2 = 1;  cha- 
cun des  n ternies  de  la  progression  se  réduit' à a;  de  sorte  que 
la  somme  s de  ces  n termes  devient  égale  à an.  La  valeur  y = 1 
ne  satisfait  donc  à la  question  que  dans  te  cas  particulier 
où  s=«n. 

Lorsque  s n’est  pas  égal  à an,  la  valeur  <7=1  déduite  de  (3), 
rie  convient  pas.  Pour  concevoir  comment  cette  valeur  étran- 
gère de  q a été  introduite,  on  observe  que  la  formule  (3)  peut 
se  déduire  de  la  relation  primitive 

. s —a  + aq-\-.  . .-1 -aq"~l  = a(i  -(-  y + y’4-  • • r +Ç*-1)» 

en  multipliant  les  deux  membres  par  q — 1 ; car  d’après  la  for- 
mule (1)  , (page  33),  le  polynôme  y"-1  4-  y’-’ .. . + q + * » 
exprimant  le  quotient  de  qn — I par  y — l , la  multiplication 
indiquée  conduit  à 

*(?—  1")=  «(y*  — »)• 

Ot,  en.multipliant  les  deux  membres  par  q—r t,  on  introduit 
nécessairemént  [^valeur  y=i , qui  réduit  q — 1 à xéro.  L’équa- 
tion qui  ne  détermjfie  que.les  valeurs  convenables  de  q,  est  d.onc 

s = a-j-  aq-\-aq'+  . 4- nqn~l. 

• \ 

Pour  la  résoudre , on  la  met  sous  la  forme 

(4)  • ■ •"  î""1  4-  • ..  + ^ — i. 

Lorsqu’on  aura  trouvé  q,  au  moyen  de  l’équation  (4)  ,.les  va- 
leurs correspondantes  de»  se  déduiront  delà  relation  »— oy*-1 . 

L’équation  (4)  étant  du  (n  — 1 )Umt  degré , lés  méthodes  qui 
ont  été  exposées  jusqu’ici  ne  donnfenl  le  moyen  de  la  résoudre 
que  lorsque  n est  égal  à 2 ou  à 3. 

Exemple.  Sqient , a 5,  s = 35,  n — 3. 

L’équation  (4)  devient  y1  4- y =6;  d’où  y = 2,y  = — 3. 

Les  valeurs  correspondantes  de  « , déduites  de  la  relation 
u=aqn~' , -sont  4"  20  et  4*  4^  i ce  qu>  détermine  les  deux  pro- 
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gressions  . » 

rr  5 : 10  : 20,  h 5 : — i5  : + 45. 

6'  Problème.  Connaissant  a,  s,  n,  trouver  q et  a. 

Pour  déterminer  q , on  pourrait  éliminera  entre  les  équations 

' v 

n-,  — g(7*—  0 


— aq"  ’,  s 


* H — 


ce  qui  conduirait  à l’équation  du  nUmr  degré 


(s  — a)  qn — sqn  ■'  +»  = o. 

Mais,  d’aprcs  ce  qu’on  a vu  dan,s  la  question  précédente, 
cette  dernière  équation  admettrait  la  valeur  étrangère  q = i . 
Pour  obtenir  l’équation  qui  ne  renferme. quç  les  valeurs  con- 
venables de  q,  on  élimine  a entre  les  équations 

et  = aqn~l,  s=a  (i  +ç  + q”  +. .+  qn~'), 
ce  qui  fournit  l’équation  du  (ri — iWm')  degré 


(5)...  (y— — ',(q’‘-*  + q’'-’+...  + q'+q  +l)  = 0. 

Lorsque  n sera  égal  à 2 ou  à 3,  on  pourra  tirer  q de  l’équa- 
tion (5),  et  ensuite  la  relation  a=:aqn~ 1 fournira  lçs  valeurs 
correspondantes  de  a. 

Exemple.  Soient,  « = 20,  s = 35,  »==3. 

L’çquatiott  (5)  devient 

i5  y*  — 2o(y  + i)  = o,  'ou  3 q% , — 4 9 — 4 = 0. 

On  en  tire  <7  = 2,  q =. — 1 5. 

Les  valeurs  correspondantes  de  a,  Réduites  de  « ==  aq"~', 

sont +5 et +45.  . ' " ' ^ gnl 

Cela  fournit  les  deux  progressions 

fv  5 : .10  : 20,  h +45  ? — Bo  ;+  20. 

Nous  avons  supposé  dans  les  six  problèmes  précédens  que  le 
nombre  n des  termes  était  'donné.  * — ' 

Lorsque  n est  inconnu, .les  équations 

iS. . 
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(l)...  tt=r.aqn~',  (2)...  s 


g (y"  — 1) 
y — 1 


conduisent  à une  équation  de  la  forme  *"=£,  dans  laquelle 
* el  C sont  des  nombres  connus.  Pour  résoudre  cette  équation, 
il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres;  car  d’a- 
près ce  qui  a été  démontré  {Arithmétique,  page  2i3,  4°),  le  lo- 
garithme de  <*■  étant  égal  à n fois  le  logarithme  de  et,  on  aura 

% 

« X log  a = log  C,  d’ôù  n = 

log*  • 

}*  Problème.  Connaissant  u , a et  y , trouver  s et  ». 

La  relation  ( 1 ) donne  «y  = aqn  ; la  substitution  de  cette 
Valeur  de  aqn  dans  (2) , conduit  à 

uq  — a 


q—  I 

Cette  formule  détermine  s en  fonction  des  données  »,  g,  q. 
Pour  calculer  n,  on  tire  de  (1) 

On  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équation, 
ce- qui  conduit  à 

(»  — 1 ) X log  q = log  a — log  a ; 
car  on  a démontré  ( Arithmétique , page.  2i3,  2°)  que 

,loC  ( = log  « — log  a.  \ 


On  en  déduit 


n — ! i = lo6 « ~ l°g a n __  log» -log a 

l°g  1 ’ log  q 


JIK*S 

r> 


^ Pboblème.  Connaissant  q , s et  a , trouver  a et  n. 

L’équation  s = ^ f donne 

y—  1 

u = a 1 ) S . ' ■ I 

..iJi 


l ■ 


? 
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Formules  relatives  aux  progressions  géométriques. 


Duihh 

Inconnues. 

■ 

VALEURS  DES  INCONNUES. 

a,  q,  n 

»,  * 

a(qm — l) 

« = (?_0. 

s,  q,  n 

a,  a 

a = t^~'),  w=l^<7 

q* — I q ■ — I 

L 

",  <],  « 

a,  s 

» (</"—')» 
<7— ’ 

a,  u,  n 

q,  • 

•.1  »-«_  •-«_ 

. Jet  »\/ et  — a\/ a 

q—\„'s  — 

▼ a m— » »— 1 

a , s } n 

q,  " 

q’—  + q—+.  . -hq'  -+-  q+  I = ^>  "=aq—'. 

",  s,  n 

q,  a 

(s—a'/q*-'  — "(q—’+q"-*- ■ • +q’+q+’)=° , 

a,  ",  q 

s,  n 

etq  — a Im  — la 

q — , Iq 

a,  *,  q 

",  n 

a + slq  — 1)  l(sq  — *-+-<») — l" 

U —■ * n = J- 

q ‘q 

",  q,  • 

at  n 

. i(")—i(»q  + e — ‘q) 

a — "q  s (q  l),  n_l+  ^ 

a,  et,  s 

q,  n 

s — a . 

q ~ s — " ’ " — ' + T(s  — n)  — l(s  — ") 

* 
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substituant  cette  valeur  de  * dans  * = aq*~*,  on  parvient  à 


sq  — s -4-  a 
1 = 


; d’où  n = 


lof-  (sq  — s-t-tp  -T  log  a 


a log  q 

ge  Problème*  Connaissant  et , q.et  Sj  trouver  a et  n. 

La  relation  s = — donne 

q—  1 


a = «q  — « (y  — 1 ) ; 

substituant  cette  valeur  de  a dans  « — aqn~‘,  il  vient 


<r'  = 


' „.v  ..  _ log»— log(-v+s— sq) 

, cl  ou  n — 1 = . — . 

: — sa  toc  n 


etq  -J-  s — sq  ’ log  q 

ioe  Problème.  Connaissant  ai,  a,  s , trouver  q et  n. 

La  relation  s = — donne 

q—  1 

s — a 

y s - — ai  ’ 

mettant  cette  valeur  de  q dans  u = aqa~',  on  parvient  h 

(~îï  d’où  (u-01oS(^)=log(^), 

log'  ai  — log  a 


log  (s  — a)  — log  (s  — ai)' 

Les  formules  qui  servent  à'résoudre  les  dis  problèmes  pré- 
cédens,  se  trouvent  réunies  dans  le  Tableau  ci-contre. 

i5i.  Problème.  Calculer  la  somme  de. tous  les  termes  d‘ une 
progression  géométrique  décroissante  prolongée  à P infini. 


La  formule  s = 


a(qu  — i) 


q—i 

(0 


revient  à s 
a aq 


_ ,Q  (»—?*), 


— 9 


; d’où 


»— 9 1 —9 

La  progression  étant  décroissante,  la  raison  q est  moindre 
que  l’unité.  Lorsque , a et  q ne  changeant  pas , n augmente  indé- 
finiment, 17"  et  — - — diminuent  eu  approchant  indéfiniment 

1 —9 


* ' ii  " 
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de  zéro  (u°  120,  2°),  la  valeur  de  s approche  indéfiniment  de  là 

constante  — - — ; de  sorte  quron  peut  toujours  prendre  assez  de 

termes  pour  que  leur  somme  différé  de  cette  constante  d’une 
quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée.  Enfin , à la  limite, 
quand  la  progression"  se  prolonge  à l’infini,  n est  infiniment 

aqn  , 

grand,  — — — se  réduit  à zéro,  çt  la  somme  de  tous  les  termes  est 
1 - î 

. , . a 

rigoureusement  égalé  a . 

La  somme  de  tous’  les  fermes  d’une  progression  géométrique 
décroissante  prolongée  à V infini,  est  donc  égale  au  premier  terme 
de  celte  progression  divisé  par  l’unité  moins  la  raison.  . 

On  trouve  de  cette  manière  que  la  fraction  décimale  pério- 

dique  0,272727  etc.,  est  égale  à car  elle  est  équivalente  à la 

somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  indéfinie 

. _2_7_  . JfL-  • _£2_  • Plr 

' ■ •*  100  • 100’  * IOO*  • IOO>  • ’ 

* 2H  I 2*7 

danslaquelle  a==-^-,  a = : et  par  suite  s = —, 

1 100  • ioo*  r 99  ' 


§ IIL  Des  Fractions  continues. 


i52.  On  nomme  fraction  continue  une'  expression  composée 
d’un  nombre  entier  et  tf  une  fraction  qui  a pour  numérateur  un 
nombre  entier,  et  pour  dénominateur  un  nombre  entier  plus  une 
fraction;  et  ainsi  Se  suite.  _ . . 

Nous  ne  considérerons  ici  que  des  fractions  continues  de  la 
forme  particulière 


+ etc. , 


dans  lesquelles  q , q',  q" , etc. , désigneront  des  nombres  en 
tiers  positifs.  • . 
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Les  quantités  q , q , q -\ — i , > etc. 

q q 

mettre  sous  la  forme  de  fractions  ordinaires.  En  effet  : 


*79 

peuvent  se 


9 = T' 


'+r 


. qq 


Changeant  dans  la  dernière  égalité,  q'  en  q'  - 1 , et 

multipliant  les  deux  ternies  de  la  fraction  qui  en  résulte  par 
q",  on  trouve 

' , -W+O  <?"  + ? ’ 

1 i _ 1 


q + 


q'  + - 


q'q  + » 


••,(0 


et  ainsi  de  suite. 

Les  fractions  ordinaires  . • - 

q qn'+  I (qq'+  i)xgu  + g 
i ’ q'  ’ q'xq‘+  « ’ ' ’ 

ont  reçu  le  nom  de  fractions  .convirgentes  ou  de  réduites,  parce 
qu’elles  approchent  de  plus  en  plus  de.la  -valeur  de  la  fraction 
continue  totale,  et- qu’elles  sont  réduites  à leurs  plus  simples 
expressions  (n0>.i55  et  i5q). 

Les  nombres  entiers  q,  q',  q",  etc.,  sont  les  tpiotiens  in- 
complets; on  verra  (n^-lCt^  la  raison  de  cette  dénomina- 
tion. ' ' ' 

i53.  La  comparaison  des  trois  premières  réduites  conduit, 
par  analogie,  à cette  règle  générale  : 

Pour  obtenir  les  réduites  successives  qui  correspondent  à la 
fraction  continue  Cl),  écrivez  les  qiwtiens  incomplets  q' , q“ , q", 
q"1,  etc.,  par  ordre,  sur  une  ligne  horizontale  ; calculez  les  deux 

premières  réduite $ j , ^ ~j~  ; posez- les  sous  'q'  et  q";  multi- 
pliez les  deux  termes  de  la  2e  réduite  par  q" ; les  produits,  aug. 
mérités  respectivement  des  deux  termes  de  la  ire  réduite ,. don- 
neront le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  3'  réduite.  Pour 
obtenir  la  4*  réduite,  multipliez  les  deux  termes  de  la  3*  par  q" ; 
les  produits  augmentés  respectivement  des  deux  termes  de  la  2e 
réduite  , donneront  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  4'  ré- 
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duite.  Posez  La  4‘  réduite  sous  q'y  ; la  5e  réduite  se  déduira  de 
même  des  deux  précédentes.  Et  ainsi  de  suite. 

Celte  loi  ayant  été  vérifiée  pour  les  trois  premières  réduites,  il 
suffit  de  faire  voir  que,  si  elle  a lieu  pour  trois  réduites  suc- 

. > c c e-  , , T . . c* 

cesaives  , ,,  -y,  la  séduite  suivante  -5,  se  déduira  desdeux 

* a « {g 

précédentes  d’après  la  même  loiv 

Soient  y,  y,  y",  les  derniers  qiiotiens  incomplets  contenus 
; • £'  £» 

dans  les  réduites  -7 , , -,  ; il  faut  prouver  que , si 


çv  + f 

-V+-’ 


' on  aura 


(3)... 


C*  _ C"y*  4.  £* 
um~  «"y"  4-  <*'  ‘ 


Or,  on  obtient  - ÿ en  remplaçant  dans  (-2) , y'  par-y'  4-  — ; 

et  par  hypothèse  = S'y'  + S,  a = «'y' 

Effectuant  ce  changement  dans  (2)  , et  multipliant  les  deux 
termes  de  la  fraction  qui  en  résulte  par  y",  on  trouve 

r _ çey + c)  y"  + s'  s y 4- s' 

*°  (*'  y -+-  *)  y"  *f“  d d'y"  ~i~  d 

La  formule  (3)  n’est  donc  qu’une  conséquence  de  la  formule 
(2).  Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

154.  Les  relations  £"=Cy  + G,  d'=dy+a  , font  voir  que 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  réduites  successives 
sont  d’autant  plus  grands  que  ces  réduites  sont  plus  éloignées 
de  la  première. 

Rv.MA.nQUE.  La  quantité  positive  y'  n’étaut  jamais  moindre 
que  l’unité,  on  voit  que  £"iie  peut  être  moindre  que  £'4-£, 
et  que  a"  n’est  jamais  moindre  que  d -J-  «.•  Par  conséquent, 
lorsque  la  fraction  continue  se  prolonge  indéfiniment il  est 
toujours  possible  de  trouver  une  réduite  assez  éloignée  de  la 
première j pour  que  son  numérateur  et  son  dénominateur  soient 
aussi  grands  quon  voudra. _ 

155.  Les  réduites  successives  sont'  alternativement  plus  pe- 
tites et  plus  grandes  que  la  fraction  continue  totale  ; elles  en 
approchent  .de  plus  en  plus.  En  effet , soient 
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■‘=’+?+.. •*  7= »+?+...+-■. 

r+7+e1o.,  •- 

C" 

On  voit  que,  pour  déduire  or  de  il  suffit  de  changer  y 

CL 

, ' g» 

en  y'  , dans  la  valeur  dé  -g  : posant  donc 

y -f-  etc.  « 


. v'  + ÿ"  + cic=:y’ 

■ , . C'y  + C 

on  obtiendra  x en  cliapgeant  y en  y dans  l’expression  -7-7-—— 

ri  y -f-  ce 

■ C" . 

de  -j  : ce  qui  donnera 
« 

(4)...  x = et  y>i. 

L’équation  (4)  exprime  la  relation  qui  existe  entre  la  frac- 
tion continue  totale  x et  les  termes  de  deux  réduites  consécu- 

ç ç 

tives  quelconques  - , -7.  Pour  comparer  les  grandeurs  de  cés 

Ct  CL 

fractions,  on  met  eu  évidence  les  différences  entre  x et  cha- 
cune des  réduites.  Or , (4)  donne 

»xy  4-  «*x  = C^y'-f-  £,  y («'x  — C)  ?=  C — ctx , . 

. . (S)-  »y  (c  ~ 7)  = ct(~  -r)- 

*y  ct  te  étant  positifs,  la  relation  (5)  démontre  que  les  diffé- 

C C • • 

rences  x r > x,  sont  toujours  de  même  signe;  la  va- 

te  « 

leur  de  la  fraction  continue  totale  x est  donc  comprise  entre 

, G.  C 

deux  réduites  consécutives  quelconques  — , -7 

Ci  Ct 

C c ‘ 

Par  exemple,  si  - > x , il  faudra  que  —,  <^x. 

■te  et 

, • ' . • • çr  ■' 

La  formule  (5)  prouve  en' outre,  que /a  réduite  —,  approche 

a. 

plus  de  la  -fraction  continue  totale  .r,  que  la  réduite  prècé- 
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dente  ; c’est-à-dire  que 


x • 


C'  £ 


-7  de  *y  soit 

CL 


tt  CL 

car  les  inégalités  *']>*,  y 1 , donnant 

• . '•y-  > «> 

la  relation  (5)  exige  que  le  multiplicateur  x ■ 

G . 

moindre  que  le  multiplicateur x de  «. 

,.'t  • n I 

Remarque.  La  ir*  réduite  y étant  moindre  que  la  fraction 

continue  totale  x , les  réduites  de  rang  impair  spnt  ttop  pe- 
tites et  les  réduites  de  rang  pair  sont  trop  grandes;  et  d’ail- 
leurs çomme  elles  approchent  de  plus  en  plus  de  x , les  réduites 
de  rang  impair  vont  en  augmentant,  tandis  que  celles  de  rang 
pair  vont  en  diminuant. 

i56.  La  différence  entre  deux  réduites  consécutives  quelcon- 

c c . . 

ques  — » — est  une  fraction  ordinaire  qui  a U unité  pour  nu- 
mérateur. r 

En  effet , lorsque  ^ est  de  rang  paif , on  a 

(T  C ^ G’  , .G  .G*  G’  GT 

->x,  -,<x,  -7,  >,  x-,  donc  ->-7  et 
a.  a.  « a.  a a.  a. 


La  formule  (2)  , (page  280) , donne 


G"  Gf_Cy'f-G  G' 

a.  1 ' 


*'G—*G' 


G G'  ~ *'G—«G' 


-7;  or, y- 


«V  “h*  * * 

Les  différences  entre-  les  red4it.es  consecutives  ont  donc  des 

numérateurs  égaux.  Mais,  la  différence  — entre  les  deux  pre-- 
; ' 'fl  • ■ 

mières  réduites, a l’unité  pour  numérateur;  le  principe  est  donc 
démontré.  Par  conséquent,  u'G — «£'  = 1.  ..  . 

) 5-,  Les  fractions  convergentes , formées  d’apris  la  règle  du 
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u°  1 53  j sont  irréductibles;  car  si  elles  rie  l’étaient  pas,  il  existe- 
rait un  facteur  commun  J'  entre  les  deux  ternies  u-,  G d’une 

réduite  - : or  , a G — « G'  ■=  i ; J'  diviserait  le  premier  membre 

* 

»G  — *G'  ; J devrait  donc  diviser  le  second  membre  î;  ce 
qui  n’est  pas  possible.  . . 

i58.  Lorsqit’on  prend  une  réduite  au  lieu  de  la  fraction  con- 
tinue totale  j l’erreur  est  moindre  que  l’unité  divisée  par  le 
quarrè  du  dénominateur  de  cette  réduite. 

En  effet,  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale  x étant 

' GG' 

comprise  entre  deux'réduites  consécutives  quelconques  -,  — ; 

C 

l’erreur  e,  commise  en  prenant,  - au' lieu  .de  Jt  , est  moindre 
que  la  différence  — -,  entre  ces  réduites. 

eut  •- 


Or,  — , Car  cionc  e < 

i5g.  Pour  obtenir  la  valeur  d’une  fraction  continue , à 

y 

moins  de  j d’unité,  il  suffit  de  prendre  une  réduite  telle  que 

ï 

son  dénominateur  soit  plus  grand  que  la  racine  quarrée  de  - ; 

G . 7 

car  Terreur  commise  en  prenant  la  réduite  - au  lieu  de  la 


fraction  continue  totale. étant  moindre  que  il. ne  s’agit 

Ct  • 

• ( y t 

que  de  satisfaire  à l’inégalité  d’où  af> 

Pour  remplir  cette  dernière  condition,  on  continue  les  cal- 
culs du  n°  i53,  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une  réduite  dont 
le  dénominateur  * surpasse  la  plus  petite  valeur  entière  appro- 
chée de  ta'  racine  quarrée  de  -.  • 

y 

Rejiakque.  Lorsque  la  fraction  continue  se  prolonge  indéfihi- 
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ment,  on  peut  toujours  calculer  sa  valeur  avec  autant  d'exac- 
titude quon  veut;  car  il  résulte  4e  la  remarque  du  n°  i54  , 
qu’on  parviendra  toujours  à une  réduite  dont  le  dénominateur 

ser?  plus  grand  que  la  racine  quarrée  de.-. 

■ c 

*160.  Une  réduite  quelconque  -y  exprime  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  totale  x,  plus  exactement  que  toute  fraction  — 
dont  le,  dénominateur  serait  moindre  qui  » . 

• Cette  propriété  ayant  été  démontrée  ( n°  i’55  ) quand  - 

est  une  des  réduites , ij  suffit  de  considérer  le  cas  où  - n’est 

• a 

pa$  une  des  réduites. 

£ . Ù ’ 

Soit  - la  réduite  qui  précède  -7  ; et  supposons 

• ^ 

Je  dis  d’abord  que  la  valeur  de  - ne  peut  tornber  entre 

£ £' 

— el  — ; car  si  elle  y tombait , on  aurait 

a a. 

£ b £ £'  „ ; aC—  ■«'£  — •£' 

— - < 7 ; d ou < 7 — • 

u a ■ u « au  u* 

Or  , *'£  — e?  ==  1 (n°  i56)  ; donc 

. ‘ aQ  — bu  ’i 

. au  uu 

Cette  dernière  inégalité  donne  aC  — bu  <[ 


Or  par  hypothèse  -,  1 ; on.  aurait  donc  aC  — bu  <C  1. 


. C C 

l*)  On  ferait  dos  raisonncincns  analogues  si  - < 


« 
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Cette  dernière  inégalité  ne  peut  subsister;  car  a,  b,  * el  G 
étant  des  nombres  entiers,  il  faudrait  que  l’on  eût 

...  b G 

ab  — bu  = o , d ou  - =-  : 

au  . 

ce  qui  est  contre  l’hypothèse, 

La  fraction  n’est  donc  jamais  comprise  entre  - et 

G' 

On  en  déduit  aisément  que  la  réduite  -y  diffère  moins  de  x 

b'  * ^ • 
que  la  fraction  • 

G G' 

En  effet,  soit  toujours  - > -7  ; 

• ' , * ' 

G G' 

on  aura  x < - , x^-r. 

U U 

, o • b • , G G'  ■ 

La  fraction  - ne  pouvant  pas  tomber  entre  - el  -7  , il 
a ' u » 

b C ‘ G 

faut  que  - sort  moindre  que  — ou  plus  grand  que 

b G' 

i°.  Si  - <C  — , on  aura 

a d 


C-->X 

ce  qui  s’écrit  ordinairement  de  eettê  manière  abrégée, 

? . . <T  ft 

->*>->-• 
et  et  a 

_ . , . G'  b ' • ' ‘ 

La  relation  — donne 

« . \ , 


}j3 


o c-  b v.  *' 

2 . Si  - > on  aura 


C > b 

x- j-  < x . 

• a ' 


£ . C' 

->  ->x>7.. 
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. . . :b  C j 

L-a  relation  - > — donne 
a a 


b 

X > x. 

a « 


Or,  od  a vu  (n°  i55),  que 
x’ — 

donc  à plus  forte  raison , 


<r  c • 

— < X\ 


r . b 

x — - <r  — x. 

a a 


iaw  I s ni  un  o 
- n«iî  Jofi  i't  r.I 

:j  ' d'I  uO 
jn’.A  ’ sA  «»fi 


La  différence  entre  — et  x est  donc  toujours  moindre  que  la 

b 

différence  entre  - et  x;  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

161.  Pour  exprimer  une  quantité  quelconque  x en  fraction 
continue j calculez  d’abord  la  plus  petite  valeur  entière  appro- 
chée q de  x;  faites  x — q-\ — ; y sera  plus  grand  que  I.  Cher- 
chez la  plus  petite  valeur  entière  approchée  q de  y,  et  posez 
y q'  Déterminez  la  plus  petite  valeur  entière  appro- 

chée q"  de  z;  et  ainsi  de  suite.  La  valeur  de  x sera  exprimée 
par  la  fraction  continue  ( 1 ) ( page  278  )'.-  Selon  que  x sera  com- 
mensurable  ou  incommensurable  j cette  fraction  continue  se  ter- 
minera ou  ne  se  terminera  pas. 

i*c  Exemple.  Convertir  une  fraction  ordinaire  - en  frac- 
tion continue. 

On  divise  b par  a,  ce  qui  fournit  un  quotient  entier  q 
et  un  reste  r q exprime  la  valeur  entière  approchée  de 
b 

- ; et  I on  a 
a 

b . >'  .1  a 

-z=q  + -=^q  + --  don  jy=-,  y>  1. 
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Divisant  a par  r,  on  obtient  un  quotient  entier  q et  un 
reste  r r;  q étant  la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de 
y,  on  a 

-=?  + -=s  + dou  *=  -/»  *>*• 

Continuant  les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste 

nul,  la  fraction  - sera  exprimée  par  la  fraction  conduite  (1) 

(page  278);  et  il  est  facile  de  voir  quç  la  fraction  continue  se  ter- 
minera, car  on  arrive  toujours  à un  reste  nul. 

Les  quotiens  incomplets , q , q' , q",  etc. , sont  les  quotieps  en- 
tiers successifs  que  l’on  obtiendrait  en  cherchant  le.  plus  grand 
commun  diviseur  entre  b et  a. 

ire  Remarque.  Quand  b et  a sont  premiers  entre  eux,  la 

fraction  — est  irréductible;  les  deux  termes  de  la  dernière  ré- 
a 

duite  sont  h et  a.  Lorsque  b et  a ont  un  facteur  commun , 

la  dernière  fraction  convergente  est  égale  à la  fraction  - 

a 

réduite  à sa  plus  simple  expression,  car  les  fractions  conver- 
gentes sont  irréductibles.  < 

2'  Remarque.  Lorsque  les  deux  termes  d’upe  fraction  irré- 
ductible - sont  des  nombres  considérables , il  est  difficile  de  se 

former  uue  idée  de  la  grandeur  de  cette  fraction.  Pour  obtenir 

des  fractions  plus  simples  j qui  approchent  de  plus  en  plus  de  la 

* b . b 9 \ 

valeur  de  -,  on  convertit  - en  fraction  continue  , et' on  forme 
a a 

les  réduites  successives  (n°  l53).  Ces  réduites  jouissent  de  la 
propriété  demandée. 

Soit  la  fraction  irréductible  la  recherche  du  plus 

• , iooooq  1 

grand  commun  diviseur  de  ses  deux  termes  donne  les  quotiens 

entiers  successifs  3,  7,  i5,  1,  25,  1,  7,  4’>  on  en  déduit  que 

les  réduites  sont 


Digitized  by  Google 


a88  ALGÈBRE. 

3 22  333  355  9208  g563  76149  3i4i5g 

i*  <j  ’ 106’  n3’  2931’’  3o44’  24239’  100000 

D’après  les  propriétés  du  n°  i55,  les  réduites  de  rang  im- 
pair 

3 333  9208  76149 

i’  106’  2931’  24239’ 

• 3 1 4 1 5 

sont  moindres  que  la  fraction  donnée  , mais  elles  vont 

n iooopo 

en  augmentant,  et  s’en  approchent  de  plus  en  plus. 

Les  réduites  de  rang  pair 

22  355  g563 

7’  TT3’  •3d44’ 

sont  plus  grandes  que  la  fraction  donnée  ^ ^ , mais  elles 

r 0 ^ 100000 

vont  eh  diminuant  et  s’en  approchent  de  plus  en  plus. 

2*  Exemple.  Exprimer  la  racine  quarrêe  de  101  en  fraction 

continue. 

La  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  [/ 101  étant 
10,  on  fait  ... 

l/joi  = io+-;  d’où 

y 

I 1 x(\/ioi-(-io)  t/lOI-f-IO  , 

y— — -= — ■ — 7= r-j — 7= — — y IOI  + IO. 

ÿ lùi — 10  ( \/ 1 o 1 — 10)  (V/  ioi-4-io)  101 — loP 


Or,  l/ioi  + 10  = 20 + -,  car 


}/ 1 o 1 = 1 o -f-  - ; 

y 


donc 


j,  =±20+  -. 

y 


Remplaçant  successivement  y par  sa.  valeur  20  '-J — , oi> 

. y 


trouvera  V 101  = 10  + 


20  + 


:10  + 


20  -f- 


1 1 


y ' 20  + etc. . 

Tous  les  quotiens  incomplets^',  q“,  q“,  etc. , sont  égaux  à 20. 
La  fraction  continue  qui  exprime  \/ 101  se  prolonge  indé- 
finiment, car  v/ioi  est  incommensurable. 
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162.  La  méthode  précédente  fournit  le  moyen  de  calculer  la 
valeur  Je  l’ inconnue  x dans  les  équations  de  la  forme 
lorsque  * et  S sont  des  nombres  connus. 

Ier  Exemple.  Soit  l’équation  8*  = 3a. 

Pour  trouver  la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  x, 
on  donne  successivement  à x les  valeurs  o,  1,2,  et  l’on  voit 
que  x tombe  entre  1 et  a.-  On  pose  donc 

x=i+^î  on  sait  que  ÿ^>  u 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  8*  = 32,  on  trouve 

i+-  i - 

32=8  / = 8x8f;  d’où  8^  = 4 et  4'  = $. 

Or  y ]>  i , et  y — 2 donne  ^=.16)  la  valeur  de  y est  donc 
comprise  entre  1 et  2.  On  pose  donc 

y=i  + ->  et  on  sait  que.  *>1. 

Substituant  cette  valeur  dey»  dans  4* =8,  on  taouve 

1 4-i  ' i 

8=4  *=4x4*;  d’où  4*  =2  et  2*  = 4. 

La  valeur  z = 2 satisfaisant  à l’équation  2*  = 4 1 on  a 
, 1 3 1 2 5 

•y=I+ï:=2’  -=-+-=»+3=3- 

Et  en  effet , 

81  = = ( j/ü)  = (2)5  = 32. 

En  général,  quand  la  valeur  de  x j qui  satisfait  à P équation 
(i)...  a1  = C j est  plus  grande  que  l’unité , la  méthode  précé- 
dente conduit  à la  valeur  de  x en  fraction  continue  j et  cette 
fraction  sert  à calculer  x avec  autant  d’ exactitude  qu  on' veut. 

Quand  a et  C étant  positifs,  la  valeur  réelle  de  x n’est  pas 
plus  grande  que  l’unité,  on  ramène  ce  cas  au  précédent  en 
transformant  l’équation  (1)  , en  une  autre  a‘=  b , dans  laquelle 
s est  plus  grand  que  l’unité. 

>9 
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i*r  Exempt.*.  Soit  l’équation  8*  = — . 

L’hypothèse  x = o , donnant  une  valeur  trop  forte  de  8*,  on 
voit  que  x est  moindre  que  zéro,  c’est-à-dire  que  x est  né- 
gatif, on  pose  donc  x=—z.  L’équation  proposée  devient 

JL  = 8-=£;  dois-  8*=3*. 

Dans  cette  dernière  équation,  z étant  plus  grand  que  l'unité, 

5 5 

on  trouvera  * = d’oh  x — — j* 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  io*=3. 

La  valèur  Jf  = o , donne  i o*  = i , 

et  x = i , donne  io*  = io. 

Le  nombre  3 tombant  entre  1 et  io , on  voit  que  x est  com- 
pris entre  zéro  et  I.  Posant  donc  x = ^,  on  est  certain  que  z 
est  plus  grand  que  l’unité,  et  on  a 

I 

3=io*=  io*  ; ’d’oxi  3*  = io. 

Donnant  à z les  valeurs  2,  3,  on  voit  que  z tombe  entre 
ces  deux  nombçes;  on  pose  donc 

Si  l’on  continue  ces  calculs , on  trouvera  que 

i 

x = - i 

. « 

io  -f-  - . 

2 + etc. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  z à moins  d’un  millième  d’unité , 
il  faut  calculer  les  réduites  successives  jusqu’à  ce  qu’on  par- 
vienne à une  réduite  - telle  que 

«>v  iooo.  Or  \/ 1 ooo  = 3 1 ,6  etc. 
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La  réduite  dont  le  dénominateur  sera  plus  grand  que  3i 
jouira  donc  de  la  propriété  demandée;  et  comme  les  réduites 

successives,  calculées  d’après  la  règle  dun°i53,  sont  ~ , 


21  21 

7-7  , etc. , on  prendra  x = Cette  valeur  de  x C3t  trop  forte, 

44  44 

mais  l’erreur  est  moindre  qu’un  millième  d’unité  ; si  on  ré- 


24  m ' 

duit  en  décimales,  on  trouvera  x=  0,4772  etc.;  et  0,477 

exprime  x à moins  d’un  millième  d’unité, .car  si  l’on  dimi- 
nuait 0,4772  etc.,  d’un  millième  d’unité,  le  résultat  0,4762  etc., 
serait  trop  faible.  Mais  il  serait  fauxcP en  conclure  que  la  valeur 
exacte  de  x est  comprise  entre  0,477  et  > car  en  pous- 

sant plus  loin  les  calculs,  on  trouve  ar  = o,477i  etc.;  de  sorte 
que  0,477  est  trop  faible. 


i63.  Quand  et  et  » sont  des  nombres  entiers  positifs  donnés  , 
il  est  facile  de  découvrir  si  la  valeur  réelle  de  x qui  satisfait  à 
l’équation  (1). . . a*  = C,  est  commensurable.  En  effet  : 

i°.  Lorsque  x a une  valeur  commensurable,  on  peut  la  re- 
présenter par  ~ , b et  a étant  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eux.  L’éqüation  (1)  devient 
» 

«“  = C ; d’où  (2) ...  a.b  = Ga. 

Tout  facteur  premier  de  a,  divisera  »b  ; il  devra  donc  diviser 
Ga , ce  qui  exige  qu’il  divise  C,'(Arith.,  n°  47)'.i-es  fbeteurs  pre- 
miers de  G doivent  doue  être  les  mêmes  que  cêux  de  et. 

Par  conséquent,  si  pet  q désignent  les  facteurs  premiers  de 
«*(*),  on  aura  nécessairement 

*=pmq",  Gxxp'q'. 

Substituant  ces  valeurs  de  a.  et  G,  l’équation  (2)  deviendra 


(*)  On  snpposc  que  a ne  renferme  que  deux  facteurs  premiers  pf  q;  la 
démonstration  serait  la  même  pour  tout  autre  nombre  de  facteurs. 

*9-. 
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plm  x ÿ‘*  - p3'  X ï3’. 

Or,  le»  facteurs  premiers  p,  q,  doivent  se  trouver  le  même 
nombre  de  fois  dans  chaque  membre  ; car,  par  exemple , si  l’on 
pouvait  avoir  bm  = ar  -f-  <!',  il  en  résulterait 


/>3f+/X  î,,=pY';  d’où  fY’  = fi 

le  nombre  premier  p divisant  p*qtn,  devrait  diviser  y"’;  il  divi- 
serait donc  q (Arith.,  n°  4’j);  ce  qui  est  impossible,  puisque 
p et  q sont  deux  nombres  premiers. 

Il  faut  donc  que 

bm  — ar . bn  — as:  d’ou 

u m n 


pV"  = 


^ Les  rapports  — , - , doivent  donc  être  égaux. 


s 

m ’ n 

Ainsi,  lorsque  x est  commensurable j les  fadeurs  premiers 
de  G sont  les  mêmes  que  ceux  de  a.  j et  les  rapports  des  exposons 
de  ces  facteurs  sont  égaux  entre  eux. 

Iticrt’itOQOKMF.NT , lorsque  les  facteurs  premiers  de  net  G étant 
les  mêmes  j les  rapports  des  exposons  de  ces  facteurs  sont  égaux  3 
x est  commensurable  et  chacun  de  ces  rapports  exprime  r,  car 
en  supposant 

*=pmqa,  £=pTq‘,  x~~==ylt 
on  a mx  = r , nx  = s , 

et  la  valeur  pmzq"x  de*1  se  réduit  à prq’ , ou  à G. 

Exemple.  Soit  l’équation  iox  = G. 

Pour  que  je  soit  commensurable,  il  faut  que  G ne  renferme 
que  les  facteurs  pccmiers  2,  5,  de  10,  et  qu’en  outre  r = «J 
d’où  C=(jx5)’=io'. 

nombre  G doit  donc  être  une  puissance  entière  positive  ou 
négative  de  10.  Les  seules  valeurs  de  G qui  fournissent  des 
valeurs  conuncnsurables  de  x sont  donc 


etc.,  — , , 

10  100 


1000 


etc. 


164.  Les  propriétés  des  fractions  continues  donnent  le 
moyen  de  trouver  toutes  les  solutions  entières  d’une  équation 
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numérique  du  premier  degré  entre  deux  inconnue»  x et  y. 

En  effet;  lorsque  l’équation  proposée  admet  des  valeurs  en- 
tières de  x et  y,  on  peut  toujours  la  ramener  à l’une  des  formes 

(i)...  ax  + by  = c (2)...  tix — by  — cf 

(3) ...  — or  -j- by  = c , (4) — ax  — by  — c, 

a et  b désignant  des  nombres  entiers  positifs  premiers  entre 
eux  (n°  7a).  D’ailleurs,  lorsqu’on  connaît  une  solution  entière 
de  l’équation  proposée,  le  principe  du  n°  73  fournit  toutes  les 
autres  solutions  entières;  il  suffit  donc  de  trouver  une  de  ces 
solutions.  Pour  y parvenir , on  convertit  la  fraotion  irréduc- 
tible^ en  fraction  continue,  par  la  méthode  du  n°  161;  on 

forme  ensuite  les  réduites  successives  (n°  i5S)  ; la  dernière  est 
b Ç 

-,  et  si  - désigne  la  réduite  précédente,  on  a vu  (n°  i56) 

que  aC — ba  = ±.i.  •' 

i®.  Soit  aG — bm  — 1. 

Tour  ramener  cette  équation  à l’une  des  formes(i),  (a),  (3) , 
(4),  on  multiplie  ses  deux  membres  par  c , ce  qui  donne 

acG  — bcet  = c.  . 

La  comparaison  de  cette  dernière  équation  avec  l’équation 
(1),  fait  voir  qu’on  obtiendra  une  solution  entière  de-1’ équa- 
tion (1)  en  posant  x — cG,  y — — c ».  ■ 

On  verra  de  même  que  pour  obtenir  une  solution  entière 
des  équations  (a),  (3),  (4),  il  suffit  de  poser 

x = cG  |1  x = — cG  |J  x = — t-G 
y = c*  il  y— — cm  j|  y=  + cu. 

a“.  Soit  aG—bct=. — 1,  d’où  — acC-j- but  = c. 

Il  est  facile  de  voir  qu’on  obtiendra  une  solution  entière  des 
équations  (1),  (2),  (3J,  (4),  en  posant 

x — — cG  il  x — — cG  ||  x 3= -f - cG  11  x=-f-cC 

y — ca  II  y .=  — cet  Il  = -f-  ca  | ; _y  = — tel. 

Exemple:  Soit  l’équation  aix  -f-  a&y  = 1000. 
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Eu  la  comparaut  à l’équation  (i),  ou  a 

a = 21,  b — 2.6,  c — i ooo.  ' * 

Si  l’on  convertit  — en  fraction  continue,  on  trouvera  que 
ai  • ^ 

, ,,  . . i 5 a6 

les  réduites  successives  sont  -,  y et  — . 

i 4 21 

De  sorte  que  C = 5,  a.—  4;  d’où  aC  — ba t=  i. 

On  obtiendra  donc  une  solution  entière  de  l’équation. .... 
2ix+  26y  = iooo,  en  posant 

x = cC  = 5ooo,  y = — ca  = — 4000- 

§ IV.  Théorie  algébrique  des  Logarithmes. 


1 65-  Nous  avons  vu  en  Arithmétique  que  pour  former  un 
système  de  logarithmes , il  suflit  de  prendre  deux  progressions 
indéünies,  l’une  géométrique  commençant  par  l’unité,  l’autre 
arithmétique  commençant  par  zéro  ; etqu’au  moyen  de  ces  deux 
progressions,  la  multiplication,  la  division,  l’élévation  aux 
puissances  et  l’extraction  des  racines,  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique,  se  réduisent  à une  addition,  à une  soustrac- 
tion, à une  multiplication,  et  à une  division  sur  les  termes 
correspondans  de  la  progression  arithmétique.  Nous  avons  en- 
suite -remarqué  qu’en  insérant  assez  de  moyens  proportion- 
nels entre  les  termes  des  deux  progressions  primitives,  on 
obtient  deux  nouvelles  progressions  dont  les  ternies  varient 
d’une  manière  presque  insensible  ; et  nous  en  avons  conclu  que 
ces  abréviations  de  calcul  étaient  applicables  à tous  les  nombres. 
Les  fermes  de  la  progression  arithmétique  ont  été  nommés  les 
LOGARITHMES  des  termes  correspondans  de  la  progression  géo- 
métrique. 

Il  existe  une  analogie  remarquable  entre  ces  propriétés 
des  logarithmes  et  les  règles  relatives  aux  exposans.  Par 
exemple,  dans  la  multiplication,  le  i.ogahitume  du  produit 
de  deux  nombres  est  égal  à la  somme  des  logarithmes  de  ces 
deux  nombres,  et  de  même  I’exposart  du  produit  de  deux 
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puissances  d’une  meme  quantité  est  égal  à la  tomme  des  expo- 
saus  de  ces  puissances.  Cette  concordance  entre  les  logarithmes 
et  les  exposans,  a également  lieu  dans  la  division,  l’élévation 
aux  puissances , et  l’extraction  des  racines. 

166.  On  est  donc  conduit  à chercher  si  l’on  ne  pourrait  pas 
considérer  les  logarithmes  comme  des  exposans. 

A cet  effet,- nous  reprendrons  les  progressions  primitives 

h i : 10  : ioo  : 1000  : ioooo  : 100000  :»... 

f 9 . i . a . 3 . 4 . 5 

qui  ont  servi  à former  le  système  de  logarithmes  tabulaires 
piacé  à la  fin  de  l’Arithmétique;  on  voit  de  suite  que  ces  pro- 
gressions peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

fî  io°  : io'  : io’  : io1  : io*  : ios  : . . 

; o.i.  a . 3 , |.5  ...... 

et  par  conséquent  les  logarithmes  o,  1,  a,  3,  4»  etc.,  des  nom- 
bres io°,  101, 10*,  i*1,  104,  etc. , peuvent  être  considérés  comme 
les  exposans  des  puissances  auxquelles  il  suffit  d’élever  10  pour 
obtenir  ces  nombres;  de  sorte  qu’en  posant  io*  =*y,  on  obtien- 
drait pour  y les  différens  termes  de  H progression  géométrique, 
en  donnant  successivement  à ries  valeurs  o,  1,2,  3, .etc. 

Pour  étendre  les  propriétés  dont  jouissent  les  logarithmes  à 
des  nombres  compris  entre  les  termes  de  là  progression  géomé- 
trique primitive  , on  a inséré  entre  deux  quelconques  de  ces 
termes  un  nombre  n de  moyens  géométriques  , dont  ou  a ob- 
tenu les  logarithmes  respectifs  en  insérant  n moyens  arithmé- 
tiques entre  les  deux  termes  corrcspondans  de  la  progression 
arithmétique.  De  là  résultent  deux  nouvelles  progressions, 

r>4-i  I 

l’une  géométrique,  dont  la  raison  est  >°  — ion+1  ; l’autre, 
arithmétique , dont  la  raison  est  ; de  sorte  qu’en  dési- 

gnant  ^ - par  i,  on  obtient  les  nouvelles  progressions 

H io°  : 10'  : 10^ ; io"'  : lo("+0^miO,:sO,^  lo,+2'.. 
f O r I .a#"  ni  . (n-f  i)t  ou  1 . 1 -f-i  . 1 -j-a/,...  « 


•4 
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On  voit  encore  que  les  logarithmes  o,  a/,  etc.,  des  nombres 
io°,  1 o',  io*^,  etc.,  sont  les  exposans  des  puissances  auxquelles 
il  suffit  d’élever  10  pour  obtenir  ces  nombres;  et  que  la  relation 
10*  = y fournirait  pour  y les  différens  termes  de  la  nouvelle 
progression  géométrique  , en  donnent  successivement  à a;  les 
valeurs  o,  2^,  etc. 

Le  nombre  n des  moyens  géométriques  et  arithmétiques  que 
l’on  insère  entre  deux  termes  consécutifs  des  progressions  pri- 
mitives étant  arbitraire,  on  peut  toujours  prendre  n assez  grand 

pour  que  *■  " ou  ^devienne  aussi  petit  qu’on  voudra , et  par 

suite  que  les  ternies  des  deux  progressions  varient  par  degrés 
très  rapprochés.  Il  çst  donc  encore  vrai  de  dire  que  les  termes 
de  la  progression  géométrique  sont  les  valeurs  de  y fournies  par 
la  relation  y s=  10*,  en  donnant  à x les  valeurs  très  rappro- 
chées o,  S , il,  etc.  , . ' r 

L/ensemble  de  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  x et  y four- 
nies par  la  relation  10 y,  forme  un  système  de  logarithmes; 
le  nombreconstant  10  est  ce  qu’on  nomme  la  base  du  système. 

Par  cqnséquent,  dans  les  tables  de  logarithmes  placées  à la 
fin  de  V Arithmétique  j la  base  est  10,  et  le  logarithme  d'un 
nombre  peut  être,  considéré  comme  l'exposant  de  la  puissance  à 
laquelle  il  faut  élever  la  base  1 o pour  obtenir  ce  nombre. 

Remahquei  Sî  dans  la  relation  générale  y — ioa,  on  conçoit 
que  x prend  les  valeurs  successives  — i,  — ->.î ; — 3 et,  etc.-',  les 


— si 


' — il 

10  ,etc.. 


valeurs  correspondantes  de  y seront  io~ *,  1.0 
et  pour  que  ces  nouvelles  valeurs  de  x et  y-  fassent  partie  des 
progressions  précédentes,  il  suffit  de  concevoir  que  ces  progres- 
sions se  prolongent  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  car  elles 
deviennent- 


-3<r . 


, 10  *"  : 10  : 10 

<-3/  a/'  . — •/ 


_/ 


10 

- o 


10° 

J 


: 10 

. i* 


•si , 


v . 


10 

3<L 


167.  On  voit  qué  dans  le  système  tabulaire  dont  la  base 
est  10.,  les. logarithmes  des  quantités  plus  grandes  que  l'unité 


*, 


•*> 
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sont  positifs  j et  d'autant  plus  grands  que  ces  quantités  sont 
plus. grandes  ; tandis  que.  les  logarithmes  des  quantités  posi- 
tives moindres  que  l’unité  sont  négatifs , et  d'autant  plus  grands 
négativement  que  ces  quantités  sont  plus  petites. 

168.  Il  est  facile  de  s’assurer  que  tous  les  systèmes  de  loga- 
rithmes dont  nous  avons  parlé  en  Arithmétique  j et  qui  ont  été 
fournis  par  des  progressions  , 


r3  : <rx 


q~‘  : q°  OU  I 


q'  l q'  q3 


i .... — 3/  r—  a<t  . — é 


. à y.ô  . h è ni.,, 


peuvent  encore  se  déduire  de  .la  relation  a*  = y. 

A cet  effet,  nous  allons  chercher  quelle  est  la  valeur  de  a qui 
ramène  la  progression  géométrique  à la  forme 


a-3'  : «-»' 


..ut  . . 


: a°  : a*  : a3 

Ce  qui  se  réduit  à satisfaire  à la  condition  q’"=a"‘t-,  d’où  q=af , 
• I ‘ 

La  valeur  cherchée  de  a est  donc  qf  ou  [/  q. 

On  voit  de  cette  manière  que  la  table  des  logarithmes 

....  —3/,  —2é,  —J',  o,  i , 2$,  3^, 

des  nombres  correspondans  t 


a a **.  a~ 


A t 


est  absolument  la  même  que  celle  qu’on  déduirait  de  l’ensemble 
des  solutions  de  l’équation  a?  ■=■  y , en  donnant  à x des  valeurs 
....  — 3^,  r-  2Î,  — «L,  o,  é,  2Ï,  3é. . . ; de  sorte  qu’én  conce- 
vant é moindre  que  toute  quantité  donnée,  le  logarithme  x 
passera  par  tous  les  états  de  grandeur , et  donnera  pour  y la 
suite  de  tous  les  nombres. 


Des  Logarithmes  considérés  comme  des  exposons. 

. t , . . j , 

169.  Nous  considérerons  désormais  les  looabi^iiues  des  nom- 
bres j comme  les  exposa > s des  puissances  auxquelles  il  faut 
élever  un  nombre  constant  nommé  base,  pour  en  déduire  tous 
ces  nombres. 
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Ainsi,  en  désignant  par  x le  logarithme  de  y dans  le  système 
dont  la  base  est  ce , et  par  ly  le  logarithme  de  y pris  daBS  ce 


système,  on  a 


x = ly, 


y = et1,  x = ly\  d’où  y = ttl*. 

stu  !"  ' 

L’ensemble  de  toutes  les  valeurs  de  x et  y correspondîmes  à 

une  même  valeur  de  <*,  forme  un  système  de  logarithmes. 

Les  diverse?  propriétés  des  logarithmes  se  déduisent  avec  la 
plus  grande  facilité  de  cette  nouvelle  définition.  En  effet;  si  l’on 
désigne  par  x et  X les  logarithmes  des  nombres  y , Y,  dans  le 
système  dont  la  base  est  a,  on  aura 

Y=aX, 


y = < 


yXY=4X+X,  -£= 


Donc 


y. 

Y~ 

4 


x—  ly 

.x—X 


X=IY\  d’où- 


mx 

y —a  » 


Vy~‘ 


l(y  X Y)  = x + A=  iy+lY,  l(£)x=x-X=ly-lY% 

■ 

l(ym)  — mx  = mly , l \ 


Par  conséquent  : i°.  le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la 
somme  des  logarithmes  des  facteurs ; 2°.  le  logarithme  du  quo- 
tient est  égal  au  logarithme  du  dividende  moins  le  logarithme 
du  diviseur;  le  logarithme  d1  une  fraction  est  donc  égal  au  loga- 
• rithme  du  numérateur , moins  le  logarithme  du  dénominateur  ; 
3°.  le  logarithme  de  la  mUm‘  puissance,  d’une  quantité  s’obtient 
eu  multipliant  par  m le  logarithme  de  celte  quantité  ; 4°-  ^ 
logarithme  de  la  racine  m'1""  d’un  nombre  s’obtient  en  divisant 
par  m le  logarithme  de  ce  nombre. 

ir*  Remarque.  Cette  manière  de  démontrer  les  propriétés 
des  logarithmes,  à l’aide  des  exposans,  parait  sans  doute  plus 
facile  que  celle  que  nous  avons  donnée  en  Arithmétique;  mais 
on  doit  observer  que  les  valeurs  de  x qui  satisfont  à l’équation 
a*  —y , étant  souvent  incommensurables,  il  attrait  fallu  con- 
naître la  théorie  des  exposans  incommensurables , qui  ne  peut 
être  établie  qu’en  Algèbre. 


w "ait* 

être 

.«P 


* *.% 
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a*  Remarie.  La  formule  l (a*  ) = x X , démontre  que 
dans  tout  système  de  logarithmes,  le  logarithme  de  ylM  est 

identiquement  égal  au  logarithme  de  f,r,  car  d’après  cette  for- 
mule, 

I ( yll'j  — IxXly,  l (a'O  = lj  X lx.  lèj 

3e  Remarque.  Lorsque  des  nombres  sont  en  progression  géo- 
métrique j leurs  logarithmes  sont  en  progression  arithmétique  ; 
car  en  prenant  les  logarithmes  des  termes  a,aq,  aq%,aq etc. , 
d’une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  q,  .ou  obtient 
les  termes,  la,  la  -J-  lq,  la  + zlq , la + 2>lq,  etc.,  d’une  pror 
gression  arithmétique  dont  la  raison  est  lq. 

170.  Dans  tout  système  dont  la  base  est  positive  et  plus 
grande  que  l’unité  , les  logarithmes  des  quantités  plus  grandes 
que  l’unité  sont  positifs  et  d’autant  plus  grands  que  ces  quan- 
tités sont  plus  grandes  ; les  logarithmes  des  quantités  positives 
moindres  que  l’unité  sont  négatifs  et  d’autant  plus  grands 
négativement  que  ces  quantités  sont  plus  petites. 

En  effet;  si  x désigne  le  logarithme  de  y,  dans  le  système 
dont  la  base  a.  est  plus  grande  que  l’unité,  on  aura 
y — <tx,  a > 1 , x = ly. 

L’hypothèse  x*=o  donne  _y=i;  et  si  x augmente  d’une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini  , la  valeur  de 
. y augmentera  d’une  manière  continue  depuis  l’unité  jus- 
qu’à l’infini  positif  (n°  lio).  Mais  xc=,ly.  On  voit  donc  que 
les  logarithmes  des  quantités  plus  grandes  que  l’unité  sont  po- 
sitifs et.  d’autant  plus  grands  que  ces  quantités  sont  plus 
grandes. 

Pour  obtenir  les  logarithmes  des  quantités  positives  moindres 
que  l’unité,  on  fait 

x — — z ; d’où  y = ==  ^ . 


. v 


Or,  z augmentant  depuis  ièro  jusqu’à  l’infini  positif,  la  va- 


leur 


0‘ 


de  y diminue  depuis  l’unité  jusqu’à  zéro  (n°  120)  , 

» 


car  - est  moindre  que  l’unité.  Les  logarithmes  des  quantités 
* ■ . 
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positives  moindres  que  l’unilé  sont  donc  négatifs  et  d’autant 
plus  grands  en  valeur  absolue,  que  ces  quantités  sont  plus  pe- 
tites. C’est  dans  ce  sens  qu’on  dit  qu e-le  logarithme  de  zéro  est 
l’infini  négatif. 

On  verrait  d’une  manière  semblable  que  dans  tout  système 
dont  la  base  est  positive  et  moindre  que  l’ imité > les  logarithmes 
des  quaiitités  positives  plus  petites  que  l’unité  sont  positifs  et 
d’autant  plus  grands  que  les  quantités  sont  plus  petites  j et  que 
les  logarithmes  des  quantités  positives  plus  grandes  que  l’unité 
sont  négatifs  et  d’autant  plus  grands  négativement  qu’ils  ap- 
partiennent <i  des  quantités  plus  grandes. 

On  ne  peut  pets  prendre  l’unité  pour  base  d’ un  système  de 
logarithmes- j car  toutes  les  puissances  de  i étant  égales  à l , 
les  nombres  plus  grands  ou  plus  petits  que  l’unité,  n’auraient 
pas  de  logarithmes. 

Vit.  D’après  la  discussion  précédente,  lorsque  dans  l’équa- 
tion a.*  — y j tt  est  positif  j tfi  x augmenté  d’une  manière  con- 
tinue depuis  — oo  jusqu’à ■ — |—  ôo  j on  obtiendra  pour  y toutes 
les  quantités  comprises  entre  zéro  et  l’infini  positif 

Aucune  Valeur  réelle  de  x 11e  pouvant  rendre^  négatif,  les 
valeurs  de  x,  correspondantes  aux  valeurs  uégatives  de  y , sont 
imaginaires. 

Par  conséquent,  dans  tout  système  dont  la  base  est  positive  , 
les  logarithmes  des  quantités  positives  sont  réels , et  les  loga- 
rithmes des  quantités  négatives  sont  imaginaires. 

Remarque.  Nous  supposons  ici  qu’on  ne  considère  que  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux  qui  correspondent  aux  va- 
leurs fractionnaires  de  x. 

Si  l’on  voulait  admettre  les  valeurs  réelles  négatives  des  ra- 
dicaux de  degré  pair,  les  valeurs  de  x correspondantes  aux 
valeurs  uégatives  de  jy  ne  seraient  plus  imaginaires. 

Par  exemple,  soit  l’équation  100*  = — 10. 

La  racine  quarrée  de  100  étant  -f-  10  et  — 10,  on  obtiendra 

uue  solutiou  de  l’équation  proposée  en  faisant  x = -,  et  en 
prenant  la  valçur  négative  — 10  de  \/ loo,  car  10*=  100. 
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17a.  Dans  tous  les  systèmes  de  logarithmes  , le  logarithme 
de  la  base  est  égal  à l’unité  et  le  logarithme  de  l’unité  est  zéro-; 
car  en  désignant  par  x le  logarithme  de  y dans  le  système 
dont  la  base  est  ot , on  a 

y = <tx,  ly=x. 

La  valeur  x — o,  donnant  y—  1,  on  voit  que  log  1=0, 
et  x=i  donnant  y=*>  on  voit  que  loge  — 1. 

Lorsqu’on  a une  table  de  logarithmes  , il  est  toujours  facile  de 
trouver  la  base  relative  à celte  table,  car  le  logarithme  de  la 
base  étant  égal  a l’unité,  oq  cherchera  dans  la  table  le  nombre 
correspondant  au  logarithme  1 ; ce  nombre  sera  la  base  de- 
mandée. * 

Par  exemple,  dans  la- table  de  logarithmes  placée ;à  la  fin 
de  Y Arithmétique,  Je  nombre  qui  a pour  logarithme  l’unité, 
étant  10,  la  base  est  10.  Cela  est  d’ailleurs  évident,  car  cette 
table  a été  déduite  des  progressions  primitives  • < 

H t ! io  : 100  ; 1000  ; 

-C  o . 1 . 2 . 3 ......  f 

e 

dans  lesquelles  le  logarithme  1,  correspond  au  nombre  10. 

1 y 3.  Connaissant  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  dans 
le  système  dont  la  base  est  a,  pour  en  déduire  lf s logarithmes 
des  mêmes  nombres  dans  le  système  dont  la  base  est  A , il  suffit 
de  calculer  le  quotient  M de  la  division  de  l’unité  par  le  loga- 
rithme de  A priÿ  dans  le  système  dont  la' base  est  »,  et  de  multi- 
plier les  logarithmes  donnés  par  le  nombre  constant  M ; car  en 
désignant  par  X le  logarithme  inconnu  de  G dans  la  base  A, 
et  par  IG , l, A,  les  logarithmes  des  nombres  G,  A,  dans  la  hase  *, 
on  a 

C=;AX,  £ = Z(ÀX)=Xx£A; 

d’oii  X = (/.*)  X.£  = (*)  X M. 

Le  nombre  constant  M est  ce  qu’on  nomme  le  module  relatif 
à la  base  A. 
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•174.  Lorsque  la  base  est  un  nombre  entier  positif,  le  prin- 
cipe dn  n“  i63  fournit  le  moyen  de  reconnaître  si  le  logarithme 
d’un  nombre  donné  est  commemurable. 

On  en  déduit  que  .dans  le  système  dont  la  base  est  io,  le 9 
nombres 

1 1 1 

1,  10,  100,  1000,  etc.,  — , ,. , etc., 

10  100  1000 

sont  les  seuls  dont  les  logarithmes  soient  commensurables . 

175.  Lorsque  la  base  est  positive,  le  logarithme  d’un  nombre 
positif  est  réel  ( n“  171  ),  et  les  fractions  continues  fournissent 
le  moyen  de  calcule^  ce  logarithme  avec  une  approximation 
donnée. 

Exemple.  Calculer  le  logarithme  de  3 dans  le  système  dont 
la  base  est- 10. 

Si  x désigne  ce  logarithme , on  aura-  10*  = 3 ; la  valeur  de 
x sera  incommensurable  (n*  1 74) , et  en  opérant  comme  il  a été 
indiqué  ( pages  290  et  agi  ) , on  trouvera  x es  0,477  etc-  EJe 
sorte  que  le  logarithme  de  3 est  0,477,  à moins  d’un  mil- 
lième d’unité;  ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  qui  a été  obtenu 
( Arith.j  page  2i5). 

1 76.  La  table  de  logarithmes  placée  à la  fin  de  l’Arithmé- 
tique sé  rapporte  à la  base  10;  elle  renferme  les  logarithmes  à 
cinq  décimales  des  nombres  entiers  moindres  que  10000.  Pour 
former'cette  table,  il  suffit  de" calculer  par  la  méthode  précé- 
dente les  six  premières  décimales  des  logarithmes  des  nombres 
premiers  compris  entre  l'et  10000;  on  en  déduit  par  de  sim- 
ples additions  les  logarithmes  à 6 décimales  dés  autres  nombres 
entiers  moindres  que  10000,  et  on  supprime  ensuite  la  der- 
nière décimale  de  manière  à ne  commettre  que  la  plus  petite 
erreur  possible  ( Arith.j  n°  80). 

Nous  avons  fait  voir  en  Arithmétique  que  cette  table  fournit 
le  moyen  de  calculer  par  approximation  le  logarithme  d’un 
nombre  donné  quelconque,  et  de  trouver  le  nombre  correspon- 
dant à un  logarithme  donné. 

177.  Les  tables  de  logarithmes  fournissent  le  moyen  de  ré- 
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soudre  les  équations  <i  une  seule  inconnue  j quand  cette  inconnue 
n entre  que  dans  les  exposons. 

i°.  Soit  «*=?;  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  mem- 
bres, il  vient 

Æ=C  /(**)  = xU-}  d’où  X ==y. 

2°.  Soit  l’équation  a 1 = c,  dans  laquelle  le  premier  membre 
indique  que  le  nombre  a doit  être  élevé  à une  puissance  mar- 
quée par  b*.  Pour  trouver  sc , on  fera 

bz=xy,  d’où  x—tyy. 

le 

L’équation  proposée  deviendra  a>  = c ; d’où  y ss  — . 

La  division  de  le  par  la  donnera  j’,  et  ensuite  le  quotient  de 
ly  par  Ib  exprimera  xi 

Exemple.  Soit  l’équation  5*  = 390625. 

On  aura  a — 5 , b — 2 , c = 390625. 

On  en  déduira , d’apres  la  règle  indiqüée 

/ 390625 5,59176 „ ly 18 0,96309  • , 

y /5  ~ 0,69897  ’ X Ib  /a  o,3oio3 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  cette  valeur  de  x satisfait  à l’é- 
quation proposée,  car 

2*  = a3  = 8,  5*  = 390625. 

Si  l’on  veut  exprimer  x en  fonction  des  nombres  donnés  u, 
b,c r on  observera  que  la  relation 

y — fc  donnant  fy  = l = lie  — lia  (*), 


lie  — lia 


(*)  L’expression  lie  indique  qu 'après  avoir  trouvé  le  nombre  n qui  exprime 
le  logarithme  de  c,  on  devra  prendre" le  logarithme  de  n. 

Par  exemple,  lorsque  c = ioo,  on  a /c  = a,  lie  =a/i  =:  o 3olo3. 
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3°.  Soit  l’équation  ' a1  = d: 

On  fera  c*=y,  bï  — z-  d’où  x = &,  y.=  ~L.  ■ 

Le  J Lb 

L’équation  proposée  deviendra  a*~d.,  d’où  z~^. 

la 

Ainsi , la  division  de  Id  par  la  donnera  z , le  quotient  de  /a 
par  lb  exprimera  y,  et  enfin  on  trouvera  x en  divisant  ly 
par  le. 

4°.  Soit  ax — ■5ax~*  = 4‘,  on  en  déduit  ^ ax  — 

aX=^5>  xla  = lUa')-l(a'-5),x=  . 

Si  01  = 3,  on  trouvera  x = 2.  • 

5°,  Soit  l’équation  a*~‘  = 2b 

Pour  Ja  résoudre , on  observe  que 

*-1  a*  z-%  à* 

a ’ a“  • 

On  fait  ax  = z , l’équation  proposée  devient 

- 3a»  

- = i-b  + — ; d’où  z — a(b±\/ 3a). 
Désignant  ces  deux  valeurs  de  z,  par  a et  C , on  a 

a*=cmt  a* =rC  ; d ou  x = — et  x = — . 

% /a  la 

■ 1 

6°.  En  général , lorsque  X désigne  une  fonction  quelconque 
de  x,  la  résolution  de  l’équation  (1)...  a =*, 
dépend  de  celle  de  l’équation  (2)...  X=^. 

Soient  a = 5,  «=62 5,  X = xa — 5x  + 10;  l’équation  (2) 
devient  xa— 5x  + io  = 4;  d’où  x = 2 et  x=3. 


ÏIN  Dï  X,A  PBEMIEBE  SECTION. 
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CHAPITRE  VI. 


Théorèmes  et  Problèmes  sur  les  diviseurs  des  nom- 
bres et  sur  les  fractions  irréductibles.  Théorie  des 
différais  systèmes  de  numération.  Propriétés  gé- 
nérales des  nombres  dans  ces  divers  systèmes.  Des 
Quotiens  périodiques.  Théorie  du  plus  grand  com- 


mun diviseur. 


§ Ier.  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  diviseurs  des  nombres  , et 
sur  les  fractions  irréductibles. 


178.  Nous  allons  faire  connaître  plusieurs  propriétés  des  di- 
viseurs des  nombres,  dont  quelques-unes  ont  été  déjà  démontrées 
en  Arithmétique;  la  comparaison  des  deux  modes  de  démons- 
tration, conürmera  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  avantages  de 


l’Algèbre. 


l°.  Lorsque  deux  nombres  entiers  ont  un  diviseur  commun, 
leur  somme  et  leur  différence  admettent  le  même  diviseur  ; car 
les  relations 


a = mi',  né , donnent  a = (m  ± n)  é. 

• ' • | 1 -L  n la 

a°.  Tout  nombre  qui  divise  la  somme  de  deux  quantités  et 


l’une  de  ces  quantités  , divise  l’autre  quantité ; car  en  faisant 

a + C = mé,  a = né , 

C = mé  — a = mé — né  = (m  — n)  é. 

3°.  Lorsque  des  nombres  entiers  , a , b , c ,dj  etc.,  ont  un  fat- 

ao 


on  a 


X 1 
vitirr 


t 
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leur  commun  î j tous  ces  nombres  combinés  par  voie  d'addi- 
tion et  de  soustraction , fournissent  des  résultats  qui  sont  divi- 
sibles par  S'.  Cela  se  déduit  de  (i°). 

Par  exemple,  soient  c=o'<J',  b = b’ l'y  c=c't~, 
on  aura  a — b c = (a'  — b'  c') 

Le  nombre  a — b + c sera  donc  divisible  par 

On  en  déduit  que  tout  facteur  d un  nombre  j divise  les  mul- 
tiples de  ce  nombre. 

4°.  Deux  nombres  entiers  consécutifs  sont  toujours  premiers 
entre  eux  j car  d’après  (i°),  s’ils  avaient  un  facteur  commun  i , 
ce  facteur  diviserait  leur  différence  i;  ce  qui  est  absurde. 

5°.  Le  produit  de  n nombres  entiers  consécutifs  quelconques 
est  divisible  par  le  produit  des  n nombres  i,  2,  3,  4 

En  effet  j l’identité 


(p-4-l)(p+i).  .(p-f-n— i)(p+n)  _ fn+ffS  y (p+t)(p-h*) ...'p-+-n— i) 
1 . 1 ...  (n — 1)  n \ n J 1 . a ...  (n — 1) 


donne 


=oo 


(p+ 1)  {p+T)—{p+n— 1) 
1 . a (n— 1) 


iXp-<-n)_0>-H)(p-»-a)--(P+n— 1)  p(p+  t) 

1 .a  ...  (« — 1)  n 1 . a ...  (n— i 1 . a ...  « 


Cette  dernière  démontre  que  si  le  produit  de  n — 1 nombres 
entiers  consécutifs p -f- 1 , p- f-2, . . . , p + n — 1 , est  divisible 
par  le  produit  des  n — 1 nombres  entiers  1,  a , . . . , n — i, 
le  reste  de  la  division  de  {p  -4-  J ) {p  4-  2)  • . . Cp  + ra)  par 
1 X a X • • • X n sera  le  même  que  celui  de  la  division  de 
+ + " — 0 Par  1 XSX...X»;  c’est-à-dire 

que  si  la  propriété  énoncée  convient  à n — 1 facteurs,  le  reste 
de  la  division  du  produit  de  n nombres  entiers  consécutifs  par 
1 X2...X»,  ue  changera  pas  quand  chaque  facteur  dimi- 
nuera d’une  unité  ; le  reste  de  la  division  ne  changera  donc  pas, 
lorsqu’on  diminuera  de  p unités  chacun  des  n facteurs  p+  I ,• 
p + 2,.  . . , p+  n;  le  produit  1 X 2 X- . -X  n de  ces  nou- 
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Veaux  facteurs  étant  divisible  par  1 X 2 X--  .X  n,  on  voit 
que  si  la  propriété  énoncée  est  vraie  pour  n I facteurs^ 
elle  le  sera  également  pour  n facteurs;  or  elle  convient  à deux 
facteurs,  car  l’un  de  ces  facteurs  étant  toujours  un  nombre 
pair,  leur  produit  est  divisible  par  1 X 2;  le  principe  est  donc 
démontré  (¥). 

6°.  Tout  diviseur  S' commun  à deux  nombres  *,G,  divise  né- 
cessairement les  restes  que  l’on  obtient  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  * et  G.  En  .effet,  soit  <P>G\  on  di- 
visera et  par  G , ce  qui  fournira  un  quotient  entier  q et  un  reste 
r < C.  La  division  de  G par  r donnera  un  quotient  entier  q'  et 
un  reste  r'<  r;  et  ainsi  de  suite.  On  aura 

a = Gq  -j-  r,  G — rq  -f-  r,  etc. 

Or,  t~  divise  a et  G-,  i'  divisera  donc  Gq-,  <J'  divisera  donc  r, 
car  u.  = Gq  -f-  r. 

Le  nombre  i' divisant  G et  r,  l’égalité  G ~rq- f-  r'  prouve  que 
d'  divisera  / ; et  ainsi  de  suite.  Ce  qui  démontre  la  propriété 
énoncée. 

70.  Lorsqu’on  multiplie  le  dividende  et  le  diviseur  par  un 
nombre j la  partie  entière  du  quotient  ne  change  pas,  et  le  reste 
est  multiplié  par  ce  nombre.  En  effet,  si  la  division  de  A par  B 
fournit  le  quotient  entier  Q et  le  reste  R , on  aura 

A = BQ  4-  R , R < B ; d’où  AP  = BP  XQ 4- RI’- 

Cette  dernière  égalité  prouve  que  la  division  de  AP  par  BP 
conduira  au  quotient  Q et  au  reste  RP,  car  RP  est  moindre  que 
le  diviseur  BP  puisque  R <[  B. 

8°.  Il  résulte  de  (7°)  que  pour  obtenir  les  restes  successifs 
qui  seraient  fournis  par  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  A X P et  B X P,  H suffit  de  multiplier  par  P 


(')  Cette  dernière  démonstration  est  de  M.  Mayer,  ancien  élève  de 
l’École  Polytechnique , actuellement  Directeur  d’une  Institution  prépara- 
toire & cette  École. 

20.  i 
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tous  les  restes  qui  correspondent  à la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  A et  B. 


17g.  Lorsqu'un  nombre  P divise  le  produit  Ay^B  de  deux 
facteurs  j s’il  est  premier  avec  A j il  divisera  nécessaire- 
ment B. 

En  effet;  A et  P étant  premiers  entre  eux,  la  recherche  de 
leur  plus  grand  commun  diviseur  conduira  au  reste  1 ( Arith.j 
n°  42,  3°).  Par  conséquent,  si  l’on  multiplie  A et  P par  B,  et  si 
l’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  AB  et  PB  , on 
parviendra  au  veste  1 X B ou  B (n°  1 78 , 8°).  Mais  P divise  AB  et 
PB  ; P divise  donc  le  reste  B;  car,  d’aprcs  ce  qui  a été  démontré 
(n°  1 78 , 6°) , tout  diviseur  commun  à AB  et  PB  divise  les  restes 
successifs  que  l’on  obtient  en  cherchant  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  AB  et  PB. 


180.  Tout  nombre  premier  qui  divise  un  produitj  divise 
nécessairement  un  des  facteurs  de  ce  produit. 

En  effet;  soit  a un  nombre  premier  qui  divise  le  produit  P 
des  facteurs  a,  b , c , d,e te.  ; si  * est  premier  avec  a,  il  faudra 
que*  divise  le  produit  p des  autres  facteurs,  b,  c ,d,  etc.,  de  P, 
car  P = aXp.  Par  la  même  raison , * divisant  le  produit  des 
facteurs  b ,e,d,  etc.,  si  « est  premier  avec  b,  il  faudra  que  « di- 
vise le  produit  des  autres  facteurs  c , d , etc.  En  continuant  ainsi 
jusqu’aux  deux  derniers  facteurs, on  voit  que  si  a ne  divise  aucun 
des  facteurs  précédens,  il  faudra  que  « divise  l’un  de  ces  deux 
facteurs;  ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Tout  nombre  premier  qui  divise  divise  donc  a. 

Rbmabqtje.  On  peut  en  conclure  qu’nn  nombre  entier  N n’est 
décomposable  que  d’une  seule  manière  en  facteurs  premiers; 
car,  par  exemple,  si  »,  C,  y et  ï désignant  des  nombres  pre- 
miers, on  pouvait  avoir 


N = **C  = «y4  9,  il  en  résulterait 


C devrait  donc  diviser  y4/;  ce  qui  est  impossible,  puisque  C ne 
divise  aucun  des  facteurs  y,  S~. 
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*181 . Lorsque  des  nombres  entiers  » , G , sont  premiers 
entre  eux,  si  l’on  divise  par  G Us  multiples  te , 2»,  3m, ... , 
( Ç — i )m,on  obtient  nécessairement  les  G — I restes  I,  2, 
3, .... , G — I , qui  peuvent  d’ailUurs  se  présenter  dans  un 
autre  ordre.  On  suppose  que  G est  moindre  que  m. 

Je  tlis  d’abord  que  G ne  saurait  diviser  exactement  aucun  des 

produits  « X t , *»X  2,  « X 3, , m X (£  — «)>  car  C étant 

premier  avec  m,  pour  que  G divisât  un  de  ces  produits,  il  fau- 
drait que  l’un  des  facteurs  1,2,3,....,  G — l > fût  divisible 
par  G (n°  179),  ce  qui  est  absurde , puisque  G est  plus  grand 
que  chacun  des  nombres  1,2,  3 G — 1. 

Par  conséquent,  si  l’on  divise  successivement  par  G chacun 
des  G — r multiples  *,  2*,  3m, . . . . , ( G — 1)*,  on  obtiendra 
G — 1 restes,  et  aucun  de  ces  restes  nd  sera  nul.  Il  suffit  donc 
de  prouver  que  les  G — 1 restes  sont  différens. 

Or,  si  t et  S'  désignant  des  nombres  entiers  moindres  que  G, 
on  pouvait  obtenir  deux  restes  égaux  en  divisant  é'm  et  t'a  par 
G , on  aurait 

J«e  = Gq  -f-  r,  = Gq  r. 

Les  nombres  q et  q'  seraient  entiers , et  en  retranchant  ces 
équations  membre  à membre , il  viendrait 

(i'—y)m  = C(q—<f). 

Le  nombre  f,  qui  est  premier  avec  a,  diviserait  donc 
(J1 — J^a;  G diviserait  donc  (J1 — <P)  , ce  qui  est  impossible, 
puisque  J et  i'  étant  moindres  que  G , la  différence  entre  S' 
et  J'  est  nécessairement  moindre  que  G.  Le  principe  est  donc 
démontré. 

182.  i*r  Problème-  Déterminer  tous  Us  diviseurs  d’un  nombre 
entier  N. 

On  décompose  d’abord  ce  nombre  en  ses  facteurs  premiers 
a,  G,  y,  etc.  ( Arith.j  n°  4®  ) > ce  l^i  donne 

N = am  G"  y?  etc. 

Les  différens  termes  du  produit  P des  polynômes 
1+*+**+...+*",  1 etc., 
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sont  les  diviseurs  de  N ; car  tout  nombre  premier  -qui  divise 
nn  produit,  divisant  un  des  facteurs  (jn0  180),  on  peut  for- 
mer tous  les  diviseurs  de  am  X C*  X vp  X etc. , en  donnant 
successivement  à m,  n,  p,  etc. , les  valeurs  o,  i,  2,  3,  etc. , 
qui  n’excèdent  pas  m , n , p , etc.  , et  les  diverses  valeurs 
qui  en  résultent  pour  AmCnyf  etc. , sont  les  termes  du  pro- 
duit P. 

Tous  les  termes  de  P ont  des  valeurs  différentes.  En  effet; 
si  deux' termes  pouvaient  avoir  la  même  valeur  numérique^ 
ils  seraient  nécessairement  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers affectés  d’exposans  égaux  chacun  à chacun  ( remarque 
du  n°  180);  ce  qui  est  impossible  d’après  la  manière  dont 
on  forme  les  différens  termes  du  produit  P. 

Le  nombre  des  diviseurs  de  N est 


(m  + 1)  X (n  + 1)  X (p  + 0 X etc. 

En  effet  ; le  facteur  1 4-  « -f-  -f- . . . -f-  *m,  contenant  m -f-  1 

termes,  la  multiplication  de  ce  facteur,  par  l’un  quelconque 
des  >1  + x termes  du  facteur  1 -f- C •+•  -f-  £*,  donne 

m -+•  x produits  qui  sont  tous  différens;  le  produit  de  ces 
deux  facteurs  renfermera  donc  (m  -f-  1 )x  (n+  1)  termes;  ce 
produit,  multiplié  par  1 4- y + y" -f- • . . + y*,  contiendra  donc 
(m  -f-  1)  («  — f-  1)  (/>  — f—  1)  termes;  et  ainsi  de  suite. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  somme  des  diviseurs  de  N 
est  égale  au  produit 

(,  +«  + ...  + «■■)(,  +tf+...+  C)  (1  -f  y -f  ...  +7p)  etc. 


Ce  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 


X"  Exemple.  Calculer  tous  les  diviseurs  de  36o. 

On  décompose  d’abord  36o  en  ses  facteurs  premiers;  ce  qui 
donne 

36o  s=  a1  X 3*  X 5'  ( Arith . , page  46). 


On  effectue  ensuite  le  produit  des  trois  facteurs 
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i + 2 + a* + 2S,  i + 3 -f-  3*,  i + 5.  Les  termes 
■ ) 2j  4»  8»  8,  6,  i2,  24,  9» ...  18»  36,  72, 
5,  10,  20,  4°>  *5,  3o,  60,  120,  45,  go,  180,  36o, 

de  ce  produit,  sont  les  diviseurs  demandés  ( Arith.,  page  4î)* 
Tous  ces  diviseurs  sont  différens;  leur  nombre  est  égal  à 
(3  + 1)  (2+1)  (1  + 1)  ou  à 24 , et  leur  somme  est  égale  à 


ÇÇ=r)<S=r)( 


5,+1 — j\ 
~5=T  )' 


ouà  i5x«3x6,  euà  1170. 


2e  Exemple.  Déterminer  tous  les  diviseurs  de  n55. 

La  décomposition  de  1 155  en  ses  facteurs  premiers  donne 

n55  = 3 X 5 X 7 X 11  {Aritli. j page  46)  > 
et  en  formant  le  produit  des  quatre  binômes 

» + 3,  i+5,  1 + 7,  1 + n, 


on  trouve  que  les  diviseurs  de  ii55  sont 

1,  3,  5,  i5,  7, 21 , 35,  io5, 1 1, 33,  55,  i65,  77,  a3i,  385,  u55. 

3'  Exemple.  Trouver  tous  les  diviseurs  de  1 44* 

En  opérant  comme  dans  les  deux  exemples  précédens , on 
verra  que  les  diviseurs  demandés  sont 

1,  2,  4,  8,  16,  3,  6,  12,  24,  48,  9,  18,  36,  72,  144. 

Remarque.  Cette  manière  de  former  tons  les  diviseurs  d’un 
nombre  eat  moins  sujette  à erreur  que  celle  qui  a été  donnée 
{Arith. , n°  4 g)  • 

*i83.  Selon  quJun  nombre  entier  N est  un  quarrè  ou  n3 est  pas 
un  quarré  j le  nombre  f de  ses  diviseurs  est  impair  ou  est  pair  y 
la  réciproque  est  vraie.  En  effet , si  l’on  décompose  le  nombre 
donné  N en  ses  facteurs  premiers  <t,  C,  y,  etc.,  on  trouvera 

N = «m  G"  y’’  etc. , 

et  l'on  aura 

/=:(*»+  i)  (n+  i)  (p+  i)  etc. 
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Lorsque  N est  un  quarré,  les  exposans  m , n,  p,  etc.,  sont 
pairs;  aucun  des  facteurs  m-t-  i , n-f- 1 ,p  + t , etc.,  de  J',  n’est 
donc  divisible  par  2 ; / est  donc  impair. 

Quand  N n’est  pas  un  quarré,  l’un  des  exposans  m,  n,  p,  etc. , 
est  impair  ; / est  donc  pair  , car  un  des  facteurs  de  / est  pair. 
On  en  déduit  que  la  réciproque  est  vraie. 

*i84-  2*  Problème.  Déterminer  de  combien  de  manière»  dif~ 
fèrente s on  peut  décomposer  un  nombre  entier  positif  N en  deux 
facteurs  entiers  positifs. 

Soit  / le  nombre  des  diviseurs  de  N. 

Lorsque  /est  un  nombre  pair  un,  le  nombre  N n’est  pas  un 
quarré;  la  division  de  N par  un  nombre  quelconque  donne  donc 
un  quotient  qui  n’est  pas  égal  au  diviseur.  Par  conséquent,  si 
l’on  divise  successivement  N par  ses  n diviseurs  d,,  d„  d3, ....  dnt 
moindres  que  /K,  on  obtiendra  n quotiens  q, , q,,  <Jj, ....  qn , 
plus  grands  que  V^N  ; on  aura 

N = gr,  X dx  = ÿ,Xd,=ÿ3 X d3  = . . . = <7,  X d,. 

11  existera  donc  n produits  qui  seront  égaux  à N. 

Par  exemple , 36o  ayant  24  diviseurs , on  peut  décomposer 
36o,  en  deux  facteurs,  des  douze  manières  suivantes: 

,';iX36o,  2X180,  3xi2o,  4X9°>  5X72,  6x60, 

8x  4 5»  9X  4°,  10X  36,  i2X3o,  i5xa4,  18x20. 

Quand  /est  un  nombre  impair  m -f-  1 , le  nombre  N est  un 
quarré  />*;  divisant  N par  ses  n diviseurs  d, , d, , dj,...,  dn, 
moindres  que  p,  on  obtiendra  n quotiens  q,,  q%,  qs,..,,qny 
plus  grands  que/);  de  sorte  que 

N==  pX  p = Çi  X d,  =qt  X d,  =qs  X d3=  ...=zqn  X.d», 
Il  existera  donc  n -J-  1 produits  qui  seront  égaux  à N. 

*»$£>.  5"  Problème.  Composer  un  nombre  qui  admette  / di- 
viseurs. 

Ce  problèmeest  indéterminé;  car  en  désignant  par  «,  Q,  y,  etc., 
les  facteurs  premiers  du  nombre  demandé , ce  nombre  sera  de 
la  forme  etc.;  les  facteurs  premiers  tt,C ,y,  etc. , seront 
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arbitraires,  et  les  exposans  inconnus,  m,  n,p,  etc.,  ne  seront 
assujettis  qu’à  la  condition 

(*)■••  (ire  *4-  i)  («+0  (/>  + 0 etc.  = l. 

Si  les  facteurs  premiers  du  nombre  cherché  doivent  être  les 
plus  petits  possibles,  ce  nombre  sera  nécessairement  de  la  forme 
2"Xî*x5',X,  etc. 

* 1 86.  4'  Problème.  Déterminer  un  nombre  entier  N,  qui  soit 
égal  à la  somme  de  ses  diviseurs  (on  fait  abstraction  du  divi- 
seur N ). 

Un  nombre  premier  ne  saurait  jouir  de  la  propriété  deman- 
dée , car  la  somme  de  ses  diviseurs  est  égale  à l’unité. 

Nous  allons  chercher  si  a et  G,  désignant  des  nombres  pre- 
miers , on  peut  avoir  N = am  X G. 

La  somme  des  diviseurs  de  amG  (en  exceptant  ttmG)  étant 

( J + * + + •••  + *")  X (>  + f ) — a-m^  j 

il  faut  que 

«tm  x £ = (i  + U -f-  <*a -+-...  -j-  <tm)  X 0 + G)  — *"£;  d’où 
fol  Z _ + C1  + * + -h  • • • 4-  *m~‘) 

' <tm  — (I  +*  + et*-*-.  ..  4-am-)' 

Or  , G doit  être  un  nombre  entier.  Cette  condition  exige  que  le 
dénominateur  soit  l’unité;  car  autrement  le  reste  de  la  division 

du  numérateur  de  G,  par  le  dénominateur,  serait 

2(1  -f-  a,  -f-  a4  -j-  . . . + a""-1),  et  a étant  positif,  ce  reste  ne  sç 
réduirait  pas  à zéro  ; il  faut  donc  que 

— + * + <**+...  4-4"—)=!. 

Or  , cette  équation  revient  à 

(ctm  — J \ 

J = 1,  ou  à (cLm l)  (et 2)  — O. 

Le  nombre  premier  a.  devant  être  plus  grand  que  l’unité, 

etm  — i ne  peut  se  réduire  à zéro.  Il  faut  donc  que  *— 2 = 0; 
d’où  «t=  2. 

Substituant  la  valeur  2 de  a dans  l’expression  de  C,  le  dénn-  » 


Digitized  by  Google 


3i4  ALGÈBRE. 

minuteur  «m-— (i  -}-«  -f-  **- f-  . . . — et"*  se  réduira  hécessai- 
renient  à l’unité  ; on  aura 

"€=  i -f-  a + 2*  4-  23  + • • • 4-  a**-1  + am, 

N =C  X nm  = (t  + 3 -f-  2a  -f-  a3  • • • + 2m)  X a”*,. 

et  pourvu  que  les  nombres  a,  S , soient  premiers  , cette  valeur 
de  N jouira  de  la  propriété  demandée. 

Ainsi , pour  trouver  des  nombres  qui  soient  égaux  à la  somme 
de  leurs  diviseurs  > il  suffit  de  faire  la  somme  des  nombres 
l,  2,  2%  2f,  etc.  j jusqu'à  ce  quon  obtienne  une  somme  qui  soit 
un  nombre  premier  t et  de  multiplier  cette  somme  par  la  der- 
nière puissance  de  2 à laquelle  on.  s’est  arrêté  ; le  produit  satis- 
fait à la  question. 

On  en  déduit  que  les  valeurs  de  N sont  6,  28,  496,  etc.;  ces 
nombres  s’appellent  des  nombres  parfaits. 

* 187.  5*  Phobique.  Calculer  toutes  les  solutions  entières 
de  V équation  indéterminée  x y = N,  dans  laquelle  N désigne 
un  nombre  entier  positif  quelconque. 

On  décompose  N en  deux  facteurs  entiers  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  (n°  184);  ce  qui  fournit  les  diverses  valeurs  de 
x et  y,  qui  satisfont  à la  question. 

On  parvient  au  môme  résultat,  en  observant  que  l’équation 

xy  — K donnant  y — , 

il  suffit  de  prendre  successivement  pour  x les  diviseurs  de  N ; 
les  quotiens  de  N par  ces  diviseurs  expriment  les  valeurs  cor- 
respondantes de  y. 

Exemple.  Soit  l’équation  xy=i5. 

Les  diviseurs  de  i5  étant  1 , 3,5,  i5,  on  en  déduit  qu’on 
ne  saurait  décomposer  i5  en  deux  facteurs,  que  des  quatre  ma- 
nières suivantes  : 

, Xi5,  3X5,  (-i)X(- ’ i5),  (-3)X(— 5). 

6*  Problème.  Trouver  toutes  les  solutions  entières  de  l’équa- 
tion indéterminée 
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(i)...  xy  + ox-f-  by~c> 

dans  laquelle  a,  b,  c , sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs. 

ire  Solution.  On  ramène  l’équation  (r)  à la  forme 

w...  *y=N', 

N'  désignant  un  nombrcentier.  A cet  effet,  on  pose 
(3)...  x = x'+*,  y = ÿ + G, 

« et  G sont  des  quantités  arbitraires  , dont  on  disposera  de 
manière  à ramener  l’équation  (1)  à la  forme  (2)  deman- 
dée. Substituant  les  valeurs  (3)  de  x et  y dans  (1),  il  vient 
(4)  • • • x'ÿ-\-  (£  + («•  + b)y'=  c — («£  -f-  a*  -f-  bG  ) . 

Pour  faire  disparaître  les  premières  puissances  de  x'  et  y' , 
on  pose 


£ -f -a  = o,  » -J-  b = o ; d’où  G = — a,  m ~ — b. 

Substituant  ces  valeurs  de  G et  cl,  et  représentant  le  nombre 
entier  c-j-(zb  par  N',  l’équation  (4)  prend  la  forme  (2)  de- 
mandée, et  les  relations  (3)  deviennent 

(5) x — x'—b,  y=xÿ—a. 


On  cherchera  toutes  les  valeurs  entières  de  x'  et  y',  qui  sa  - 
tisfont  à l’équation  (2);  les  valeurs  correspondantes  de  x et  y, 
qui  fournissent  les  solutions  entières  de  l’équation  (1),  se  dé- 
duiront des  relations  (5). 

Soit  <1  un  diviseur  quelconque  de  N'j  le  quotient  de  N'  par 
S ' sera  un  nombre  entier  , et  on  obtiendra  une  solution  entière 
de  x' y =N' , en  prenant  x'  ~ y = ¥■,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  x , y , déduites  de  (5)  , qui  satisfont  à l’équa- 
tion (i)  proposée , sont  x = ê~  — b,  y = Ÿ — a. 

2*  Solution.  On  résout  l’équation  (1)  par  rapport  à y,  ce  qui 

, —ax  + c 

donne  y— --r. 

J x-f -b 


Divisant  — ax  4*  c par  x -+•  b , on  trouve  le  quotient  entier 
— a et  le  reste  c-J-aù;  de  sorte  qu’en  faisant  (comme  dans 
la  irc  solution),  e-f-aù  = N',  on  a 
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— a + 


N' 


x+b' 

* I 

Pour  que  y soit  entier,  il  suffit  et  il  faut  que  x-f -b  soit  un 
diviseur  /'de  N’ ; le  quotient  de  N*  par  / est  un  nombre  en- 
tier et  l’on  a 

x,-f-i=/,  y = — d’où  x—  / — b,  y^=  /’  — a. 
Ce  qui  s’accorde  avec  la  in  solution. 

Exemple.  Soit  l’équation  xy  -f-  2x  -f-  3y  = g. 

En  la  comparant  à xy  -\-ax  -f-  by  = c, 

on  a a = 2,i  = 3,c  = 9j  d*où 

N'=i5,  x=/— 3,  y = t'—  2. 

Les  diviseurs  de  1 5 étant  ±:  i , rh  3,  ±5,  ± i5, 
on  donne  à / les  valeurs 

+ >»  + 3,  + 5,  -f-  i5,  — i,  — 3,  — 5,  — i5, 
les  valeurs  correspondantes  de  /'  sont 
+i5,  + 5,  + 3,  + i,  — 15,  — 5,-3,  — i; 
et  celles  de  x,  y,  déduites  de  x=/ — 3,  y = f'  — 2,  sont 

— 2»  °>  + + I2>  — 4*  — 6,  — 8,  — i8, 

+ *3,  -f-  3,  -f  i,  — i,  — 17,  — 7,  — 5,  — 3. 

D 

188.  Quand  les  deux  termes  d’une  fraction  — n’ont  pas  de 
facteur  commun j cette  fraction  est  irréductible  ; car  autre- 
ment il  existerait  une  fraction  -,  qui  lui  serait  égale,  et  dont 

les  termes  a , b seraient  respectivement  moindres  que  A et 
B;  on  aurait 

1 = 1 d’oil  “4=:b. 

A a A 


Or,  b est  un  nombre  entier;  aB  serait  donc  divisible  par  A ; 
mais  A et  B sont  premiers  entre  eux , A diviserait  donc  a 
(n°  >79)  > 0e  9U*  e9*  absurde,  puisque  a est  moindre  que  A. 
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Par  conséquent , tou/e  fraction  réductible  à une  forme  plus 
simple j admet  un  plus  grand  commun  diviseur  entre  ses  deux 
termes. 

g 

18g.  Lorsqu’  une  fraction  — est  égale  à une  fraction  irréduc- 

A 

tible  — j les  deux  termes  de  la  première  sont  respectivement 
a 

égaux  à ceux  de  la  seconde , multipliés  par  un  même  nombre. 

b b Al. 

En  effet  : l’égalité  — = - , donne  — = B. 

’ A a a 

Le  produit  b A doit  donc  être  divisible  par  a.  Or,  a est  pre- 
mier avec  b \ il  faut  donc  que  a divise  A ( n°  179).  Désignant 
par  a le  quotient  de  A par  a , on  aura  A — na\  et  on  en 
déduira  B = nb.  Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

190.  Quand  deux  fractions  irréductibles  sont  égales  entre 
elleSj  leurs  numérateurs  sont  égaux , ainsi  que  leurs  dénomi- 
nateurs; car , autrement  , une  fraction  irréductible  serait 
égale  à une  fraction  qui  aurait  des  termes  moindres*,  ce  qui 
est  absurde. 

191.  Les  seules  opérations  qui  n’altèrent  pas  la  valeur  d’une 
fraction  j sont  celles  qui  produisent  le  même  effet  que  la  multi- 
plication et  la  division  des  deux  termes  de  cette  fraction  pat 
un  même  nombre. 

En  effet*,  supposons  qu’après  avoir  effectué  des  opérations 

g 

quelconques  sur  une  fraction  —,  on  parvienne  à une  fraction 

A. 

B' 

équivalente  —,  *,  ces  deux  fractions  seront  nécessairement  égales 
à une  même  fraction  irréductible  ^ (n°  190).  On  aura 

B = bn,  A = a;i,  B '=xabn',  A'=>an'  (n°  189)  ; • d’où 

B bn b bff  £ 

A an~~  a an  A'  ’ 

J» 

De  sorte  que  pour  déduire  de  la  fraction  —,1a fraction  équr- 

A 
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valente  — , , i!  suffit  de  diviser  d’abord  B et  A par  leur  plus 

A . 

grand  commun  diviseur  n , et  de  multiplier  ensuite  les  deux. 

termes  de  la  fractiqn  irréductible  - qui  en  résulte,  par  le. plus 

grand  commun  diviseur  n de  B'  et  A'.  Ce  qui  démontre  la  pro* 
priété  énoncée. 

b . . bm 

192.  Lorsque  la  fraction  — est  irréductible , la  fraction  — - 

est  également  irréductible ; car  autrement,  bm  et  a"  seraient  di- 
visibles par  un  même  nombre  premier»;  m diviserait  donc  b 

et  a (n°  180)  ; la  fraction  ^ ne  serait  donc  pas  irréductible  ; 

ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Toutes  les  puissances  d’une  fraction  irréductible  sont  donc 
des  fractions  irréductibles. 

* ig3.  Lorsqu’on  ajoute  entre  elles  plusieurs  fractions  ir- 
réductibles dont  les  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux , 
la  somme  est  une  fraction  irréductible.  En  effet,  soient 

“ ÎL,  “ des  fractions  de  cette  espèce;  leur  somme  sera 
b b b 

ab'b"  + a'bb"  + a"bb’ 

1 Wb"  ' 

Si  cette  somme  n’était  pas  une  fraction  irréductible , ses 
deux  termes  seraient  divisibles  par  un  même  nombre  pre- 
mier é , qui  diviserait  l’un  des  facteurs  b,  b’,  b",  du  déno- 
minateur, le  facteur  b par  exemple  ; «T  diviserait  donc 

( a'bb " -f-  a'bb')  et  ab'b"  -f-  {a'bb1  -f-  a bb')  ; 

é diviserait  donc  ab'b ‘ (n°  178,2°);  ce  qui  est  impossible; 
puisque  i'  est  premier  avec  chacun  des  nombres  a , b',  b". 
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§ II.  Des  differens  systèmes  de  numération.  Piv- 
piiétés  des  nombres  dans  ces  divers  systèmes.  Des 
quotiens  périodiques.  Problèmes. 

ig4-  Dans  tout  système  de  numération,  le  nombre  b des 
chiffres  est  ce  qù’on  nomme  la  base  du  système  ; il  y a b — i 
chiffres  significatifs  qui  expriment  les  b — i premiers  nombres 
I,  2,  3,  4,...,  b — i ; le  chiffre  auxiliaire  o,  nommé  géroj 
n’a  aucune  valeur  par  lui-même,  il  sert  à conserver  aux  chiffres 
significatifs  la  place  qu’ils  doivent  occuper. 

Pour  écrire  tous  les  nombres  avec  ces  b chiffres , il  suffit  de 
convenir  qu’en  avançant  successivement  d’un  rang  vers  la 
gauche  d’un  nombre , ses  chiffres  expriment  des  unités  de  b en 
b fois  plus  grandes. 

Ainsi,  le  Ier  chiffre  d’un  nombre  à partir  de  la  droite  ex- 
prime des  unités  simples  ou  du  i*r  ordre , le  2e  chiffre  exprime 
des  unités  du  2®  ordre , le  3e  des  unités  du  3*  ordre  ; etc.  Chaque 
unité  du  Ier  ordre  vaut  i , chaque  unité  du  2e  ordre  vaut  b, 
chaque  unité  du  3'  ordre  vaut  bxb  ou  b *•,  et  en  général, 
chaque  unité  du  niim*  ordre  vaut  bn~' . 

Les  nombres  b,  b3,  etc.,  sont  représentés  par  (i o)t, 
(ioo)j,  (iooo)},  etc.  (*).  En  général,  l’unité  suivie  de  « zéro 
■vers  la  droite  représente  le  nombre  è“. 

Les  nombres  i,  2,  3,...,  b — i,  sont  exprimés  par  un 
seul  chiffre;  ajoutant  l’unité  à b — i , on  forme  le  nombre  b,  qui 
est  représenté  par  (,0)s-  Mettant  successivement  tous  les  chif- 
fres à la  première  et  à la  seconde  place,  on  obtient  les  nombres 
b,  b -f-  i , b-\-  2, . . . , 45—  i.  Ajoutant  i à — i,  on  par- 
vient au  plus  petit  nombre  è’  de  trois  chiffres  qui  est  représenté 
par  (ioo)i.  Pour  écrire  tous  les  nombres  •+•  i , . . . , b3 — i , 
il  suffit  de  mettre  successivement  tous  les  chiffres  à la  ire  place, 
à la  2e  et  à la  3e.  Et  ainsi  de  suite. 


(*)  Pour  indiquer  qu’un  nombre  est  écrit  dans  le  système  dont  la  base  rai 
b,  nous  le  placerons  entre  parenthèses,  et  nous  mettrons  b à dioite  <!e'la  pa* 
rentbèse  et  un  peu  au-dessous. 
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Le  plus  petit  nombre  de  n chiffres  est  l’unité  suivie  de  n—  f 
zéro;  sa  valeur  est  bm~‘. 

Le  plus  grand  nombre  de  n chiffres  vaut  ba  — i ; car  bn  expri- 
mant l’unité  suivie  de  n zéro , si  l’on  en  retranche  i , le  reste 
sera  nécessairement  composé  de  n chiffres  égaux  a b — - i . 

ig5.  Quand  un  nombre  est  écrit  dans  la  base  b , c est-à-df^s , 
dans  le  système  dont  la  base  est  b , pour  l écrire  dans  le  systet^p 
décimal,  on  multiplie  le  I*  chiffre  à droite  par  I , le  2*  par  b, 
le  3*  par  b'}  et  ainsi  de  suite  , jusqu’au  chiffre  des  plus  hautes 
unités ; la  somme  de  ces  produits  est  le  nombre  demandé • 

Ainsi,  (a,j5)g  = 5 -4*  7 X 8 -J- 2 X 8*=  189. 

Lorsqu1  un  nombre  est  écrit  dans  le  système  décimal , pour  t'é- 
crire dans  la  basai»,  on  le  divise  par  b;  le  reste  est  le  Ier  chiffre 
à droite  du  nombre  demandé , et  le  quotient  exprime  des  unités 
du  2*  ordre  j divisant  ce  quotient  par  b , le  reste  est  le  2* 
chiffre  du  nombre  cherché , et  le  quotient  représente  des  unités 
du  3*  ordre.  Continuant  ce  calcul,  on  parvient  à un  quotient 
moindre  que  b , qui  est  le  dernier  chiffre  du  nombre  demandé. 
Cela  résulte  de  ce  que  b unités  d’un  ordre  quelconque,  valent 
une  unité  de  l’ordre  immédiatement  supérieur. 

Ainsi,  pour  écrire  189  dans  la  base  8 , on  divise  189  par  8; 
ce  qui  donne  le  reste  5 et  le  quotient  23;  divisant  23  par  8,  le 
reste  est  7 et  le  quotient  est  2 ; les  chiffres  du  nombre  demandé 
sont  2 , 7 et  5;  ce  nombre  est  donc  exprimé  par  (js,]S)s. 

Quand  un  nombre  est  écrit  dans  un  système  , pour  l'écrire 
dans  tout  autre  système , on  exprime  d'abord  le  nombre  dans  le 
système  décimal,  et  on  écrit  ensuite  ce  nombre  décimal  dans  le 
nouveau  système. 

Par  exemple , pour  écrire  le  nombre  (67), j dans  la  base  1 1 , 
On  traduit  d’abord  ce  nombre  dans  le  système  décimal,  ce  qui 
donne 

(67), 3 = 7 +6  X i3==85. 

11  ne  s’agit  plus  que  d’écrire  85dans  la  base  1 1 ; à cet  effet , on 
divise  85  par  1 1 , ce  qui  fournit  le  quotient  7 et  le  reste  8.  Le 
résultat  demandé  est  donc  (78),,.  Ainsi , (67), 3=  85  =(78),,  « 
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196.  I*r  Problème.  Connaissant  Us  chiffres  d’un  nombre 
écrit  dans  deux  systèmes  diffèrens , trouver  la  valeur  N de  ce 
nombre  j et  les  bases  x,  y , des  systèmes . 

■ Si  les  chiffres  du  nombre  N écrit  dans  le  premier  système 
étant  «,  C , y,  etc.,  ceux  du  meme  nombre  écrit  dans  le  se- 
cond système  sont  A,  B,  C,  etc. , on  aura' 

N = « + ffx+y.r'‘-f-etc.,  N = A + % -4-  Çy*  -f  «te. 

Ces  équations  exprimant'  toutes  les  conditions  du  problème, 
l’une  des  inconnues,  x,  y , N , est  arbitrairè.  Il  faut  seulement 
observer  que  chacune  des  bases  x,  y,  doit  être  un  nombre 
entier  positif  plus  grand  que  le  plus  grand  'des  chiffres  du 
nombre  écrit  dans  ce  système. 

Les  valeurs  de  x et  y , dépendent  de  l’équation 

' . • ! 

a -f-  Qx  -f-  yx*  -f- etc.  = A -f-  By  -f-  Cy*  -f»  etc. 

Exemple.  Soit  N = (78)*  = (67),, . On  aura 

N=»8-f-7x,  'N-j~l-6y;  d’où  8 + jx  = 7 -f- 6y. “ 

Les  solutions  entières  de  cette  dernière  équation  seront  four- 
nies par  les  formules  _ • 

■x  —6e  — i , y==  je-r-i,  (n°  70), 

en  donnant  à e des  valeurs  entières  arbitraires.  Mais  comme 
les  bases  x , y,  doivent  être  des  nombres  entiers  positifs  res- 
pectivement plus  grands  que  8 et  7,  on  ne  doit  prendre  que 
les  valeurs  entières  dç  e qüi  satisfont  aux  inégalités 

• • e . 

* J ♦ - 

6e— i>8,  7e—  * > 7 ; d’où  *>«  + -,  «>i+-. 

On  peut  donc  donner  à e les  valeurs  a,  3 , 4 > 5,  etc. 

Soit  e=a;  on  trouve  æ=ii,  y = i3,  N=85; 
et  en  effet 

(78) , , =8  +7X  n-=85,  (67),j  = 7 + 6 X t3  = 85. 

a 1 " 
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a'  Phoblèmb.  Connaissant  la  valeur  a d’uu  nombre  et  ses 
chiffres  J a J a, , a%J  a3lI. . : . an  , déterminer  la^base  x du  sys- 
tème dans  lequel  ce  nombre  est  écrit.  , 

L’inconnue  x dépend  de  l’équation 

a + a\x  ■+■  a%x‘  + asx3  + . . . 4*  an*u  — *• 

» / » » ' 

Remahqde.  Celle  équation  ne  peut  jamais  admettre  plus 
d’une  valeur  réelle  positive  de  x ; car  Selon  quevr  augmente’ ou 
diminue , le  premier  membre  augmente  ou  diminue  en  même 
La  base  x devant  être  plus"  grande  que  chacun  des" a. 
chiffres  qui  entrent  dans  le  système,  on  ne  saurait  admet  tre 
ponr  x qu’un  nombre  entier  positif  plus  grand  que  le  plus 
grand  des  chiffres  donnes,  fl,  n,,  aM1  03,  ■ . • aM.  . *. 

Exemple.  Soit  (276),  — 189.-  On  a 

. A a3 

54.  189,  d’ou  x—o  et  x~  — — . 

La  base  du  système  est  donc  8.  - . , • . , . 

Et  en  effet  (275)8  — 5 4 7 X 8 4 2 X 8‘  =s»  189. 


3e  Phoblème*  Un  nombre  entier  N est  èxprimé  par  m chiffres  ' 
dans  le  système  dont  la  base  est  b ; combien  faudra-t-il  de 
chiffres  pour  l’écrire  dam  le  système  dont  la  base  est  C. 

Si  x désigne  le  nombre  de  chiffres  cherché,  on  aura  • . 


• - K<f*, 

Or,  N<èn,  exige  que  C*~'  < bm 

.et  esigequc  f*  >èm 

Prenant  les  logarithmes , il  vient 

(r  — l)'W  mlb,  xlC  ( m — I )lb  ; 

• »i  * , H , 

on  en  déduit  ■ 


mlb 

*<  ‘4-^1 


*> 


(m  — 4)  Ib 

Te  * 


•De  sorte  que  .r  sera  nécessairement  égal  à l’un  des 'nombres 
entiers  compris  entre  ces  deux  limites.  . ” ) 
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Exempi-e.  Soient  »i=ioo,>  h=  10,  £.=  13. 

y 

Si  l’on  prend  les  logarithmes  dans  le  système  tabulaire. dont 
la  base  est  10,  on  aura  lb=.  i , et'oti  trouvèra-  - _ 

* <93,6  etc.,  *>91,7  etc. 

•Le  nombre  des,  chiffres  cherché  est  donc  92  ou  g3. 

197.  Les  méthodes  exposées  {Arithmétique i n°  222)  pour 
opérer  sur  les  nombres  duodécimaux j s’appliquent  à tous  les 
systèmes. 

On  trouve  ainsi , que  la  «o/nzree'des  nombres  (37)g>,(25)8,  est 
(64),,  que  leur  différence  est  (f2)g,  queleur/>««/uj<est(i2i3)g, 
et  que  le  quotient  de  (i2i3)g  par  (37)8  est  (25)g.  . 

jLorsqu’un  ripmbre  est  écrit  dans  la  base  b > pàur  le  multiplier 
par  b*  y c’est-à-dire  par  V Unité  Suivie  de  n zéro  j il  suffit  de 
mettre  n zéro  à sa  droite  ; car  en  plaçant  ces  zéro,  chaque 
chiffre  avançant  de  n rangs  vers  la  gauche,  exprime  des  unités 
qui  sont  b * fois  plus  grandes. 

Ainsi,  le  produit  de  (352),  par  (iOo)7  est  (35200),. 

198.  Problème.  L’rt  nombre  entier  N étant  écrit  dans  la  basé 
b j déterminer  le  reste  de  la  division  de  N par  le  nombre  entier 
dj  sans  effectuer  la  -division. 

Si  les  chiffres  de  N sont  c,.  c, , c,,_  cj,  etc. , on  aura 

CO N =n  c 4 c,b  4 c%b <*  4 c3b3  4-  etc.  r- 

r"  Cas.  Quand  le  diviseur  d est  moindre  que  la  base  A,,  on 
a,  r/==6  — <1,  et  l’on  peut  mettre  N sous  la  forme 

N = (A  — i)cx  + (b‘  — c.  4 etc.  4 (c  + c,ï 4 ^ 4 etc.). 

Chacun  des  binômes  ( b — <l),  (b' — i*)  , etc.,  étant  divisible 
par  b — $ (n°  29) , c’est-à-dire  par  d,  le  nombre  N est  uft  mulr 
tiple  de  d,  augmenté  de  (c  4*  c,é  4 c,/*  4-  c3^3  4 etc.). 

La  formule  du  bino.me  démontre  la  même  propriété;  car  en 
remplaçant  6 par  sa  valeur  d 4 l’expression  (0  de  N de- 
vient > 

r » • . . ■ > * 

(2). . ♦ N =.c  4-  ol  (( d -f  ï)  + c%(d  + iy+c3  -f  ïy  + etc. 

21.. 
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Or,  n désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  on  a 

(d+ÿy—d" -j-ndn-'}+nin~l-dm-*ix+. . +ndP~‘+P. 

Le  nombre  (d-j-tJ)"  est  donc  un  multiple-de  d augmentédê  S~n. 

lien  résulte  que  (d-f-J1),  (d  -f-  ^)3,.  (ci-f-d)3,  etc.,  sont 
des  multiples  de  d augmentés  respectivement  de  ï,  P,  P,  etc.; 
et  que  par  conséquent , l’expression  (2)  de  N est  un  multiple  de 
d augmenté  de  c -J-.c,*!'  cif‘- (-  C3<fs  + etc. 

Le  reste  de  la  division  de  N par  d sera  donc  le  même  <fue 
celni  de  la  division  du  nombre  (c  + CjJ’ -j»  + etc.)  par  d. 

On  en  déduit  cette  règle  générale  : Pour  trouver  le  reste  de 
la  division  d’un  nombre  entier  N j par  un  diviseur  d moindre 
que  la  base  b3  -prenez  la  différence  S~  entre  h et  d ; multi- 
pliez le  Ier  chiffre  à droite  de  N par  J,  te  •P  'par  le  3* 
par  P j et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  chiffre  ; calculez 
la  somme  N'  de  ces  produits  ; le  reste  de  la  ■ division  de  N 
par  dj  sera  le  meme  que  celui  de  N'  par  d.  Opérant  sur  N', 
comme  on  a opéré  sur  W,  et  continuant  le  calcul  jusqu’à  ce 
qu’on  obtienne  une  somme  moindre  que  bj  cette  dernière 
somme , diminuée  du  plus  graid  multiple  de  d qu’elle  pourra 
contenir  j exprimera  le  reste  demandé. 

Exemple.  Trouver  le  reste  de  la  division  de  N par  g.,  dans 
le  système  décimal.  \ 

On  a,  b — 10,  <è==  l ; et  N'  devient  la  somme  des  chiffres 
de  N;  ce  qui  conduit  à h règle,  qui  a été  donnée  ( Arith . 
n°  34,  page  35). 

2'  Cas.  lorsque  le  diviseur  d est  plus  grand  que  la  base  b 
on-  a d =p=  b -J-  S~,  et  l’on  peut  mettre  N sous  la  forme 

c,(i  + —S')  + cj(43  4-  <f  *)  + etc.  — f-(c— c,<H—  c,f‘  — cji’-f-  etc.) 

Chacun  des  binômes  , b -j-  é , b%  — P , 53-f-  P,  etc. , étant 
divisible  par  b -f  S'  (n°  29)  , c’est-à-dire  par  d,  le  nombre  N 
est  un  multiple  de  d augmenté  de  c — — cjd^+ete. 

De  sorte  que  m désignant  un  nombre  entier  positif,  on  a 

(1). . . N = md  + (c  — — c^P  -f-  etc.). 
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La  formule  du  binôme  conduit  à la  même  propriété  ; car 
en  remplaçant  b par  d — î',  l’expression  c-t-C|6-f-c,6*-|-ctc., 
dp  N devient  . 

(2). N = c + c,(rf  — $■)  -|-c,(d-r- ^)*-^C3(d — <f)34-ctc., 

et  le  développement  de  ( d — /)"  faisant  voir  que  ( d — 41)"  est 
un  multiple  de  d,  augmenté  ou  diminué  de  î selon  que  n 
est  pair  ou  est  impair,  l’expression  (2)  de  N peut  se  mettre 
sous  la  forme  (i). 

Cela  posé  : la  relation  {2)  revient  à 

N ==  md  -f-  (c  + c,<T*  + c4/‘  4-  etc.)  — (c,  4-  ojJ'3  + etc.). 

Lorsque 

(c  + -f-  etc.).—  (c,^  cj<^  4-  C5^J  4-  etc.) , 

est  un  nombre  positif  N',  on  a 

N = md  4-  N'  ; 

et  par  conséquent,  le  reste  de  la  division  de  N par  d,  est  le 
même  q'ue  celui  de  N'  par  d. 

Quand  c 4-  c»/*  4-  4"  etc  , est  moindre  que 

C|J'4-  03^  4*  etc.,  on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  em- 
pruntant sur  md  un  multiple  pd  de  d assez  grand  pour  que 

(c  4-  cj*  4-  cgt*  4-  etc.)  4-  pd  — (c,^  4-  c3^3  4-  etc.) , 

soit  un  nombre  positif  N';  on  a 

N = (m  — p)d4-N';  . 

et  le  reste  de  la  division  de  N par  d est  le  même  que  celui  de 
N'  par  d. 

On  en  déduit  cette  règle  générale  : Pour  calculer  le  reste 
de  la  division  d ’ un  nombre  entier  N,  par  un  diviseur  dj  plus 
grand  que  la  base  b , prenez  la  différence  £ entre  d et  b ; mul- 
tipliez h i'r  chiffre  à droite  de  TS  par  l,  le  Z*  par  <f*,  le  5* 
par  et  ainsi  de  suite  ; de  la  somme  de  ces  produits , aug- 
mentée, s1  il  le  faut , d’un  multiple  de  d , retranchez  la  somme 
des  chiffres  de  rang  pair  multipliés  respectivement  par  à',  par 
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é3,  par  J'ij  tic.  ; si  N'  désigne  le  résultat  de  cetUy soustrac- 
tion, le  reste  de  la  division  de  N par  d,  sèra  le  même  que 
celui  de  N'  par  d.  Opérant  sur  N1’.,  comme  vous  avez  opéré 
sur  N,  et  continuant  les  calculs  jusqu'à  ce  que  vous  obteniez 
un  nombre  moindre  que  d,  ce  nombre  sera  le  teste  de  la  di- 
vision de  N par  d.  i 

Exemple.  Déterminer  le  reste  de  la  division  de  N par  1 1 , 
dans  le  système  décimal. 

On  a b = 10 , ij  la  valeur  de  N'  devient 

N'=(c  + f»  + c4  + etc.)  +pd—  (c,  + cs  -f-  es  ■+*  etc  ). 
Ce  qui  conduit  à la  règle  qui  a été  donnée  ( Arith . n“  3j). 


199.  Il  rés.ulte  du  principe  fondamental  de  la  numération 
(n°  ig4)  > que  lorsqu’on  avance  successivement  d’un  rang  vers 
la  droite  d’un  nombre  écrit  dans  la  base  b,  se?  .chiffres  ex- 
priment des  unités  de  b en  b fois. plus  petites. 

Par  conséquent , si  pour  distinguer  le  chiffre  des  unités 
simples  , on  place  une  virgule  de  cette  forme  , à sa  droite,  le  pre- 
mier, chiffre  à droite  de  la  virgule  exprimera  des  unités  dont  la 

valeur  sera  chaque  unité  du  chiffre  suivant  vaudra 

Et  en  général,  le  n,im ' chiffre  à. droite  de  la  virgule  vaudra 
des  unités  dont  la  valeur  sera  j; . 

Par  exemple , 

(633, 457)»  = 66*  + .26  -f  3 + | ^ 


200.  Un  nombre  est  multiplié  ou  est  divisé  autant  de  fois  par. 
la  base  b,  que  la  virgule  a été  avancée  de  rangs  vers  la  droite 
ou  vers  la  gauche  de  ce  nombre j car  en  avançant  successivement 
d’un  rang  vers  la  droite  d’un  nombre,  ses  chiffres  expriment  des 
unités  de  b en  b fois  plus  petites. 

201.  Quaiul  un  nombre  N contient  » chiffres  à droite  dè  la 
virgule,  ce  nombre  esf  exprimé  par  une  fraction  ordinaire , dont 
le  numérateur  est  le  nombre  donné  dans  lequel  on  a fait  abs- 
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traction  de  la  virgule  et  dont  le  dénominateur  est  l’unité  sui- 
vie de  <t  zéro ; car  en  supprimant  la  virgule,  on  multiplie  N par 
donc  le  résultat  divisé  par  b* , donne  le  nombre  N. 

202.  Lorsque  le  dénominateur  d’ une  fraction  est  f unité  suivie 
de  at  zéro  vers  Ut  droite , pour  mettre  cette  fraction  sous  la 
forme  d’un  nombre  entier , il  suffit  d’écrire  le  numérateur  , et  de 
séparer  , par  la  virgule  , autant  de  chiffres  à sa  droite  qu'il  y a 
de  zéro  dans  le  dénominateur  ; car  la  valeur  du  dénominateur 
étant  bx,  si  l’on  supprimait  ce  dénominateur,  le  résultat  se- 
rait 6*  fois  trop  grand  ; il  faut  donc  diviser  cé  résultat  par  ba, ce 
(jui  revient  à séparer,  par  la  virgule , et  chiffres  à la  droite  du  nu- 
mérateur. Ainsi , 


(—)  =(o,02)t/3^56/-^  =(34,567)»/—^—')  =(0,00023)*. 
\IOO/i.  \ 1000  /*  ‘ \t  00000/s 


203.  four  mettre  une  fraction  - sous  la  forme  cf  un  nombre 


entier,  quand  le  dénominateur  n’est  pas  l’unité'  suivie  de  plu- 
sieurs zéro , divisez  G par  et;  parvenu  au  chiffre  des  unités  , 
placez  une  virgule  à sa  droite  , et  convertissez  les  restes  succes- 
sifs en  unités  de  b en  b fois  plus  petites , en  mettant  un  zéro 
à la  droite  de  chaque  reste.  Divisez  ces  dividendes  par  at; 
les  quotiens  successifs  seront  les  chiffres  qui  doivent  suivre  la 
virgule  dans  le  quotient  total.  ( On  suppose  que  tous  les  nom- 
bres sont  écrits  dans  la  base  b)  : (*). 

En  effet , lorsqu’on  est  parvenu  au  chiffre  de?  unités  du  quo- 
tient , le  reste  est  moindre  que  le  diviseur  a ; pour  convertir  ce 
reste  en  unités  b fois  plus  petites  que  les  unités  simples  , il  sullit 
de  le  multiplier. par  b ; ce  qui  revient  à mettre  un  zéro  à sa 
droite;  le  dividende  qui  én  résulte,  divisé  par  le  diviseur  > dé- 


(’)  Pour  faciliter  ce*  divisions,  on  forme  d’abord  une  table  des  produits 
du  diviseur  par  les  nombres  r,  a,  3,  b — *>  d’un  seul  chiffre,  et  on 

effectue  ensuite  les  calcula  par  la  ûeiliodc  qui' a etc  indiquée  ( Anlh . , 
pages  »5a  er  a53,'. 
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termine  donc  un  quotient  dont  les  unités  sont  ^ fois  plus  petites 
que  les  unités  simples , c’est-à-dire  des  unités  du  i*  ordre  à 
droite  de  la  virgule;  pour  obtenir  le  a"  chiffre,  on  convertit 
le  dernier  reste  en  unités  b fois  plus  petites  , en  mettant  un  zéro 
à sa  droite;  divisant  le  produit  par  et,  on  trouve  un  quotient 
et  un  reste  moindres  que  b ; ce  quotient  est  lé  a*  chiffre  à droite 
de  la  virgule;  et  ainsi  de  suite.  Ce  qui  démontre  la  règle  énon- 
cée. On  en  déduit 

(à)1.^o'oa4)*-(à)11:=,(0'ooa4)"’  ' • ‘ 

(0  =(o,i3i3i3etc.)s, 

Go)5  =(°i2,3,3etc-)5,  (ÿ)s=(2il3»3  etc.)5. 

Remarque.  Lorsque  des  chiffres  du  quotient  se  reproduisent 
ainsi  dans  le  même  ordre  et  à l’infini,  le  quotient  est  à\t  pério- 
dique ; les  chiffres  qui  reviennent  constamment  forment  la  pé- 
riode J ét  selon  que  la  période  commence  au  premier  chiffre  à 
droite  de  la  virgule  ou  après  Ce  chiffre  , le  quotient  est  dit  pé- 
riodique simple  j ou  périodique  mixte. 

204.  Tout  quotient  périodique  peut  être  exprimé  exactement 
par  une  fraction  ordinaire  équivalente.  En  effet  : 

i°.  Soit  un  quotient  périodique  simple  otPPP  etc.,  moindre 
que  l’unité,  dont  la  période  P est  composée  de p chiffres.  En  dé- 
signant par  x .la  valeur  cherchée  de  ce  quotient  indéfini,  on 
aura  . 

x=olPPPP  etc.,  (*). 

Si  l’on  pouvait  en  déduire  une  autre  expression  composée  de 
la  même  partie  périodique,  en  retranchant  ces  deux  expres- 
sions l’une  de  l’autre,  la  partie  périodique  disparaîtrait,  et  il 
serait  facile  d’en  déduire  la  valeur  du  quotient  périodique  pro- 

(*)  Par  exemple , ii  le  quotient  périodique  proposé  est  (0|ia3  taî  nîetc.)», 
OU  aura  P=:(ia3)5  j cl  p = 3.  - 


(777)  = (o,oi3ot3  etc.)®» 
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posé.  Pqur  obtenir  celte  seconde  expression  , il  suffit  de  placer 
la  virgule  à droite  de  la  première  période,  ce  qui  revient  à mul- 
tiplier le  quotient  donné  par  b?\  il  en  résulte 

rXi,  = P,PPPP  etc. 

Retranohant  la  première  égalité  de  la  seconde,  la  partie  pério- 
dique disparaît , et  l’on  trouve 

ïXl'-i  = P;  d’oii  (!)•••  x='  br_  j- 

Or,  bf—  1 est,  un  nombre  composé  de  p chiffres  égaux  a b—  1 ; 
par  conséquent,  la.formule  (1)  nous  ap  prend  -que  tout  quotient 
périodique  moindre  que  l’unité  j dont  la  période  commence  au 
premier  chiffre  à droite  de  la  virgule  j est  égal  à une  fraction  or- 
dinaire , quia  pour  numérateur  la  période  j et  pour  dénomina- 
teur un  nombre  composé  d? autant  de  chiffres  égaux  a b 1 j qu  il 
y a de  chiffres  dans,  la  période.  Ainsi, 

' (o,  1 3i  3 1 3 etc.)5  ?=  Q|) s = ^ = 5 = Qs- 

/oi3\  8 2 Y » \ 

(0,01301301.3  etc.)* 

b — 1 __ 

Lorsque  P = b — i , ,on  a p ~ i , ** — ^ ~ — *• 

3 . n 

■ Ainsi , (0,7777  été. )s  = -=  >• 

Remarqub.  L’expression  o,PPP  etc.,  de  x pouvant  se  décom- 
poser  en  , 

il  en  résulte  que  x est  égal  .à  la  somme  des  termes  d une  pro- 
gression géométrique  décroissante  prolongée  à l’inGni,  dans  la- 

quelle,  le  premier  terme  est  a=  et  la  raison  est  q =‘^r*On 

( > # 

a vu  (page  278)  que  la  somme  des  termes  de  cette  progression  est 
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a »,  . • 

- — — , substituant  les  valeurs  de  a et  q,  pn  parvient  à la  for- 
mule (i). 

a°.  Soit  un  quotient  périodique  mixte  quelconque 

E,NPPPP  etc.  (*).  Si  l’on  désigne  par  a:  sa  valeur,  par  n le 
nombre  des  chiffres  de  là  partie  non  périodique  N placée  entre 
la  virgule  et  la  première  période,  et  par  p le  nombre  des  chiffres 
de  la  période  P , on  aura 

x — E,NPPPP  etc. 

Pour  en  déduire  deux  expressions  qui  renferment  la  même 
partie  périodique  P , on  transporte  successivement  la  virgule  à 
droite  et  à gauche  de  la  première-  période;  ce  qui  donne 

ENP.PPP  etc.,  et  EN.PPP  etc. 

Or  , en  avançait  ainsi  la  virgule  de  n ■+■  p et  de  n rangs  à 
droite,  on  multiplie  x par  fi”+f’  et  par  fi"  (n°  197);  donc 


x X fi"+f  = ENP,PPP  etc.,  et  ixi"=  EN ,PPP  etc. 
Retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  il  vient 


xxbn^—x-Xbm= ENP— EN;  d’où  (a)... x 


ENP— EN 
(fif  — i)bK' 


Or,  bf — 1 est  un  nçmbre  composé  de  p chiffres  égaux  à 
b — 1 , et  on  multiplie  ce  nombre  par  ô*  en  plaçant  n zéro 
à sa  droite.  La  formule  (2)  conduit  donc  à cette  règle  gé- 
nérale : 

Pour  convertir  un  quotient  périodique  mixte  en  fraction  or- 
dinairej transportez  successivement  la  virgule  à droite  et  à 
gauche  de  la  première  période  ; la  différence  entre  les  parties 
entières  des  deux  nombres  qui  en  résultent  exprime  le  numéra- 


(*)  Lorsque  x = <),3^  687  587  587  été.,  on  a 

E=9,  N=34,.n  = »,  P = 587,  p—  3,  ENP, PP  etc.  :=  934587,587  etf. , 
ENP  = §34587 , EN, PP  etc.  = 935,387  etc.,  EN  = g3ij.  D’où 

ENP, P etc.  — EN, PP  etc.  = ENP  - EN  = 934587  - 934. 
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leur  de  la  fraction  demandée.  Pbiir  former  U dénominateur , 
prenez  un  nombre  composé  d’autant  de.  chiffres  égaux  à b — l 
qu’il  y a de  chiffres  dans  la  période  , et  mettez  autant  de  zéro  à 
la  droite  de  ce  nombre  qu’il  jr  a de  chiffres  entre  la  virgule  et  la 
première  période. 

On  trouve  ainsi,  . • • • 

' ■ . . 

iT*  Remarque.  On  peut  déduire  la  valeur  (2)  de  x,  de  la 

règle  qui  a été  donnée  (i°),  il  suffit  pour  cela  d’avancer  la 

virgule  à droite  de  dans  la  valeur  E,NPPP  etc.  de  x;  car 

comme  cela  revient  à multiplier  par  bm,  il  en  résulte 

iXi‘  = EN,PPP  etc.  = EN  -J-  o,PPP  etc. 

Or,-  d’après  (i°) , on  a ; , „• 

o,PPP  etc.  = — . 

- ■ ' bP — 1 

Donc  ïXi,=ES  + /-==^^ii!. 

bP-~- 1 bP  — 1 

Mais,  EN(6?— i)  + P==EN  x^-f-P  — EN,  . ' 

et  EN  X br  étant  égal  à EN  suivi  de  p zéro,- on  voit  que 
EN X^+P  revient  à ENP.  Donc  * 

ENP  — EN  • , : , . ENP— EN 

2*.  Remarque,  ha  règle  précédente  convient  aux  fractions 
périodiques  simples  plus  grandes  que  t unité  ; car  en  supposant 

x=E,PPPetc.,  il  en  résulte  xX ^=EP,PPP  etc., 
et  en  retranchant  la  1”  égalité  de  la  2*,  il  vient 


xXbP  — x = EP  — E ; d’oii  x = 


EP-E 


Ainsi, 


(I,.3.3.3^=(^)=(^)=5=2=(¥)s 
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ao5.  ,On  peut  toujours  reconnaître  d'avance  si  la  division 

• * B ♦ 

du  numérateur  d’une  fraction  — par  son  dénominateur j effec— 

* A t - • 

tuée  d’après  la  règle  du  n°  2o3>  conduira  à un  quotient  exact 
o'u  périodique.  En  effet  : . 

i“.  Quand  le  dénominateur  est  V unité  suivie  de  plusieurs 
zéro  j la  règle  du  u°  202  fournit  immédiatement  la  valeur  exacte 
du  quotient.  .,  . 

2°.  Lorsque  le  dénominateur  n’étant  pas  l’unité  suivie  de  plu- 
sieurs zéro ^ ne  contient  que  les  facteurs  premiers  de  la  base  b 
du  système  de  numération  j la  divisiorp  du  numérateur  B par 
le  dénominateur  A , effectuée  d après  la\ègle  du  n°  2o3 j con- 
duit toujours  à un  qiw'tîent  exact. 

' Cela’  revient  à démontrer  qu’on  peut  toujours  déterminer  un 

nombre  entier  e tel  que  p-  soit  de  la  forme  p , M et  c dési- 
gnant des  nombres  entiers  positifs. 

Pour  trouver  e,  nous  décomposerons  A et  A en  leurs  facteurs 
premiers,  et  afin  de  simplifier,  nous  supposerons,  que  la  base  b 
ne  renferme  que  deux  iactqurs  premiers/),  q,  (les  raisonne- 
mens  seraient  les  mêmes  si  le  nombre  des  facteurs  était  diffé- 
rent). De  sorte  que 

i = A—pmq*. 

Or,  quelle  que  soit  l’indéterminée  x,  on  a 


B ^_Bb*  __  Bp^q'*  _ _ B p**  ~ m X q1 


.Sx- 


Ab 


PS 


D’ailleurs,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  entières  positives  dex 
qui  rendent  «x  — m et  Cx  — n positifs}  car  ces  binômes  pou- 
vant se  mettre  sous  la  forme  a ^ , S ^x — ^ , on 

voit  que  toqtè  valeur  entière  positive  de  x plus  grande  que 
chacunp  des  quantités  — , jouit  delà  propriété  demandée. 
Lé  principe  est  donc  démontré. 
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Remarque.  Lorsque  la  fraction  j-  est.  induite  à sa  plus  simple 

expression  ; si  i' désigne  la  plus  petite  des  valeurs  entières  posi- 
tives de  x qui  rendent  clx  — m et  Cx  — n positifs,  le  quotient  de 
B par  A contiendra  / chiffres  à droite  de, la  virgule. 

B ' ’ • • 

En,  effet;  soit  X= l’expression  dp  ^.deviendra 

R i Bp*f~m  X q ct~n 

A“~~  bt  . • 


Le  numérateur  Bp“*  m X q^~~n , sera 'un  nombre  entier 
. B M 

positif  M,  et  les  fractions  —,  — étant  égales,  le  quotient  de  B 
• A à» 


par  A sera  le  même  que  celui  de  M par  b*.  Or,  ce  dernier 
quotient  contiendra  /chiffres  à droite  de  la  virgule,  à moins 
que  M ne  soit  divisible  par  b , et  cela  n’est  pas  possible,  car 
d’après  l’hypothèse,  toutes  les'  valeurs  entières  positives  de  x 
moindres  que  /'rendant  «x—m  on  Cx — n négatif,  l’un  des  nom- 
bres «(/ — i) — m,  £(/— j) — n,  est  négatif;  on  a donc*/ — 

OU  C/ — n <2  C;  comparant  la  valeur  m X q^^~n  cléM, 

à la  valeur  de  b,  on  voit  qu’un  des  facteurs p ,q , est  con- 
tenu moins  de  fois  dans.M  qup  dans  b ; M n’est  donc  pas  divisible 
par  h;  ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 


Exemple.  Soit 


On  a A=  (i6),,=  r8  = aX3*,  b = a*x3, 

B 5 xb*  5X2“-*X3*-* 

A ïX3’x4*  a X 3* X A*  b1 

La  plus  petite  valeur  entière  positive  de  x qui  retld  2X  — i 
et  x — a positifs,  étant  2,  le  quotient  de  B-  par  A renfermera 
deux  chiffres  à droite  de  la  virgule;  et  en  effet,  l’hypothèse 
x = 2 donne  * , 


B 5 X 2?  X 3® 
A 6* 


4o_(34),. 


(o,34)..  — (i6)t- 
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La  division  de  (5),,  par  effectuée  d’après  la  règle 

du  n®  20371  fournit  le  quotient  exact’ (6,34)>s. 

• 3®.  Quand  le  dénominateur  A d’une  fraction  irréductible 

Y contient  d’autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  la  base  b la 

division  de  B par  A conduit  à un  quotierit  qui  se  prolonge  indé- 
finiment et  qui  est 'périodique  ( simple  ou  mixte').  Eh  effet;  si  la 
division  de  B par  A donnait  un  quotient  exact  de  n chiffres, 
. - . JJ 

ce  quotient  serait  égal  à une  fraction  ordinaire  ^ (n°2oi).  On 
aurait  • t , • * 

5-  = g;;  d’où  AM=BxA*. 

Soit  «Lun  facteur  premier  de  A qui  n’entre  pa«  dans  è;  /'di- 
visant AM  devrait  diviser  Bxù";  or  / est  premier  avec  b,  et 
par  conséquent  avec  bn  ; / diviserait  donc  B (n®  179);  A et  B 
auraient  donc  un  facteur  commun  /;  ce  qui  est  impossible, 

• ’ g 

puisque  la  fraçtion  est  supposée  irréductible.  .Le  quotient 

de  B par  A Se  prolonge  donc  indéfiniment. 

'3e  dis  de  plus  que  ce  quotient  est  périodique  ; car  puisqu’on 
obtiendra  pne  infinité  de  restes  qui  seront  entiers’,  positifs,  et 
moindres  que  le  diviseur  A,  on  retombera  nécessairement  sur 
un  reste  déjà  obtenu,  après  avoir  trouvé  A chiffres  au  plus  au 
quotient.  Multipliant  ce  reste  par  la  base  b,  et  continuant  la 
division,  on  aura  pour  dividendes  partiels  des  nombres  égaux 
aux  précédens  et  qui  se  succéderont. dans  le  même  ordre;  donc 
on  retrouvera  au  quotient  et  dans  le  même  ordre,,  les  chiffres 
qui  ont  été  'déjà  obtenus.  Par  conséquent,  le  quotient  sera  pé- 
riodique. 

’ *.  ’•  , . g 

4°.  Quand  le  dénominateur  A d’une  fraction  irréductible  — 

• A 

ne  contient  aucun  des  facteurs  premiers  de  'la  basé  b,  la  divi- 
sion de  Îî  par  A fournit  un  quotient  périodique  simple;  dent- 
à-dire  que  la  période  commence  au  premier  chiffre  à droite  de 
la  virgule.  En  effet;  on  vient.de  prouver  (3°)^jue  le  quolieht 
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est  périodique;  il  suffit  donc  de  démontrer  que  la  période  com- 
mence au  premier  chiffre  à droite  de  la  virgule. 

Si  la  période  ne  commençait  pas  au  premier  chiffre  à droite 
de  la  virgule,  on  aurait 

• •/  | S.  E.NPPP  etc.  - /y  ”4.  *)  * 

d’o  h ' Bçèr-P !)i»=Ax(ENP—  EN). 

Or,  b divise  le  premier  membre  de  cette  égalité;  b doit  donc 
diviser  le  second  membre;  mais  b est  premier  avec  A;  b doit 
donc  diviser  ENP — EN,  (n°  i^gO;  ce  qui  exige  que  le  premier 
chiffre  à droite-de  ENP— -'EN  soit  un  zéro;  le  premier  chiffre 
à droite  de  la  partiç  non  périodique  N doit  donc  être  égal  au 
premier  chiffre  à droite  de  la  période  P.  Il  est  facile  de  voir  que 
cela  n’est  pas  possible  ; car  soient  a, b , ; . . , d,  e,  les  n chiffres 
de  N,  et  .*,  £,  , J1,  «,  les  p chiffres  de  la  période  P;  si.Von 

avait'  « = t , le  quotient  périodique  mixte 

E sab...de  *C.  ..fa  *£.../ 1 etc.,  deviendrait', 

E ,ab.'..d  imC. .-.  f • •tan..  etc. 

, • 4 

Lajpériode  P deviendrait  «*C. . . d,  et  le  premier  chiffre  adroite 
de  là  partie  ilon  périodique  devenaht  d,  cette  partie  non  pério- 
dique ne  contiendrait  que  n — i chiffres  ; .ce  qui  est'  contre 
l’hypothèse.  Il  est  donc  absurde  de  supposer  que  Ta  période  ne 
commence  pas  au  premier  chiffre  h droite  de  la  virgule. 

5°.  Lorsque  .le  dénominateur  A d'une  fraction  irréductible 
B '■ 1 

— renferme  des  facteurs  premiers  de  la  base  b combinés  çtuec 

d'autres  facteurs  premiers  j fa  division  de  B par  A conduit  à 
un  quotient  périodique  mixte.  > * 

On  a prouvé  {page  334  > 3°)  que  le  quotient  est  périodique. 
Il  suffit  donc  de  démontrer  que'  la.  période  rie  peut  pas  com- 
mencer au  premier  chiffre  à droite  de  la  virgule. 

Si  le  quotient  était  périodique  simple,  il  serait  exprimé"  par 

*.  . • M " * 

uue  fraction  ordinaire  de  la  forme  ^ , dans  laquelle  M et 
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» représenteraient  des  nombres  entiers  (n®  204,  1°;  et  2*  Re~ 
marque j page  33 i).  On  aurait 
R M 

f = r* ; d’oîi  AM  = Bx(4*- i). 

Spit  p un  des  facteurs  premiers  de  A qui  entre  dans  A;  p 
divisant  AM  devrait  diviser  B X {A“ — i)  ; or  p ne  saurait  di- 
viser B,  puisque  B et  A sont  supposés  premiers  entre  euzj 
p devrait  donc  diviser  b*  — î (n°  179),  mais  p divise  A*;  p 
diviserait  donc  deux  nombres  entiers- consécutifs  bn  — 1 , A”; 
ce  qui  est  absurde  (n°  178,4°).  Le  principe  est  donc  démontré. 

Nous  allons  parvenir  à la  même  propriété  par  d’autres  consi- 
dérations qui  offriront  eu  outre  l’avantage  de  faire  connaître  le 
nombre  des  chiffres  qui  se  trouvent  entre  ta  virgule  et  la  pre- 
mière période . Soit  b — p*q^  (*). 

On  pourra  mettre  A sou»  la  forme  A — pmq* A', 

A'  étant  un  nombre  entier  qui  ue  renferme  aucun  des  facteurs 
premiers/»,  q,  dé  A.  On  aura,  quel  que  soit  x , 

. B BA*  _ Bp-V*  B 

À"** Ab*~ pmq*A/b*  ^ ~ - A'A*  ' - 

Désignant  par  J la  plus  petite  des  valeurs  entièresq>ositives 
de  x qui  rendent  ex — m et  Cx  — n positifs  , et  faisant  x—  Jt 
le  numérateur- Bp*x~m  x q^~n  sera- un  nombre  entier  po- 
sitif B'  qui  ne  sera  pas  divisible  par  A , et  on  aura 

B_  _JT_  ■ • 

A-  a'A*' 


Lé  nombre  A'  ne  contenant  aucun  des  facteurs  premiers p,q , 
de  la  base  A,  la  division  de  par  A'  fournira  un  quotient  pé- 
riodique simple  E,PPP  etc.  (page  334,  4®)<  Or,  pour  en  déduire 

la  valeur  — de  — -,  il  suffit  de  diviser  E,PPP  etc.  par  bf , ce 

qui  revient  à avancer  la  virgule  de  J rangs  à gauche  dans 


(*)  On  «upposc.que  la  base  b ne  renferme  que  deux  facteurs  premiers  p,  q. 
Les  raisptincmcns  seraient  les  mîmes  pour  tout  autre  nombre  de  facteurs. 
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E,PPP  elc.  Il  sera  donc  démontré  que  le  quotient  de  B par  A 
est  périodique  mixte  ët  renferme  i'  chiffres  entre  Ici  virgule 'et  la 
première  période j si  l’on  peut  faire  voir  que  le  premier  chjfl’re  , 
à droite  de  E est  différent  du  premier  cliifFre  à droite  de  P.- 
Or,  on  a vu  (page  33 1)  , que 


FP  — F 

E,PPP  etc.  = ~-z ; donc  —,  s= 

br- 1 A 

On  en  tire  (EP  — E)  A;  = ( bf  — 1)  B’. 


EP  — E 
bf  — 1 


Cela  posé  : jsi  le  premier  chiffre  à droite  de  E était  le  même 
que  celui  de  P,  le  nombre  EP  — E serait  divisible  par  la  base 
b , car  il  serait  terminé  par  un  zéro;  b diviserait  donc  {bf — i)B'. 
Mais  b est  premier  avec  bf  — 1 (*)  ; b diviserait  donc  B',  ce  qui 
est  contre  l’hypothèse.  Le  principe  est  donc  démontré. 

* 206.  Lorsque  le  dénominateur  A d’une  fraction  *est  pre- 
mier avec  la  base  b toutes  les  fractions  irréductible i moindres 
que  l’unité  qui  ont  ce  même  dénominateurs  conduisent  à des 
quoliens  périodiques  simples  dont  toutes  les  périodes  renferment 
le  même  nombre  de  'chiffres. 

En  effet  ; si  l’on  divise  l’unité  par  A , on  obtiendra"  un  quotient 
périodique  simple  (n°  2o5,  4°)-  Soient,  P la  période  et  p le 
nombre  des  chiffres  de  cette  période,  on  aura 

(0  • • • J = o.PPP  etc.  = rj?— . . % \ : 

1 

Multipliant  par  un  nombre  entier  quelconque  B moindre  que 
A et  premier  avec  A,  il  viendra 

5.-_^  o,BP  BP  BP  etc.  = Tê~-- 
A ' bt—i 

Le  produit  BP  ne  pourra  jamais  avoir  plus  de  p chiffres , car 


(*)  Si  un  nombre  premier  y pouvait  diviser  £ et  bf — ! , les  deux  nombres 
entiers  consecutifs  bfx  bf — i,  admettraient  un  commun  diviseur  y;  ce  qui 
■Vil  pas  possible  (n°  178,  4®)* 

22  • 
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autrement  la  valeur  p de  — surpasserait  l’unité,  ce  qui 

JJ 

est  contre  l’hypothèse1,  la  fraction  — sera  donc  exprimée  par 


un  quotient  périodique  simple  dont  la  période  BP  sera  composée 
de  p chiffres.  Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 


Ainsi,  = (o,i3i3  etc.)i,  = (o,3i3i  etc.)s. 


* 207.  Ier  Problème.  Déterminer  par  quel  nombre  entier  il 
faut  multiplier  un  nombre  connu  A premier  avec  la  base  b j 
pour  que  tous  les  chiffres  du  produit  soient  égaux  à b — 1. 

La  division  de  l’unité  par  A fournira  un  quotient  périodique 
simple  dont  la  période  P sera  le  nombre  cherché;  car  la  rela- 
tion (1) , (page  337) , donne  AxP  = J,-i,  et  bp — 1 est 
composé  de  p chiffres  égaux  à b- — 1. 

* 2 * Problème.  La  base  d’un  système  de  numération  est  un. 
gtfombre  pair  2 b ; on  connaît  les  produits  deux  à deux  des  nom- 
bres l j 2 j 3 j. . . j b ; il  s’agit  d’en  déduire  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  quelconques  , »,  n'j  compris  entre  b — 1 et  tb . 

. Pour  y parvenir, .on  retranche  successivement  n et  n de  26; 
cela  fournit  deux  restes  r,  r , qui  ne  peuvent  surpasser  b , et 
dont  le  produit  rr  est  par  conséquent  coéiiu.  On  ôte  successi- 
vement r et  r de  b ; ce  qui  détermine  deux  autres  restes  R,  R'. 
Notis  allons  faire  voir  que  le.  produit  nn  cherché  est  composé 
de  R+R'  unités  du  second  ordre, et  de  rXr  unités  du  premier 
ordre.  En  effet,  on  a 

2 b, — n — r,  2 b — n—r , R = b — r,  R'  =b  — r . 
D’où 

n — 2.b  — r , n = ttb  — r , nn  = 26  ( 2&  — r — r ) rr. 
Or, 

R -f- R'  = 26  — r — r ; donc  nn  s=:  2&  ( R -f-  R')  -f-  rr'. 

Cette  dernière  égalité  démontre  la  règle  énoncée,  car  2 b 
élant  la  hase,  26  (R  -f-  R'  ) exprime  R -f- R'  unités  du  second 
ordre. 


► 
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Remarque.  Lorsque  la  base  rb  est  égale  à dix , on  peut 
simplifier  l’application  de  la  règle  générale,  en  faisant  usage  des 
dix  doigts  des  mains,  de  la  manière  suivante  : 

On  lève  les  dix  doigts  des  deux  mains > on  retranche  chaque  », 

facteur  de  dix  ; on  abaisse  ensuite  autant  de  doigts  dans  chaque 
main  qu'il  y a d'unités  dans  chaque  reste.  La  somme  des  doigts 
levés  exprime  les  dixaines  du  produit  demandé  ; les  unités  de  ce 
produit  s'obtiennent  en  multipliant  l’un  par  l’autre  les  nom- 
bres des  doigts  baissés  dans  chaque  main. 

* 3*  Problème.  Trouver  un  nombre  entier  x tel  que  si  ton 
multiplie  son  quarré  et  son  cube  par  un  nombre  entier  connu 
m la  différence  mx3  — mx*  des  deux  produits  soit  un  quarré : 

Apres  avoir  décomposé  le  nombre  m en  ses. facteurs  premiers, 
on  pourra  le  mettre  sous  la  forme  s'Xî|  ff  désignant  un  nom- 
bre entier  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  élevés  à la  pre- 
mière puissance.  La  différence  mx3 — mx’’  devenant  m(x — >i)xa 
ou  £ (x — i ) ct?xa,  il  suffit  de  déterminer  x de  manière  que' 

C(x — 1)  devienne  un  quarré;  ce  qui  exige  que  x — i = £; 
d’où  x = S -J-  1 . 

Cette  valeur  de  x jouit  de  la  propriété  demandée,  car  elle 
réduit  mx3 — mx‘  à «*£"(£+  i)a,  qui  est  le  quarré  de  «C(C+i) , 

Exemple.  Soit  171  = 9000;  on  trouvera 

771  = a3  X 3*  x5’=  (a.3.5)a  x a.5  = 3oa  x 10. 

On  aura 

«=3o,  6=10,  x=  1 1 , *C (C -f- ï)  = 33oo. 

Et  en  effet , 

1 13  X 9000  — 1 1*  X 9000  = 10890000  = 33oo\ 

Remarque.  Si  la  somme  mx3  -J-  mx"  devait  être  un  quarré, 
on  trouverait 

x = C — 1,  mx3  -j-  mx*  = aa£a  (£ — 1)*. 

Exemple.  Soit  777=9000;  on  aura 

a = 3o,  C=i o,  x = g,  mx3  -f-  mx*  = 2700* 

22.. 
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§ III.  Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

■208.  Nous  ne  considérerons  dans  toute  cette  théorie  que  des 
quantités  rationnelles  et  entières;  c’est-à-dire  des  quântités.qui 
ue  renfermeat  pas  de  radicaux,  ni  de  fractions, et  dans  lesquelles 
toutes  les  lettres  sont  affectées  d’èx  posons  entiers  positifs. 

On  dit  qu’une  quantité  est  première  , lorsqu’elle  n’est  divi- 
sible par  aucune  quantité  entière  autre  qu’elle-nième  et  l’unité. 
Ainsi,  b,  .ïi-f-i,  e — b,  sont  des  quantités  premières;  la 
quantité  .a* — b*  n’est  pas  première,  car  elle  se  décompose  en 
deux  facteurs  premiers  a-\-b,  a — b 

Des  quantités  entières  sont  dites  premières  entre  elles , lors- 
qu’elles n’admettqnt  aucun  facteur  commun.  Ainsi,  les  quan- 
tités abc,  def,  sont  premières  entre  elles;  on  dit  aussi  que  abc 
est  premier  avec  def. 

• 20g.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  quantités 

entières  j est  le  produit  de  tous  leurs  facteurs  premiers  com- 
munsj numériques  , monomes  et  polynômes. 

210.  Par  conséquent  : lorsque  les  facteurs  premiers  de  plu- 
sieurs quantités  sont  en  évidence 3 oh  obtient  directement  leur 
plus  grand  commun  diviseur  en  formant  un  produit  dans  lequel 
chacun  de  ces  facteurs  premiers  entre  autant  de  fois  qu’il  se 
trouve  dans  celle  de  ces  quantités  où  il  entre  le  plus  petit  nombre 
de  foisj  (4rith.j  n°  5o,  page  fa). 

' Ainsi,  le  plus  .grand  commun  diviseur  des  monomes 
a6b*d*,  a’b'c'd,  est  a’b* , et  celui  des  trois  quantités- 
(a_i)«(c— d)\  ( a-bflp—d ),  (a  — b)*  (c — d)  (c-{-  1) , 
est  ■ (a  — bf><(c  — d). 

21-1.  11  est  facile  de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  monomes , caron  l’obtient  en  multipliant  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  coefficiens  numériques  des  monomes 
par  le  plus  grand  commun  diviseur  littéral  de  ces . mpnomes. 
On  a vu  en  Arithmétique  comment  on  détermine  le  plus  grand 
commun  diviseur  numérique  ; et  le  plus  grand  commun  di- 
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viseur  littéral  des  monomes  9’obtient  immédiatement,  car  il  est 
en  évidence. 

Ainsi,  pour  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
monomes  fôa?b3c*,  i8aBbief‘,  1 Sa'bldd,  on  cherche  d’abord 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficiens  48,  18  et  |5, 
qui  est  3;  le  plus  grand  commun  diviseur  des  monomes  algé- 
briques aPWc*,  a6é4d%  a“i4csd,  est  a"i3  (n°  210);  de  sorte  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  est  3 a’63. 

2i2.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  des  polynômes  entiers. 

Lorsqu’un  polynôme  divise'  exactement  un  autre  polynôme, 
il  est  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
polynômes. 

Par  conséquent , pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes  entiers  A,  B,  il  est  naturel  de  diviser  ces  po- 
lynômes l’un  par  l’autre;  à cet  effet,  on  les  ordonne  suivant 
les  puissances  décroissantes  d’une  même  lettre  x,  et  on  divise  A 
par  B (on  suppose  que  le  plus  fort  exposant  de  x dans  B n’est 
pas  plus  grand  que  dans  A).  Quand  cette  division  conduit  à 
un  reste  nul,  B est  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé. 
Quand  on  trouve  un -quotient  entier  Q et  un  reste  R,  on  a 
l’identité  A = BQ-f-R;  d’où  R = A — BQ.  < 

Les  polynômes  A,  B,Q,  R,  étant  supposés  entiers  (*),  la  2'  iden- 
tité fait  voir  que  tout  diviseur  commun  à A et  B divise  R,- et  la 
première  prouve  que  tout  diviseur  commun  à B et  R divise  A; 
tous  les  facteurs  communs  à A et  B,  sont  donc  les  mêmes  que 
ceux  de  B et  R;  le  produit  de  tous  les  faeteurs  communs  à A 
et  B,  étant  le  même  que  celui  de  tous  les  facteurs  communs 
à B et  R,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B est  le  même 
que  celui  de  B et  R. 


(*)  Nous  supposerons  ici,  que  les  divisions  successives  ne  fournissent  que 
des  termes  entiers  au  quotient:  c’est-à-dire  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  dividende-partiel  est  exactement  divisible  par  le  coefficient 
du  premier  terme  du  diviseur.  Nous  verrons  comment  il  faut  opdter  quand 
cette  condition  11’est  pas  remplie. 
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Cette  propriété  ayant  lieu  quel  que  soit  le  nombre  des  terme* 
obtenus  au  quotient , on  pourra  continuer  la  division  des  restes 
successifs  par  B , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  dernier  reste 
moindre  que  le  diviseur  B. 

Par  conséquent  : le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
quantités  , est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  la  plus  petite 
de  ces  quantités  et  le  reste  de  la  division  de  la  plus  grande  par 
la  plus  petite . 

La  question  étant  réduite  à déterminer  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  B et  R,  on  divise  B par  R.  Quand  cette  divi- 
sion conduit  à un  reste  nul,  R est  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  B et  R,  et  par  suite  de  A et  B.  Lorsque  B n’est  pas  exacte- 
ment divisible  par  R,  on  parvient  à un  reste  R'  moindre  (*) 
que  R;  le  plus  grand  commun  diviseur  de  R et  R'  est  le  même 
que  celui  de  B et  R,  et  que  celui  de  A et  B. 

Si  1’  on  continue  à. diviser  les  restes  successifs  les  uns  par  les 
autres,  les  exposans  de  x,  dans  ces  restes,  iront  en  diminuant, 
et  comme  ces  exposans  sont  des  nombres  entiers  positifs,  on 
parviendra  nécessairement  à un  dernier  reste  R indépendant 
de  x. 

Quand  le  reste  K sera  nul,  le  reste  précédent,  qui  contient 
nécessairement  x , sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A et  B;  car,  il  résulte  des  raisonnemens  ppécédens  que  ce  plus 
grand  commun  diviseur  est  le  même  que  celui  de  deux  restes 
consécutifs  quelconques. 

Lorsque  de  dernier  reste  K ne  sera  pas  nul,  les  polynômes 
A,  B,  ne  pourront  admettre  qu’un  commun  diviseur,  indépen- 
dant de  x\  car  ce  commun  diviseur  doit  diviser  le  reste  & qui 
ne  renferme  pas  x-  Ce  plus  grand  commun  diviseur  devra  donc 
diviser  exactement  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  x 
dans  A et  B (n°  27).  De  sorte  que  la  question  sera  ainsi  ra- 


(♦)  Il  ne  fapt  pas  perdre  de  me,  que  lorsqu’on  dit  qu’un  polynôme  es t 
moindre  qu’un  autre,  on  sous-entend  que  cet  polynômes  étant  ordonnes  par 
rapport  à une  lettre,  le  plus  fort  exposant  de  cette  lettre  est  moindre  dans  le 
premier  polynôme  que  dans  le  second  (page  g). 
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menée  à déterminer  le  plus  graud  commun  diviseur  entre  ces 
coefficiens;  et  la  difficulté  est  diminuée , puisque  ces  coefficiens 
renferment  une  lettre  de  moins  que  les  polynômes  proposés. 

i*r  Exemple.  Soient  les  deux  polynômes 

A = x* + x3  — 7X*  — x 4-  6 , 

B = x*  — ; 5x*  4- 4* 

Pour  trouyer  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  dispose  et 
on  exécute  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 

iFe  Division. 

A 

i«r  reste R 

2*  Division. 

B = x*  — 5x*  -f.  4 

— x*  4-  ax’  4-  x*  — ix 

Reste ax5 — 4**  — 2x4-4 

— 2x5  4-  4**  4-a*  — 4 
Reste o 

La  division  de'  A par  B fournit  le  quotient  + 1 et  le  reste 
R = x3  — 2X3  — x + 2.  Ce  reste  étant  moindre  que  le  diviseur 
B,  on  divise  B par  R , ce  qui  donne  le  reste  zéro,  et  le  quotient 
exact  x 4~  2.  • 

Le  reste  R est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B;  car 
ce  diviseur  commun  est  le  même  que  celui  de  B et  R , et  ce 
dernier  est  R,  puisque  R divise  B. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  R est  effectivement  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A , B;  car  on  peut  mettre  ces 
polynômes  sous  la  forme 

A,  = (x  — 1)  (x  4-  1)  (x  — 2)  (x  4-  3) , 

B ==  (x  — 1)  (x+  ï)  (x  — 2)  (x  4-  2)  ; 

et  l’on  voit  alors  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  le 
produit  x3 — ax“ — x+a  des  facteurs  premiers  x — i,  x+i  > 
x — 2,  communs  à A et  B. 


r=  x*  -f-  x5  — 7X*  — 1 + 6 8 = x*  — 5x«  4-  4 

+ 5*’  ~ T 

= xy  — u 1 * — ar-f-a 
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a'  Exemple.  A^xf-f-x3 — ^x* — x-|-2,  B=x‘< — 5x*+4- 

Des  calculs  analogues  aux  précédens  conduisant  à un  reste 
numérique  + 8 , les  polynômes  proposés  n’ont  pas  de  commun 
diviseur;  car  s’ils  en  avaient  un,  ce  commun  diviseur  devant 
diviser  le  reste  8 , serait  indépendant  de  x , et  par  suite  devrait 
diviser  tous  les  coefficiens  de  x dans  A et  B ; ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  ces  coefficiens  sont  premiers  entre  eux. 

En  général , toutes  Us  fois  que  Us  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  x étant  premiers  entre  eux  , dans  A et  dans  B 
on  parvUnt  à un  reste  indépendant  de  i,  qui  n’est  pas  nulj  on 
est  certain  que  A et  B n’ont  pas  de  plus  grand  commun  diviseur. 

2i  3.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer , suppose  que  toux 
Us  quotUns  sont  entiers  , ce  qui  exige  que  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  de  chaque  dividende  partiel  soit  exactement  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  correspon- 
dant; quand  cette  condition  n’est  pas  remplie,  on  ramène  ce 
ças  au  précédent  à l’aide  de  quelques  principes  que  nous  allons 
établir. 

D’après  la  définition  du  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique : 

i°r  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités  ne 
change  pas , lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  l’une  d’elles 
par  une  quantité  qui  n’a  aucun  facteur  commun  avec  l‘ autre  ; 
car  ces  opérations  ue  sauraient  changer  les  facteurs  communs 
aux  deux  quantités. 

Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  abc  et  abde , est  le 
même  que  celui  qui  existe  entre  abcm  et  abd. 

29.  Lorsqu’on  sait  trouver  U plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  quantités  , on  en  déduit  celui  d’urt  nombre  quelconque  de 
quantités . Par  exemple,  pour  obtenir  le  plus  grand  diviseur 
commun  à trois  quantités  représentées  par  A , B , G , on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  D de  A et  B,  et  le 
plus  grand  commun  diviseur  iy  de  D et  C;  D'  exprime  le 
plus  grand  commun  divisenr  demandé;  car  d’après  la  définition 
du  plus  grand  commun  diviseur,  D exprime  le  produit  des  fac- 
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leurs  premiers  communs  à A et  B,  et  D'  est  celui  des  facteurs 
communs  à D et  C;  donc  D'  est  le  produit  de  tous  les.  facteurs 
communs  aux  trois  quantités  A,  B,  C;  donc  enfin  D'  est  leur 
plus  grand  commun  diviseur.  • 

3°.  Lorsqu’on  aperçoit  u/r  facteur  commun  à plusieurs  quan- 
tités , on  peut  simplifier  la  recherche  de  leur  plus  grand  cdm  - 
mun  diviseur.  En  effet;  soient 

A = A'D,  B = B'D,  C=  CD. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  B,  C,  s’ obtiendra  en 
multipliant  le  facteur  commun  D,  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  quantités  A',  B’,  C. 

214.  Cette  dernière  propriété  fournit  le  moyen  de  simplifier 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes 
entiers  P,  Q.  A cet  effet,  on  détermine  d’abord  le  plus  grand 
commun  diviseur  monome  »des  termes  de  P,  et  le  plus  grand 
commun  diviseur  monome  C des  termes  de  Q;  on  divise  P par 
et  et  Q par  C , ce  qui  fournit  des  quotiens  exacts  A , B;  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  * et  » est  le  plus  grand  commun  di- 
viseur monome  M des  polynômes  proposés  P,  Q.  Or  on-  sait 
trouver  les  plus  grands  communs  diviseurs  monomes  «,  £,  M 
(n°  211).  La  question  est  donc  réduite  à calculer  le  plus  grand 
commun  diviseur  D des  polynômes  entiers  A , B , car  le  produit 
’tl  X D sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  P et  Q. 

Exemple.  Soient  les  deux' polynômes 

P = — 12  oy/'lr5  + 12  y*x* — i2_y3x* 

Q = 4 8^  x7 — 88_y  x6 — 64 y xi — 8/  x1. 

On  trouve 

«=12 y3x*,  C=ti8yx* , * M = kyx'  > 

A = 4x* — iox3-{-x* — 1,  B = 6x3 — ni1  — 8x — 1. 

On  verra  (n°2i5)  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A et  B est  x*  — 2x  — 1 ; celui  de  P et  Q est  donc 

, x (x‘  — 2x — 1). 

La  recherche  des  plus  grands  communs  diviseurs  hionomcs 


j* 
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a,  C,  M,  ne  pouvant  offrir  aucune  difficulté,  nous  supposerons 
toujours  qu’on  a supprimé  ces  plus  grands  communs  diviseurs, 
comme  il  vient  d’être  indiqué  ; de  sorte  qu’il  ne  s’agira  plus 
que  de  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers  A,  B,  tels  qu’ aucun  monome  ne  peut  diviser 
ni  A ni  B. 

ai  5.  Lorsque  les  polynômes  proposés  ne  contiennent  qu’une 
seule  lettre  x,  il  est  facile  de  trouver  leur  plus  grand  commun 
diviseur. 

Exemple.  Soient  les  deux  polynômes 
A=4x*  — iox3-+-x* — i,  B =6^  — i ix*  — 8r — i. 

Ils  ne  renferment  aucun  commun  diviseur  indépendant  de  x; 
car  tout  diviseur  de  cette  espèce  serait  un  nombre  qui  devrait 
diviser  les  coefliciens  des  diverses  puissances  de  x (n°  27),  ce 
qui  est  impossible,  puisque  ces  coefliciens  sont  premiers  entre 
eux. 

Pour  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B, 
on  dispose  et  on  exécute  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 

ire  Division. 


A=  — io*J+  x* — .1 
A x 3=im< — 3ox5+  3x» — 3 
— iax<  -+-aax5  ■+•  i6x» ■+■  ax 


a«  rertc. 


B = 6x’  — ux»  — 8x  — 1 


ax  — 4 


. ...  r — — 8x3-f-igx*-(-  0x7- 3 
rx  3 = — a{x3  + 5jx,+  6x  — g 
-f-a4x3  — 4ix*  — 3ax  — 4 


/ — i3x» — a6x — i3 
R = x* — ax — 1 = 

s,  -2e  Division.  ' 


i3 


B = 6x*  — 1 ix»  — 8x  — 1 
— 6x3  -+•  1 ax*  6x 


x*  — ax  — 1 
— x»  4-  ax  -f-  1 


x»  — ax  — 1 = R 


6x  ■ 


Rc*ie h..  o 

Dans  la  première  division , le  diviseur  B ne  contenant  aucun 
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facteur  indépendant  de  x,  on  n’altère  pas  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  deraandéen  multipliant  le  dividende  par  un  nom- 
bre quelconque,  car  ce  nombre  est  premier  avec  B.  Ainsi,  pour 
éviter  les  fractions j on  pourrait  multiplier  le  dividende  par 
le  coefficient  6 du  premier  terme  du  diviseur;  mais  il  suffit  ici 
de  multiplier  par  3,  car  le  premier  terme  I2XJ  du  nouveau 
dividende  Ax  3 est  exactement  divisible  par  le  premier  terme 
6x3  du  diviseur;  et  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A X 3 et 
B est  le  même  que  celui  de  A et  B , puisque  3 est  premiet-  avec 
B.  On  divise  donc  AX3  par  B,  ce  qui  doune  le  quotient  2x 
et  le  reste 

r—  — 8X3 -f- igt* + 2X  — 3. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  étant  le  même  que 
celui  de  B et.r  (page  342),  on  est  conduit  à diviser' r par  B; 
on  rend  la  division  possible,  sans  changer  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché,  en  multipliant  r par  3;  la  division  de  3r 
par  B-  donne  le  quotient  — 4 et  le  reste 

r = l3x4  — 2ÔX  — i3. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  est  le  même  que 
celui  de  B et  r ; et  comme  r renferme' le  facteur.  1 3 qui  est 
premier  avec  B,  on  peut  supprimer  ce  facteur  jsans  changer 
le  plus  grand  commun  diviseur  ; ce  qui  donne  le  quotient 

r 

R = — =x* — 2r — 1. 
i3 

'La  question  se  trouve  ainsi  réduite  à chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  B et  R;  et  comme  R est  moindre  que 
B,  on  divise  B par  R;  cette  division  se  fait  sans  qu’il  soit  né- 
cessaire d’introduire  aucun  facteur  dans  les  dividendes  partiels. 
On  parvient  à un  reste  nul,  et  l’on  en  conclut  que  r1-k2i — 1 
est  le  plus  grand  commua  diviseur  cherché.. 

Si  l’on  divise  A et  B par  x4  — 21  — 1 , on  obtiendra  des  quo- 
tiens  exacts 

4xs  — 2x  -h  1 , 6x  -f-  i . 
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Ces  quotiens  sont  premiers  entré  eux  ; car  en  cherchant  leur 
plus  grand  commun  diviseur,  on  parvient  à un  reste  indépen- 
dant de  x. 

On  trouvera  de  cette  manière  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes  quelconques  contenant  une  seule  lettre; 
et  le  principe  du  n°  2i3  (2°)  fournira  le  moyen  de  déterminer 
le  plus  grand  commun  diviseur  d’un  nombre  quelconque  de 
polynômes  qui  contiennent  une  seule  lettre. 

216.  La  manière  de  déterminer  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes  entiers  A,  B qui  contiennent  deux 
lettres  x,  y,  se  déduit  de  ce  qui  précède.  On  ordonne  ces 
polynômes  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  ce 
qui  conduit  à des  résultats  de  la  foréie 

A ==  Pxm  -f  Qxm—  -+-..  ..  -f  Sx  -f-  T , 

B = px"  + qx*~  1 -f- . . . . -j-  SX  + t. 

On  suppose  toujours  que  P,  Q. . . , S,  T n’ont  pas  de  com- 
mun diviseur  monome,  et  qu’il  en  est  de  même  d e p,  q,...,s,  t. 

Pour  trouver  la  partie  du  commun  diviseur  cherché  qui  ne 
renferme  pas  x,  on  observe  que  si  A et  B ont  un  commun 
diviseur  indépendant  de  x,  il  devra  diviser  tous  les  coefficiens 
des  diverses  puissances  de  x dans  A et  B (nu  27).  Ces  coeffi- 
ciens ne  contenant  que  la  seule  lettre  y,  on  sait  trouver,  le 
plus  grand  commun  diviseur  * des  coefficiens  P,  Q,...,  S,  T, 
le  plus  grand  commun  diviseur  £ des  coefficiens  p,  q s,  t , 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  T de  * et  C.  La  quantité  Y 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  indépendant  de  x des  poly- 
nômes A , B.  . t ■ 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de 
x , on  divise  A par  a et  B par  C , ce  qui  s’exécute  en  divisant 
tous  les.  coefficiens  de  x dans  A par  » et  ceux  de  x dans  B 
par  £ (n°  27).  Désignant  par  A'  et  B'  les  quotiens  de  A par 
« et  de  B par  If,  on  obtient  des  résultats  de  la  forme 

A'  = Pxm  + QV-  + + S'x  4 T' , 

B'  = p'x*  + q'xn~'  4- -f-  s'x  4- 1'. 
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Tous  lfls  coelliciens  P',  Q' , . . . , S',  T',  sont  prcmiérs  entre 
eux , ainsi  que  p,  -cf , . . . , s',  t' . 

Il  ne  s" agit  plus  ‘que  de-  déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  X de  A'  et  B ' j car  le  produit  de  X par  T conte- 
nant tous  les  facteurs  communs  aux  polynômes  A,  B,  sera  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

Or,  les  coefficiens  P',  Q',.-*,  S',  T',  étant  premiers  entre 
eux,  A'  n’admet  aucun  facteur  indépendant  de  x,  et  il  en 
est  de  même  de  B'.  Toute  quantité  indépendante  de  x sera 
donc  première  avec  h!  et  avec  B'.  ‘ •»- 

Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  X de  A'  et  B', 
on  divise  A'  par  B',  et  comme  B'  n’a  aucun  facteur  indépendant 
de  x , on  n’altère  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  X,  de  A' 
et  B',  en  multipliant  ou  en  divisant  chaque  dividende  partiel 
par  des  quantités  indépendantes  de  x car  ces  quantités  sont 
premières  avec  B'.  Par  conséquent,  dans  la  division  de  A'  par 
B',  on  pourra  rendre  possible  la  division  du  premier. terme  de 
chaque  dividende  partiel  par  le  premier  terme  p' xn  du  divi- 
seur, en  multipliant  chaque  dividende  par  le  coefficient  p' , ou 
en  général  par  une  quantité  indépendante  de  x,  telle  que  le  pro- 
duit soit  divisible  par  p' \ «t  on  simplifiera  les  calculs  en  sup- 
primant les  facteurs  indépendans  de  x qui  pourront  se  trouver 
dans  les  restes,  successifs  (on  obtient  ces  facteurs  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  indépendant  de  x entre  les 
coelliciens  des  diverses  puissances  de  x dans  chaque  reste). 
On  parviendra  de  cette  manière  à un  reste  R'  moindre  que  B' 
et  qui  ne  renfermera  aucun  facteur  indépendant  de  x. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  A'  et  B'  étant  le  même  . 
que  celui  de  B'  et  R',  on  opérera  sur  ces  deux  derniers  poly- 
nômes, comme  on  a opéré  sur  A'  et  B';  ce  qui  conduira  à un 
reste  R"  moindre  que  R'  et  qui  ne' renfermera  aucun  facteur 
indépendapt  de  x.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  R'  et  R" 
sera  le  même  que  celui  de  A et  B.  On  divisera  donc  R’  par  R", 
et  en  continuant  ces  calculs,  on  parviendra  à un  dernier  reste 
R indépendant  de  x.  / 
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Lorsque  R sera  nul , le  reste  précédent  exprimera  le  plus 
grand  commun  diviseur  X de  A'  et  B'. 

Quand  R ne  sera  pas  nul , les  polynômes  A',  B',  n’auront  pas 
de  commun  diviseur;  car  ils  n’ont  pas  de  commun  diviseur  in- 
dépendant de  x;  et  s’ils  avaient  un  facteur  commun  çn  x , ce 
facteur  diviserait  le  reste  R et  le  reste  précédent,. ce  qui  est 
impossible , puisque  R ne  contient  pas  x. 

' 1er  Exemple.  Soient  les  deux  polynômes 

A=Cy— O^+C2^*— 3j+i)x*+(y— 3^“+ay)x— (y— 

B=(y*—  0*‘  + (y3—  i)x-f-Cy*  — y). 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefBciens 

y— J,  2y“— 3y+l,  y— 3y-Hy,  y— y,  est  a=y—l, 

et  celui  des  coefiïciens 

y— I.  y-i,  y — y,  est  £ —y  — I . 

Le  plus  grand  commun  divisçur  de  a et  £ est  Y=_y — i . 
On  divise  A et  B par  y — i , ce  qui  s’exécute  en  divisant  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  x par  y — i , ( n*  27  ) ; on 
obtient  des  quotiens  . _ 

b!  — 3?  + {-iy.—  i)x*  4-  (y  — ay)x— y, 

®'  = (y-f- (y  +y+ Ox+y- 

Tous  les  coefBciens  de  x dans  A'  sont  premiers  entre  eux;  il 
en  est  de  même  de  ceux  de  x dans  B'.  De  sorte  que  toute  quan- 
tité indépendante  de  x est  première  avec  B'. 

Po'ur  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  X de  A' 
et  B’,  on  observe  que  le  coefficient  1 du  premier  terme  du 
dividende  A'  n’étant  pas  divisible  par  le  coefficient  y-f-  1 du 
premier  terme  du  diviseur  B',  on  peut  rendre  la  division  pos- 
sible en. multipliant  A'  par  y-f-  1;  car  y- f- 1 étant  premier 
avec  B',  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A'(y-|- 1)  et  B'  est 
le  même  que  celui  de  A'  et  B'.  Mais  comme  il  faudrait  encore 
multiplier  par  y -f- 1 , pour  obtenir  le  2'  terme  du  quotient, 
il  est  plus  commode  de  multiplier  A',  par  (y  -f- 1)*;  ce  qui  con- 
duit à diviser  A'(y-f-  1)*,  ou 

(y-f- 1 )“x3-f-(2y+3y8 — i)x*  -f-(y* — 3y* — 2y)x — (y  t-f-ay-f-y*) 
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par  B'  ; on  obtient  le  quotient  (y+0x  + (y*  — 2) , et  le  reste 

r '= ( —y 3 — ty — y 4-  a)  * — (y 4 + 3y 3 4-y* — *y  ) . 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  B7  et  r est  le  même  que 
celui  de  A'  et  B7. 

Avant  de  passer  à la  division  suivante,  il  faut  supprimer  dans 
/ les  facteurs  indépendans  de ,x  qui  peuvent  s’y  trouver;  ce 
qui  se  réduit  à chercl»er  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  coefficiens  , 

— y3  — 3y*  — y + 2>  y4  + 3y3 -t-y*  — iy. 

Çe  plus  grand  commun  diviseur  étant  — y3  — 3ya—  y-j-2, 
on  divise  r par  — y3 — 3 ya  — y -f  2,  ce  qui  fournit  le  quo- 
tient exact  x -f-  y. 

La  question  est  ramenée  à chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  B'  et  x-\-y.  La  division  de  B'  par  x-}-y 
conduisant,  au  reste  zéro,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fy.' 
et  B7  est  X = x -f-  y.  . • 

Multipliant  X par  Y,  on  voit  que  le  plus  grand  commun- di- 
viseur de  A et  B est 

Y x X = (y  — O (x  +y)  = (y  — O x 4-  (y*  —y).  * 

2'  Exemple.  Soient 

A=x> — 3x3  — (5y* — y — 2)  1“  + 1 2yax -f-  4ya ( y1 — y — 2), 
B=x3— 3(y  4-i)xs— (y“— iqy  — 2)x-f  3y(y'— y— 2)-. 

Le?  coefficiens  de  x dans  A sont  premiers  entre  eux,  car  le 
coefficient  du  premier  terme  est  l’uuité.  11  en  est  de  même 
des  coefficiens  de  x dans  B.  Les  polynômes  A,  B,  n’oritdonc 
pas  de  commun  diviseur  indépendant  de  x. 

Pour  découvrir  le  plus  grand  commun  diviseur  dépendant 
de  x,  on  divise  A par  B ; le  premier  terme  du  quotient  est  x, 
et  le  reste  est 

3yx’—  (4_y  + 9)  yx‘—  3 (y5 — 5y — 2)yx  -f  4ya  (y1  — y — 2) . 

Supprimant  dans  ce  reste  le  facteur  y qui  est  premier  avec 
B,  le  plus  grand  commun  diviseur  n’est  pas  altéré;  on  divise 
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3x*—  (4y  + 9)  x®  — 3(_y“  — 5y  — 2)  x + (y  — y — 4) , 

par  B;  ce  qui  donne  le  quotient  3 et  le  reste 

, 5y  x®  — 1 5 yx-+-  5 y (y1  — y — a). 

On  supprime  le  facteur  5y  commun  à tous  les  termes  de  ce 
reste, et  le  calcul  se  réduit  à diviser  B par  x® — 3x — (y— y— 2); 
le  quotient  est  x — 3 y\  le  reste  correspondant  étant  nul,  le 
plus  grand  commun  diviseur  demandé  est  x® — 3x — (y — y — a)- 
On  peut  s’en  assurer;  car 

A = (x  — y — l)  (x  + y — 2)  (x  — a,y)  (x  + ay) » 

B = (x-y  - i)  (x  + j-  - a)  (æ  - 3y), 

et  le  plus  grand  diviseur  commun  aux  polynômes  A,  6,  est 
le  produit  x“— 3r — {y1 — y — a)  de  leurs  facteurs  communs 
x—y—i,  x+j  — 2. 

On  trouvera  de  cette  panière  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynomeï  entiers  quelconques  contenant  deux 
lettres,  et  le  principe  dû  n°  2i3  (a°)  fournira  le  moyen  de 
déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  d’un  nombre  quel- 
conque de  polynômes  de  cette  espèce. 

317.  Onen  déduira  lemoyen  de  calculer  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes  A,  B, fonctions  de  trois  lettres  x,y,z; 
car  en  ordonnant  ces  polynômes  suivant  les  puissances  décrois- 
sait tesde  x, les  coefficièns  des  diverses  puissances  de  xnecontenant 

que  deux  lettres  y , z , on  saura  trouver  le  plus  gŸand  commun 
diviseur  a des  coefficiens  de  x dans  A,  et  le  plusgrand  commun 
diviseur  C des  coefficiens  de  x dans  B;  et  en  cherchant  le  plus 
grandcommun  diviseur  P de  « et  C , ce  diviseur  sera  le  produit  de 
tous  les  facteurs  premiers  indépendans  de  X communs  .à  A et  B. 

Pour  découvrir  le  plus’  grand  commun  diviseur  dépendant 
de  x,  on  divise  A par  « et  B par  £;  les  quotiens  A',  B',  n’ad- 
mettant aucun  diviseur  indépendant  de  x,  on  pourra  effectuer 
sur  A'  et  B'  dés  calculs  analogues  à ceux  qui  ont  été  indi- 
qués (n°  216).,  quand  A'  et  B'  ne  contenaient  que  deux  lettres, 
et  ou  parviendra  nécessairement  à un  dernier  reste  R indépen- 
dant de  x. 
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Quand  R sera  nul , le  reste  précédent,  que  nous  désignerons 
par  X,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A'  et  B';  de 
sorte  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B sera  PxX. 

Lorsque  R ne  sera  pas  identiquement  nul,  A'  et  B'  n’auront 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur et  par  conséquent  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A et  B sera  P. 

On  passera  semblablement  du  cas  où  les  polynômes  ren- 
ferment trois  lettres,  à celui  ou  ils  sont  fonction  de  quatre 
lettres.  Et  ainsi  de  suite. 

On  est  donc  en  état  de  déterminer  U plue  grand  commun 
diviseur  d’un  nombre  quelconque  de  polynômes  entiers. 

Ce  qui  précède  conduit  à cette  règle  générale  : Pour  déter- 
miner le  plus  grand  commun  diviseur  D de  deux  poly- 
nômes entiers  A,  B,  ordonnez-les  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  d’une  lettre  x ; cherchez  le  plus  grand  commun 
diviseur  mqnome  ce  des  termes  de  A , et  le  plus  grand  ^com- 
mun diviseur  monome  G des  termes  de  B;  divisez  A par  a.  et 
B par  G ; vous  obtiendrez  des  quutiens  A',  B'.  Caldulez  le  plis 
grand  commun  diviseur  a!  des  coefficient  de  x dans  M J et  le  plus 
grand  commun  diviseur  G'  des  coefficiens  de  x dans  B'y  divisez 
A par  cl.  et  B'  par  G’,  vous ■ obtiendrez  des  quotiens  A",  B* , 
déterminez  le  plus  grand  commun  diviseur  é"  de  A"  et  B*  • 
calculez  le  plus  grand  commun  diviseur  1 des  monômes  «,  G, 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  J'  des  polynômes  G'.  Le 
plus  grand  commun  diviseur  de  A et  B sera  J'X  if  X 

Exemple.  Soit  les  deux  polynômes  , 

A = O*1 — /)  x7  — (y 9 — y3)  x*  -f-  (_y6  — ÿ> ) x 

B = (j'9  — y)*6  — (y*— y5)x*-K.y7— y5)**. 


On  trouve  m=y3x,  G = y5xa,  S'=ysx\ 

^ — (y6  — y3)**  — Cy6 — O*3-!- (.y3—  i)  . • 

B'=ty4—  y1)**  — (y— i)x*  + Cy*— ,),  , 

*'  = r3  — i » e.tfzjr*  — i,  r=y— 
A°=ySx°-(y^^+I , B“—y*xi — (y*+  i)x>  + T , 

D = tyy  = (ÿ-:  I) _ I)y^  + (y_ 
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Si  l’on  divise  A et  B par  D , on  obtiendra  des  quotiens  qui 
«'auront  plus  de  facteur  commun. 

Remarque.  On  peut  simplifier  le  calcul  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  S"  de  A "et  B",  en  cherchant  d’abord  si  i"  con- 
tient un  facteur- X indépendant  de_y.  A cet  effet , on  ordonne 
A"  et  B"  par  rapport  à y,  ce  qui  donne 

A"  = (x6— x3)/—  (x-’  — i),-  B"=(x4—  x')y>— (*“—  i). 

On  détermine  le  plus  grand  commun  diviseur  x* — i des 
coefficiens  x“  — x3,  x3  — i , et  le  plus  grand  commun  diviseur 
x*_i  des  coefficiens  x‘  — x‘,  x1— i ; le  plus  grand  commun 
diviseur  x — i , entre  x’ — i et  x*  — i , exprime  X. 

On. divise  A'  par  x3  — i , et  B"  par  x‘— i ,.ce  qui  donne 
des  quotiens  exacts  xPy3 — i , x%y‘ — i ; de  sorte  que 

a"= (x3  - .)  (xy  — o,  b'= (x*  — o (xy-  0- 

On  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre'  xPy3 — i 
eb  x*y* — i,  qui  est  xy — i -,  et  l’on  voit  que  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  A"  et  B"  est 

= (-c  — i)  (x^  — i)  = yx%  — (y  + i)  x4-.«> 

Remarque.  Is»  théorie  que  nous  venons  d’exposer,  peut  faire 
naître  quelques  doutes  ; car  il  est  naturel  de  se  demander  si  l’o» 
parviendra  toujours  au  même  plus  grand  commun  diviseur 
quelle  que- soit  la- lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne  le » 
polynômes. 

Popr  lever  cette  difficulté , on  regarde' comme  évident  qu’un 
polynôme  nest  dicomposable  que  d1  un*  seule  manière  eu  ses 
4 facteurs  premiers. 

* ai8.  'Nous  allons  démontrer  rigoureusement  ce  principe  (*)• 

THÉORÈME  PREMIER. 

Une  quantité  première  P , qui  ne  divise  aucun  des  facteurs  d'un  pro- 
duit AB,  de  deux  quantités  entières , ne  saurait  diviser  ce  produit. 

Lorsque  A,  B,  P sont  des  nombres,  la  démonstration  est  connue  [vdrith. 

n»  .16). 

Considérons  les  cas  où  ccs .quantités  ne  contiennent  pas  plus  d’une  lettre; 
à)  y en  Suça  quatre  11  examiner. 

(•)  J’ai  retrait  celte  «lénionalration  d'un  Mémoire  qui  Client  d’être  public  par "iuon  collègue 
M.  Lefeivre  </«  Fuurry  , elle  n’eit  pus  Êjcigr'e  pour  a l l'cuU  PoUlech  itfue. 
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Premier  cas.  A ou  B contient  la  lettre  x,  P est  numérique. 

Soi*  A = m*+  bx£  -f-etc.  ; 

a,  b,  etc. étant  de»  nombres  entier*,  ainsi  quç '* , C,  etc. 

En  multipliant  A par  B,  on  a 

AB  = Ber*  4*  + etc. 

Pour.que  le  produit  AB  fût  divisible  par  le  nombre  P,  il  faudrait  que  les 
coefficient  des  diverses  puissances  de  x , dans  ce  produit,  fussent  divisibles 
par  P.  D’après  l'hypothèse  , P est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  A ni 
Bj  puisque  ce  nombre  ne  divise  point  A,  il  ne  divise  pas  tous  les  coefficient 
a,  b,  etc. , de  ce  polynôme  ; donc  il*ne  doit  pas  diviser  tous  les  produits  B a, 
BA,  etc.  j donc  il  ne  divise  point  AB. 

Second  cas.  A et  B contiennent  x , P est  numérique. 

Nommons  A'  l’ensemble  de  tous  les  termes  de  A dont  les  coefficient  sont 
des  multiples  de  P,  et  A"  l’ensemble  de  tous  les  autres  termes:  on  pourra 
écrire  A = A' 4- Â". 

Décomposons  B de  la  même  Manière,  et  soit  B = Bw  j on  aura 

. AB  = (A'  4-  A")  (B'  -f-B"}=  A'B'  -f-  A'B"  4-  A"B'  4-  A*&". 

Les  trois  premières  parties  dé  ce  produit  sont  divisibles  par  P;  et  pour 
démontrer  que  AB  n’est  pas  divisible  par  P,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  der- 
nière partie  A"B"  ne  l'est  point. 

Soient  axA  et  bx^  les  tcrmes:de  A"  et  de  B",  dans  lesquels  la  lettre  x est 
au  plus  haut  exposant,  le  terme  abx fera  partie  du  produit  A"BW,  et  ne 
se  réduira  avec  aucun  autre.  Pour  que  A"B"  fût  divisible  par  le  nombre  P,  il 
faudrait  que  les  coefficient  de  tous  les  termes  de  ce  produit  le  fussent:  donc 
ab  devrait  se  diviser  par  P.  Or,  P est  un  nombre  premier  qui  ne  divise ancun 
des  coefficiens  de  A"  et  de  B"$  done  il  ne  divise  nt  a ni  b \ dont  il  ne  divise 
pas  ab  j doûc  if  île  divisepas  A "B";  donc  H ne  divise  pas  le  produit  AB. 
Troisième  cas.  A ou  B contient  x,  et  P contient  aussi  x. 

Supposons  que  ce  soit  le  facteur  A qui  renferme  x . Si  la  division  de  AB 
par  P donnait  un  quotient  entier  Q,  on  aurait  AB  = PQ  j et  r en  représen--. 
tant  pac  F,  F',  F"....,  les  facteurs  premiers  du  nombre  B,  cette  égalité 
pourrait  s’écrire  ainsi  : * „ 

AFF'F"...  ==PQ. 

Le  pftmicr  membre  .étant  divisible  par  F,  le  produit  PQ.doit  l’être  aussi  î 
mais  P est  une  quantité  première  qui  contient  x 'r  donc  elle  n’est  divisible 
par  aucun  nombre  j donc  Q est  divisible  par  F,  sans  quoi  le-  produit  PQ 
ne  pourrait  pas  se  diviser  par  F (a*  cas). 

Soit  Q/  le  quotient  de  Q.par  F,  on  aura  AF'F"...  =*  PQ'- 
On  prouvera  de  la  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible  par  F'}  et, 
en  nommant  Q*  le  quotient,  on  aurait  AFW...  = PQ*. 

En  continuant  ainsi  jusqu’à  ce  que  le  premier  membre  ne  renferme  plos 
que  A,  on  arrivera  à une  égalité  telle  que  A = PQ,,  dans  laquelle  Q, 

23.  . 
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serait  encore  une  quantité  entière.  Dç  là  on  conclurait  que  A eat  divisible 
par  P,  ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse;  donc  AB  n’est  pas  divisible  par  P. 

Quatrième  cas.  A et  B,  ainsi  que  P,  contiennent  r. 

Supposons  que  A soit  d’un  degré  plus  éléve  que  P,  divisons  A par  P,  et 
poussons  la  division  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  un  reste  de  degré  moindre 
que  P.  Il  est  possible  que  le  quotient  et  le  reste  renferment  des  coèfficiens 
fractionnaires;  mais  si  l’ôn  prend  un  nombre  M,  divisible  par  chacun  des  dé- 
nominateurs, et  qu’on  multiplie  le  dividende  par  M avant  de  fairé  la  di- 
vision, il  est  facile  de  voir  qu’alors  les  fractions  disparaîtront  entièrement. 
Désignons  par.  Q lé  quotient*  entier  qu’on  obtient  de  cette  manière,  et  par 
A' le  reste,  oh  aura  MA  = PQ -f»  A';  A*  ne  Pa?  être  zéro>  çstit rement 
le  produit  MA  serait  divisible  par  le  polynôme  premier  P,  ce  qui  est  im- 
possible (3e  èas).  Multiplions  les  denx  membres  de  cette  égalijté  par  B et 
divisons-lcs  ensuite  pâr  P,  il  Vient 


M^=BQ  + 


A'B 
P ' 


Donc  , si  AB  était  diVisiljIe  par  P,  Je  produit  A'B  le  serait  aussi. 

Supposons  que  A'  soit  algébrique,  et  divisons  P par  A'.  Soit  M le  nombre 
par  lequel  il  faut  multiplier  P pour  arriver , sans  fractions;  à un  reste  de 
degré  moindre  que  A'.  En  nommant ,Q'  le  quotient,  et  A*  le  reste,  on  aura 
NP  = A'Q'+ A" ; et  de  li  on  tire,  en  multipliant  par  B et  en  divisant  par  P, 


donc  la  divisibilité  de  A'B  par  P entraînerait  celle  de  A"B.  Remarquons  d’ail- 
leurs que  A"  ne  peut  être  zéro;  car,'  si  cela  était,  il  faudrait  que  ?iP  fût 
divisible  par  chaque  facteur  algébrique  premier  de  A',  ce  qui  est  impossible 
(3*  cas). 

Divisons  cilcore  P par  A";  nommons  N'  le  nombre  par  lçqtiel  il  faut  mul- 
tiplier le  dividende,  nommons  Q*  le  qnotient  et  A*  le  reste,  il  viendra 

• N'P  = A''Q*  ■+■  A*,  d’où  N'B  = Q*  -f-  ; 

donc  A*B  serait  aussi  divisible  par  P. 

En  continuant  ainsi,  l’on  doit  arriver  k un  reste  numérique  A,,  et  le  pro- 
duit A.B  devrait  encore  se  diviser  par  P,  ce  qni  est  impossible  (3«  cas): 
donc  le  produit  AB  n'est  pas  divisible  par  P. 

Les  quatre  cas  que  nous  venons  d’examiner' sont  les  seuls  qui  soient  à con- 
sidérer lorsque  les  trois  quantités  A,  B,  P ne  sont  pas  numériques  k la  fois, 
et  qu’elles  ne  contiennent  pas  plus  d’u'nc' lettre.  * 

Passons  aux  cas  oh  il  y a denx  lettres  x et  y dans  l’une  de  ces  quantités, 
ou  dans  deux  d’entre  elles,  ou  dans  toutes  les  trois.  Ces  cas  sont  aussi'  au 
nombre  de  quatre  , savoir 

Lorsqu'un  seul  des  facteurs  A et  B contient  la  lettre  r,  et  que  P ne 
la  contient  point. 
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Lorsque  les  deux  facteurs  A et  B contiennent  la  lettre  x,  et  que  P ne 
la  contient  point. 

Lorsqu’un  seul  des  facteurs  Aet  B contient  la  lettre  jr,  et  queP  la  co/i- 
tient  aussi . 

Enfin , lorsque  les.  deux  facteurs  A et  B contiennent  la  lettre  x,  et 
que  P là  contient  aussi . 

Les  démonstrations  sont- semblables  à ccjles  qui  viennent  d’être  exposées, 
et,  pour  celte  raison,  nous  nous  dispenserons  dé  les*  rapporter.  Lascule  dif- 
férence consiste  en  Ce  que  les  quantilés  qui,  précédemment,  étaient  supposées 
numériques , 'peuvent  être  ici  des  quantités  algébriques  dépendantes  dç  la 
lettre  j*-. 

Dé  même  qtfe  les  cas  oh  les  quantités  .A,  B,  P,  ne  renferment  pas  plus 
d’une  sente  lettre,  servent  à démontrer  la  proposition  pour  les  cas  ois* ces 
quantités*^ u vent  contenir  deux  lettres  ; de  même  ceux  ci  serviront  à s’élever 
aux  cas  où  ces -quanti  tés  pourraient  contenir  trois  lettres:  et  ainsi  de  suite, 
quel  que  soit  le  nombre  des  lettres. 

Le  théorème  général  doit  donc  être  regardé  oomme  démontré. 

* ■ THÉORÈME  n. 

Il  n* existe  qu’Un  seul  système  dejacteurs  premiers  dont  le  produit  soit 
égal  h une  quantité  donnée  ou , ce  qui  est  la  même  xliose,  deux  produits 
de  fdeteurs  premiers  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsqu'ils  sonLcomposés 
de  facteurs  égaux  chacun  a -chacun . 

Soient  ABCD.V  et  abcd . . . les  deux  produits  fc'gaui.  Puisque  abed. . . 
est  divisible  par  a,  le  produit  ABCD...  doit  l’être  aussi  ; mats  a est  une 
quantité  première,  ainsique  A,  B,  C,  D,  etc.;  donc  (*si  la  quantité  a nrest 
point  égale  à quelqu’un  de  ces  facteurs.,  elle  ne  pourra  diviser  aucun  d’eux. 
D’après  le  théorème  précédent,  la  quantité  a rie  divisant  ni  A ni  B,  rië  divi- 
sera pas  le.produit  AB;’ ne  divisant  ni  AB  ni  C,  elle  ne  divisera’pas  ABC  ; 
ainsi  de  suite  : donc  a ne  pourrait  point  diviser  le  produit  ABCD. . . Il  faut 
donc  que  cette  quantité  soit  égale  h l’un  des  facteurs  A,  B,  C,  D,  etc.  : 
supposons-la  égale  à A,  et  divisons  les  deux  produits  par  À, ies  produits 
restant  BCD. . . et  bcd. . . seront  encore  égaux,  et  l’on  pourra  leur  appliquer 
le  raisonnement  précédent.  On  conclura  donc  que  la  quantité  b est  égale  k 
l’un  des  facteurs  du  produit  BCD. . à B par  exemple.  On  fera  voir  sembla- 
blement que  la  quantité  c est  égale  h l’un  des.  facteurs  du  produit  CD. . ., 
h C par  exemple; et  ainsi  de  suite.  Donç  les  deux  produite  ABCD...  et 
abcd . • . sont  composés  des  mêmes' facteurs  premiers. 

Remarque.  Çette  démonstration  ne  suppose  pas  que  les  quantités  A)  B, 
C,  D,  etc.,  soient  iuégales;  de  Sorte  que  si  plusieurs  facteurs  du  pTcrnier 
produit  sont  égaux  entre  eux,  le  second  produit  doit  ies  renfermer  précisé- 
ment en  pareil  nombre. 

Les  deqx  thétfrèmes  précédens  démontrent  qu’au  polynôme  entier  n'est 
décomposable  que  d’une  seule  manière  en  ses  facteurs  premiers . 
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CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS. 

Propriétés  relatives  aux  facteurs  des  polynômes  en- 
tiers et  aux  racines  .des  équations  à une  seule 
'inconnue.  Limites  des  racines  dune  équatiop.  Des 
fonctions  dérivées.  Résolution  des  équations,  nu- 
mériques. Théorie  de  V élimination. 

t ’ **  • 

§ Ier  Définitions  et  notations.  Propriétés  relatives  aux  facteurs 
des  polynômes  et  aux ■ racines  des  équations  à une  seule  in- 
connue. 

219.  Le  principal  but  de  la  théorie  générale  des  équations 
est  de  faire  connaître  les  propriétés  des  équations  de  tous  les 
degrés,  pour  en  déduire  le  moyen  de  les  résoudre.  Nous  sup- 
poserons que  les  équations  proposées  ne  ^enferment  que  des 
puissances  entières  des  inconnues,  et  que  les  coefficiens  sont 
des  nombres  entiers  ou  fractionnaires , positifs  ou  négatifs.  • 
Ainsi,  apres  avoir  fait  disparaître  tous  les  dénominateurs, 
l’ équatiop  du  mtim'  degré  à une  seule  inconnue  peut  se  ramener 
à la  forme  . ' • • 

t 

Ar”  4-  Bx"-*  -f  Cxm—  +.  + Rxs  •+•  Sx  + T=  o ; 

m est  un  nombre  entier  positif , et  les  coefficiens  A,  B,  C, ... , R, 
S,  T,  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  Le  dernier 
terme  T peut  être  considéré  com  me  le  coefficient  de  x°. 

On  peut  aussi  ramener  cette  équation  à la  forme 

x"1  4-p>x"— ' + px”- * 4. + rx*  -f-  «x  -4-'*  = o , 

en  divisant  tous  ses  termes  par  A , mais  alors  les  coefficiens 
p,  q, . . . , r,  s,  t,  peuvent  être  fraotionnaires. 
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Nous  verrons  par  la  suite  comment  on  peut  résoudre  les  équa- 
tions dans  lesquelles  les  inconnues  entrent  sous  des  radicaux-. 

Lorsque  dis  quantités  dépendent  d'une  rnanière  quelconque 
d'autres  quantités , on  dit  que  Us  premières  sont  fonction  des 
secondes.  • ■ 

Ainsi , dans  l’équatiou  y '=  x*  -J-  z — i , la  quantité  y est 
fonction  de  i et  de  i.  ' ' 

Pour  indiquer  que,?"  est  fonction  de  x , on  écrit  y = F(x). 

Lorsque  des  fonctions  sont  composées  d’une  manière  sem- 
blable., on  l’indiqqe  en  conservant  le  même  signe  de  fonction . 

Par  exemple,  y(x)  et  f(z)  représentent  des  fonctions  com- 
posées absolument’ de  la  même  manière , l’une  en  x,  l’autre  en  z; 
c’est-à-dire  quey(s)est  ce  que  devient  y (x) , quand  on  change 
x en  z dansy(x). 

Si  y(x)  = x* — 4X  "4*7i  .on  aura 

y(z)  = z*  — 4*  + 7»  /(«)  = “*  — 4« -H  7 > 

/(*)“*©  — 4 (J)  -f-  7 * /(*y) = (xyV — 4*y  + 7 . 

AT  + K)  = (x  -f-  A)*  — 4 (*  *+• + 7- 

Si  l’on  donne  à a;  la  valeur  particulière  zéro , f{x)  se  réduira 
à + 7 , c!est-à-dire  qu’on  aura  y(o)  =:  + 7. . 

Quand  il  est  nécessaire  de  considérer  des  fonctions  différentes, 
on  les  distingue  les  unes  des  autres  par  la  forme  de  la  lettre  F. 
Ainsi,  F(x),  f{x)  et  ç>  (x)  j désignent  des  fonctions  diffé- 
rentes de  x.. 

On  dit  qu’une  fonction  est  entière  par  rapport  à une  lettre,' 
lorsque  tous  les  expbsans  de  cette  lettre  sont  des  nombres  entiers 
positifs.. 

Nous  supposerons  que  les  polynômes  que  nous  allons  consi- 
dérer sont  des  fonctions  entières.  Les  polynômes  de  cette  espèce 
ne  deviennent  jamais  infinis  pour  des  valeurs  finies  des  lettres 
qù’ilsrenferment. 

aao.  Quand  un  polynôme  xm-\-pxm~'-±-qx?'~*-^- . . . -\-sx-\-t, 
est  réduit  à zéro  par  f hypothèse  x = »,  il  est  divisible  par 
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x — a.  Lorsqu*  x=zm  ne  réduit  pas  çe  polynôme  à zéro  , il 
nest  pas  divisible  par  x — m. 

Désignons  ce  polynôme  par  f(x)  , et  divisons-le  par  x — «; 
le  diviseur  étant  du  premier  degré  en  x,  on  pourra  toujours 
continuer  les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste  R 
indépendant  de  x,  le  quotient  p(x)  ne  renfermant  que  des  ex- 
posans  entiers  positifs  de  x;  on  aura  • ' , 

(«) . . . /(x)  ==  (x  — «)  X <p  (x)  + R.- 

Cette  égalité  étant  vraie  quel  que  soit  Xj  on  peut  y. faire 
x==«;  le  produit  (x  — «)  X <P(x)  se  réduit  à zéro,  car  x • — « 
devient,  nul  et  p(x)  ne  peut  devenir  infini;  d’ailleurs  R ne 
change  pas;  donc  , 

(3).../(«)-R. 

Cela  posé  : i°.  Si  l’hypothèse 'x  = « réduit  f (x)  ■ à zéro,  oo 
a _/*(«)  = o;  la  valeur  f{a)  du  reste  R étant  nulle,  x— « divise 
exactement  f(x)-  • r - 

Par  exemple,  la  valeur  x = 3 réduisant  x3 — 27X+54  à 
zéro  , ce  trinôme  est  divisible  par  x— 3;  le  quotient  de  cette 
division  est  x*-f-  3x — 18. 

2°.  Si  x=<*  ne  réduit  pas_/"(x)  à zéro,  la  valeur  f(*)  de  R 
ne  sera  pas  nulle  ; f (x)  ne  sera  donc  pas  divisible  par  x — 

Par  exemple,  x=3  ne  réduisant  pas  x3 — 27X+60  à zéro, 
ce  trinôme  n’est  pas  divisible  par  x — 3;  et  en  efi’et,  la  divi- 
sion de' x*  — 27X  -f- 60  par  x— 3 conduit  au  reste  6. 

La  réciproque  se  déduit  aussi  de  l’identité,  (i).  En  effet  p 
lorsque  /(x)  est  divisible  par  x — »,  le  reste  R doit  être  nul, 
la  valeur  f(m)  de  R ost  donc  nulle,  l’hypothèse  x=a  réduit 
doncy  (x)  à zéro;  et  quand  f (x)  n’est  pas  divisible  par'x — a, 
la  valeur /”(<)  de  R ne  devant  pas  être  nulle,  l’hypothèse  x=« 
ne  réduit  pas  f (x)  à zéro. 

• Bemabque.  L’identité  (2)  démontre  que  pour  obtenir  le  reste 
de  la  'division  d'un  polynôme  par  x — *,  il  suffit  de  faire 
X — a. -dans  àts  polynôme. 

Ainsi,  on  trouve  le  reste  de  la  division  de  x3  — 27X  + 60 
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par  x — 3,  én  faisant  x = 3 dans  ce  trinôme;  Je  résultat  +6 

est  le  reste  demandé. 

On  peut  en  déduire  le  moyen  de  reconnaître  dans  quel  cas 
xmdtam  est  divisible  par  x dr  a.  En  effet;  l’hypothèse  x—a. 
réduisant  xé* — a”  à zéro  et  n’y  réduisant  pas  xm  -f-  a'",  il  en 
résûlte  que  x—a  divise  x"1  — «m  et  ne  divise  pas  x"-f-ccm. 
Lorsque  m est  Un  nombre  pair,  x=  — a réduit-  xm  — «m  à 
zéro  et  n’y  réduit  pas  xra  -f-  am  ; par  conséquent , x + a divise 
xm — um  et  ne  divise  pas  xm  -\-am.  On  verrait  de  même  que  m 
étant  impair , x + a divise  x™ -J-»"1  et  ne  divise  pas  xm  — «m. 
Ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  obtenus  dans  le  n°  29. 

23i.  Le  principe  du  n°  220  peut  s’énoncer  de  cette  autre  ma- 
nière : Si  «est  une  racine  de  l’équation 

(1) . . . . xm  -\-pxm~ 1 -\-qxm~*-\-. . . -f-  rx*+sx  + <=  o, 

le  premier  membre  x"*  -j-  etc.  sera  exactement  divisible  par 
x — a;  et  si  a n’est  pas  une  racine  de  l’équation  (1),  X — a 
ne  divisera  pas  le  premier  membre. 

Nous  allons  donner  une  seconde  démonstration  de  ce  théo- 
rème important;  et  nous  désignerons  le  premier  membre  de 
l’équation  (1)  par  /(x). 

i°.  Quand  « est  racine  de  l’équation  (i),ona 

(2) . . . . a"  -J- p«m~'  q«m~*  ~f- . , .-f-  r«*-+-  s»  -f-  r=  o. 

Pour  introduire  cette  condition  dans  le  polynôme  /"(x)*,  il 
suffit  d’y  remplacer  t par  sa  valeur 

— (a“  + p«m~'  -f-  q«m~' * -f- . . . -+■  -f-  s») , 

tirée  de  la  relation  (2);^ce  polynôme  devient 

x“  -f- px"-1  -f- ...  -J-  sx  — («m  -+-  p*m— 1 + . » . -f-  sa). 

Réunissant  les  puissances  semblables  de  x et  de  «,  le  poly- 
nôme/ (x)  prend  la  forme , 

(3)..  . (x"— <t”-)4.p(x"-1— .<»->) +r(x*— «*)+s(x— a), 
et  on  voit  alors  qu’il  est  divisible  par  x — a;  car  chacun  des  bi- 
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nomes  xm — am,j  x'"-1 — xs — «*,.x — et,  est  divi- 

sible par  x — «. 

Pour  trouver  le  quotient  du  polynôme 

(4).  • . xm  ■+■  pxm~‘  -fr  qxm~ ‘-f-.  • .-h  rxx  +s*  -f-  t 

par  x— •«,  on  pourrait  .effectuer  directement  la  division  de  ce 
polynôme  par  x — et,  le  reste  indépendant  de  x serait  nul, 
car  il  serait  exprimé  par  le  premier  membre  de  l’équation  (a)'. 
Mais,  lesquotiens  des  binômes  xm  — «m,  xm~'  — *m~ *,  etc.,  par 
x— »,  étant  connus  (page  33)  , il  est  plus  simple  d’effectuer  ces 
divisions  sur  l’expression  (3)  du  polynôme  (4). 

On  trouve  de  cette  manière  que  * étant  une  racine  quel- 
conque de  l’équation  (i),  le  quotient  exact  de  la  division  du 
premier  membre  par  x —«  est  " 


a.  | *»-»  -f-  «■ 
• + P I + P* 

-f-  <? 


jW-î 


-+-  p*"-5 
— f- 


x + 


-f-  p«"— 


X 


- ’f. 

1 + « 
+ t. 


* ' . : • . • ■ . I ”><.  : ' ' 

2°.  Lorsque  * n’est  pas  racine  de  l’équation  (i),  on  peut 
mettre  le  premier  membre  sous* la  forme 


(xm — **"')-+ -p(xm~l — «m  ')-|-...-}-s(x — u)-\-(um-j-pum 

Chacun  des  binomes  x" i— «m,  x“~‘ — »m— . .,x — »,  étant 
divisible  exactement  par  x — »,  on  voit  que  la  partie  entière 
du  quotient  de  ce  polynôme  par  x — a est  la  même  que  (i°), 
et  que  le  reste  de  la  division  est  um+pum~'  s» -J-  t. 

Or,  a n’étant  pas  racine  de  l’équàtioh  (a),  ce  reste  n’est  pas 
nul;  le  premier  membre  de  Véquation  (i)  n’est  donc  pas  di- 
visible par  x — «. 

On  démontrera  d’une  manière  semblable , que  lorsque  le  pre- 
mier membre  de  i équation  (l)  est  divisible  par  x — »,  la 
quantité  « est  racine  de  cette  équation,  et  que  lorsque  x — u ne 
divise  pas  exactement  le  premier  membre  , • n’est  pas  racine . 
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222.  Si  toute  équation  à une  seule  inconnue  a une  racine  (*), 

F équation  du  mlimt  degré  aura  m racines. 

En  effet;  soif  a,  une  racine  de  l’équatîon 

(i). . . .fc”'  -f-pxm'~‘  -4- yx’"-*  + . • •'+  »x  4-  f =o,  . 

■>  ‘ ( ■ ■ 

le  premier  membre  sera  divisible  par  xi — a,  ; le  quotient  sera 
un  polynôme  entier  du  degré  m — i , et  On  aura 

• xm  + etc.  = (r — a,)  (xm— 1 -f-  etc.). 

L’équation  xm~l  -J- etc.  = o ayant  une  racine  a,,  on  voit  de 
même  que  son  premier  membre  est  divisible  par  x — a,,  de 
sorte  que 

ï"-1  -+-  etc.  = (x  — o,)  (xm_a  ■+■  etc.)  ; d’où 

x”  + etc.  ==.  (x  — a,)  (x  — a„)  (x"*M‘.4-  etc.). 

Continuant  ces  décompositions,  on  parviendra  à un  dernier 
facteur  x — am , et  on  aura 

-xm  etc.  = (x  — a,)  (x  — a»)  (x  ag) . . . . (x  — am). 

Le  premier  membre  de  l'équation,  (i)  se  trouvant  ainsi  dé- 
composé en  m facteurs  premiers 

OC  '■  Q|  | X ûi  j OC  - j « * » • ) OC  @m  j 

on  voit  que  cette  équation  a m racines  a,,  a»,  03,. . . , flm; 
car  chacune  de  ces  m valeurs  de  x réduit  à zéro  un,  des..?»  fac- 
teurs de  xm  -\-pxm~ 1 +. . .+  sx  + t,  et  les  autres  facteurs 
prennent  des  valeurs  finies.  . 

223.  Une  équation  'du  miime  degré  ne  peut  avoir  plus  de  m 

racines.  En  effet;  soit  l’équation  : ‘ • 

(1)  — x”  -f-  pxm~‘  -f-  qxm~*  + . . . + rx“  H-  sx  -f-  l ==  o. 


(*)  Les  propriété»  qui  seront  fondées  snr  la  décomposition  des  équations 
en  facteurs,  reposeront  sur  Yhypothése  que  toute  équation  à une  racine. 
La  légitilàité  de  cstte  hypothèse  sera  vérifiée,  car  on  en  déduira  des  méthodes 
générales  pour  calculer  toutes  les  racines  des  équations.  • 
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On  vient  de  démontrer  qu’elle  peut  se  m'ettre  spus  la  forme 

(x  — a,)  (x  — . a.)  (x  — a3) . . . (x.—  «„)  = o, 

et  que  a,,  a%,  <13,...  a„,  sont  m racines  dç  cette  équation. 
Si  elle  admettait  une  m-j- 11*"*  racine  am+, , le  premier  membre 

(x  — a,)  (x  — a,)  (x—  pj)...  (x — am), 

serait  divisible  par  x — am+l;  ce  qui  est  impossible,  puisqu’on 
polynôme  n’est  décomposable  que  d’une  seule  manière  en  ses 
facteurs  premiers  (2*  Remarque  de  la  page  354). 

224.  II  résulte  des  deux  principes  précédens  que  pour  former 
F équation  dont  les  racines  sont  a,  C, ... , tt,  il  suffit  d’égaler 
à zéro  le  produit  des  facteurs  x — »,  x — C,.. . , x — <v. 

Par  exemple,  on  obtient  l’équation  dont  les  racines  sont 
+ *»  — * et  -f-2,  en  égalant  â’xéro  le  produit  des  facteurs 
x — 1,  x*f*>»  •* — 2;  ce  qui  donne  • 

(l)...  X3 2Xa X -{-  2 = O. 

La  méthode  du  n°  58  conduit  au  même  résultat.  En  effet-, 
l’équation  cherchée  ayant  trois  racines , est  de  la  forme 

(2) . . . x3  -}-  ax*  -J-  b x + c = o , 

et  chacune  des  valeurs  'x  = 1 , x = — 1,  x = 2 , devant  y 
satisfaire,  on. a 

t-f-fi+i+cnro,  — i-f-a— é-j-c-=o,  8+4a+2&4-c  = o. 

Pour  tirer  de  ces  trois  équations  les  valeurs  des-inconnues 
a,  b , c,  on  ajoute  les  deux  premières  équations,  ce  qui  con- 
duit à c = — a;  l’équàtion  i-J-a-4-&+c  = o,se  réduit  à 
1 -f-  b = o , d’où  i&= — 1«  Remplaçant  b par  — l 'et  c par  — a , 
l’équàtion  8-J-4<*-+-26  -j-  c = o,  donne  a=  — 27  or'c= — a, 
donc  c= 2.  La  substitution  de  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  dans  (2) 
fournit  l’équation  (1)  demandée. 

Remarque.  Lorsque  plusieurs  facteurs  du  premier  degré  de 
xm-}-/>xm— 1 -J-. . .-f-sx-f- sont  égau^  entre  eux,  il  n’y  a 
plus  m manières  différentes. de  satisfaire  à l’équation 
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• xm-\-pxm~l+..  ,+  sx-\-t  = o.. 

Cependant , 'pour  conserver  V analogie  , on  dit  encore  que  cette 
équation  a m racines;  mais  on  ajoute  qu'il  y a des  racines 
égales. 

En  général  : lorsque  la  division  du  polynôme  xm+px"~  ‘ + etc., 
par  Çx  — *)•  fournit  un  quotient  exact  qui  ne  renferme  plus 
le  facteur  x — »,  ce  polynôme  -contient  n facteurs  égaux  à 
x xj  on  dit  par  ce  motif  que  V équation  xM  -f-  etc.  — o,  ren- 

ferme n racines  Àgales  à a , et  que  n est  le  degré  de  multipli- 
cité de  cette  racine. 

Ainsi,  le  produit  de  (x— 3)’  par  a: 4 6,  étant  ir'*— 27x4-54, 
l’équation  æ3  — 27x4-54  = 0,  a deux  racines  égales  à +3; 
et  comme  le  produit  des  facteurs  inégaux  x — 1,  1-)-!, 
x — 2,  est  x1  — 2Æ*  — x + 2,  les  racines  de  l’équation 

x?  — 2Xa  — X + 2=0, 

sont  inégales. 

225.  Dam  toute  équation  ramenée  à la  forme 


(1)  . . . x’n4-/J,Xm-4-,P»r— *4-p3Xm-J4-  • • .+Pm-iX+Pm-=  O, 


le  coefficient p,  du  second  terme  pris  avec  Un  signé  contraire  est 
égal  à la  somme  des  m racines  ; le  ' coefficient  p,  du  troisième 
terme  est  égal  à. la  somme  de  leurs  produits  deux  à deux  j le 
coefficient  ps  du  quatrième  terme  pris  avec  un  signe  contraire 
est  égal  à la  somme  de  leurs  produits  trois  à triais;  et  ainsi 
de  suite.  Enfin,  d'après  cette  loi,  selon  que  m est  pair  ou 
impair -,  le  dernier  terme  pm,  pris  ayec  son  signe  ou  avec  un 
signe  contraire,  est  égal  au -produit  des  m-ràcines. 

En  effet;  si  les  jn  racines  de  l’équation  (1)  sont  a,  b , cP.th, 
le  premier  membre  sera  identiquement  égal  au  produit  des  m 
binômes  x — a,  x — b,  x — c,...,x — b,  et  la  loi  qui  a été 
démontrée  dans  le  n°  123,  conduira  aux  relations 


I \ f P‘  — ~ (a  + * + • » » • + b) , 
* ‘ " j p3  = — ( abc  abd  -j-  etc.) 


pt=  ab  4 oc  + etc., 
,...,±.pm=abc...k ; 


car  d’après  le  principe  du  n”  16  (4°) , si  l’on  changé  les  signes 
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des  seconds  termes  a,  b,  e,...,  i,  leur  somme. ne  fait  que 
changer  de  signe,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à deux 
reste  la  même,  la  somme  de  leurs  produits  trois  à trois  .change 
de  signe;  et  ainsi  de  suite. 

226.  Les  relations  (2)  démontrent  les  propriétés  suivantes  : 

l°.  Quand  C équation 

(1)..  . x“--f  p,*"-1  -f  p.x1*-* +..  ..  + />m_Ix+/>m=o, 

manque  de  tecond  terme ^ c’est-à-dire  quand  p,Xm~ 1 n’entre 
pas  dans  cette  équation  la  somme  des  racines  est  zéro. 

La  réciproque  est  vraie. 

2°.  Lorsqu’une  des  racines  de  Liquation  (1)  est  nulle , le 
dernier,  terme  p,„  est  zéro;  .car  il  exprime  le  produit  des  m 
racines. 

Cela  est  d’ailleurs  évident;  car  l’hypothèse  x=o  devant  sa- 
tisfaire à l’équation  (1),  il  en  résulte  />„  = o. 

3°.  RÉciproqürment  , lorsque  l’équation  (1)  manque  de  der- 
nier terme  j c’est-à-dire'  quand  le  dernier  terme  pm  est  mdj 
l’une  des  racines  est  zéro;  car  pm  exprime  le  produit  des  m 
racines,  et  l’on  conçoit  qu’un  produit  ne  peut  devenir  nul  que 
lorsqu’un  de  tes  factebrs  se  réduit  à zéro. 

On  peut  d’ailleurs  démontrer  directement  la  propriété  énon- 
cée; car  l’hypothèse  pm  — o , réduisant  l’éqdation  (i)  à 

xm+  p,xn~‘  4-  p*xm-‘  4- . . . -fl  Pm-,  x = o, 
on  voit  que  x = o satisfait  à cette  dernière  équation. 

4°.  Pour  composer  l’équation  dont  les  racines  sont  a,  b , , 

il  suffit  de  chercher  successivement,  la  somnie  P,  de  ces  ra- 
cines, la  somme  P,  de  leurs  produits  deux  à deux  ,1a  somme  P3 
de  leurs  produits  trois  à trois;  et  ainsi  de  suite  jusqu’au  pro- 
duit Pra  de  ces  m racines;  l’équation  demandée  sera 

xm  — P,*"-1  + P,xm-a  — P3X"-3  +. . .rp  Pm-.xdfc Pm  = o, 

et  selon  que  m sera  pair  ou  impair,  011  devra  prendre  les  signes 
supérieurs  ou  inférieurs. 

Par  exemple , si  les  racines  données  sont  -f-  * > — a et  -j-  2, 
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on  trouvera  P,  = 2,  P,=î=—  1,  P3  — — S4  de  sorte  que  l’équa- 
tion demandée  estvr3  — 2X4  — x + 2 = o. 

5°.  Quand  on  connaît  ni' — l racines  a,,  a,, , am_, , d’une 
équation  xm  -f-  pxm~‘  + etc.  = o;  du  mi-n‘  degré  > il  est  facile 
d’en  déduire  la  mUm‘  racine  am;  car  en  désignant  par  s la 
somme  de  ces  m — 1 racines,  on  a • 

— p,  = s + am-,  d’où  a„  = — ( p,  -f  *). 

Par  exemple,  si  l’on  connaît  deux  racines  -J-  2,  +1,  de 
l’éqtfation  x3  — 2x* — x + 2-=o,-  la  troisième  racine  sera 

— ( — ou  — 1.  , , 

6°.  Lorsque  deux  équations  ont  les  mêmes  racines , ces  équa- 
tions ont  les  mêmes  coefficient. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

70.  Quand  toutes  les  racines  de  l’équation 

(1). . etc.  = o, 

■ 

changent  de  signes  j les  coefficient  p,  j ps  j ps  j etc.  , ne  fontque 
changer  de  signes , et  les  coefficient  p^ , etc. , restent  les 
mimes. 

Par  exemple,  les  racines  de  l’équation  x3 — ar*  — x+  2=no, 
étant  -H  1 » -f-  2 et  1 , l’équation  qui  a pour  racines  —1 , 

— 2 et  -j- 1 est  x?  -+•  2x*  — x — 2 = 0. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  nous  nous  proposerons  de 
transformer  l’équation  (1)  en  une  équation  f (jy)  = o,  de  ma *• 
niire  que  les  racines  de  la  nouvelle  équation  'soient  égales  à 
celles  de  la  proposée  prises  avec  des  signes  contraires. 

11  suffit  pour  cela  de  faire  x= — y dans  (1);  car  d’après 
la  relation.  _y  = — x,  si  les  racines  de  l'équation  (1),  sont 
a,  b , c, . . . , t,  celles  de  l’équation 

00-  • • (~y)m  +Pi  (— r)m-  +pA  ( — y)m~'  + etc.  = 0, 

seront  — a,  — b,  — c, . . . , — k. 

Lorsque  m est  un  nombre pairj  les  exposans  m — 2,  m — 4>  elc-> 
sont  pairs,  et  les  exposans  m — 1,  m — 3,  sont  impairs;  l’équa- 
tion (2)  se  réduit  à -,  , 
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(3) . . . ym-piy,x~'-k‘p<>ym~’ — p^ym~‘s+Piyn~i — etc.  = o. 

. Quand  m est  impair,  l’équation  (2)  devient 

— ym  +p>ym~'  — p*ym~‘ +psy’,~3  —psym~*  4-  etc.  ==  o, 
et  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes , on  obtient  encore 
l’équation  (3).  ' 

Par  conséquent  : Pour  que  toutes  les  racines  de  l’équation  (1) 
changent  de  signes,  il  suffit  d’y  changer  les  signes  des  termes 
de  rang  pair.  . 

8°.  Quand  toutes  les  racines  fit  P équation  (1)  sont  négatives, 
tous  les  termes  de  ce  (te4q  ua  tic » sont  positifs  y car  les  expressions 
(2)  {page  365)  des  coefficiens  />„  p3,  etc.,  sont  positives. 

■ g?.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l’équation  (1)  sont  positives, 
les . termes  de  cette  équation  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs  y car  en  vertu  des  relations  (2)  {page  365) , les  valeurs 
des  coefficiens  p, , p3 , etc. , des  termes  de  rang  pair  sont  néga- 
tives, et  les  valeurs  des  coefficiens p% , , etc.,  des  termes  de 

rang  impair  sont  positives. 

lr<  Rem  A h qu?:.  Quand  tous  les  termes  de  l’équation  (1)  sont 
positifs,  cette  équation  n’a.  pas  de  racines  positives,  car  la 
somme  de  plusieurs  nombres  positifs  ne  saurait  se  réduire  à zéro. 

2*  Remarque.  Une  équation 

• xm  — pxm~'  -f  qxm~*  — rx"-3  + etc.  = a, 

dont  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  , n’a 
pas  de  racines-  négatives  y car  en  y faisant  x = — y , ce  qui 
change  les  signes  des  racines,  elles  devient 

ym  + pym~‘  + çym~i  -h  etc.  = o , 

et  cette  dernière  n’ayant  pas  de  racines  positives,  la  proposée 
n’a  pas  de  racines  négatives. 

297.  Les  relations  qui  existent  entre  les  racines  et  les  coeffi- 
ciens dé  une  équation  ne  peuvent  pas  servir  à déterminer  direc- 
tement ces  racines  en  fonction  des  coefficiens. 

Par  exemple , si  l’ équation  proposée  étant 
( i ) . . . x3  + px*  + qx  + r = o , 
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ses  racines  sont  a , b , c,  on  aura  (n°  2a5), 

(2)... — p-=.a-\-b  -f-c,  q =z  ab ac -j- bc , — ré=aj>c. 

Pour  tirer  de  ces  trois  équations  les  valeurs  des  inconnues 
a,  b,  c,  il  faut  d’abord  éliminer  deux  de  ces  inconnues. 

Si  l’on  veut 'éliminer  b et  c,  on  observe  que  les  relations 
(2)  donnent 

. . ' f * " 

pa'  = — (a-j-i  + c)a*,  qa  = (ab -j-ac -f- b'c) a , ren  ■ abcc 
Ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  il  vient 

pa* qa-\- r=— -a*;'  d’où  as+/»a1  + ga  -f-  r = o; 

et  cette  dernière  équation  est  aussi  difficile  à résoudre  que 
la  proposée,  car  ses  coefficiens  sont  les  mêmes. 

On  pouvait  prévoir  ce  résultat;  caries  relations  (2)  restant 
les  mêmes  quand  on  change  l’une  quelconque  des  racines  a,b,c  ^ 
en  une  autre,  on  peut  faire  ce  changement  dans  toutes  les  équa- 
tions qui  se  déduisent  des  relations  indiquées  ; par  conséquent, 
si  <p(a)  = o est  l’équation  qui  résulterait  de  l’élimination  de  b 
et  c entre  les  équations  (2)  , les  équations  qui  détermineront  b < 

etc  seront  <p  (6)  ==  ol,<p  (c)  = o;  de  sorte  qùe  a,  b,  c,sotit  les 
racines  de  l’équation  <p  (x)=o  ; cette  dernière  ayant  les  mêmes 
racines  que  l’équation  (2)  , on  a vu  (n°  226, 6°)  que  <p  (x)  est 
nécessairement  égal  à x3  -\-px*-\-qx  -f-  ry  les  équations  qui 
déterminent  les  racines  a,  b,  c , sont  doue 

a3-f-pa’-f-^a+r=o,  i3-f-jp6,-f^i'4-r=o,  c34-pc,+ÿc-f-r=:o. 

228.  Quand  le  produit  de  plusieurs  facteurs  entiers  quel- 
conques se  réduit  à zéro  j l’un  de  ces  facteurs  devient  néfiessai-  . 
rement  nul.  En  effet,  soient  a,  b}  c,...,  I , des  factçur» 
entiers  quelconques,  et  désignons  leur  produit  par  P;  il  résulte 
du  principe  du -n®  225  que  l’équation  dont  les  racines  sont 
a,  b,  c,  . est 

(0 . ,r”  +. . .rt-pm^t  x+P  = o. 

Lorsque  P est  zéro,  là  valeur  x=o  Satisfait  à l’équation  (1) ; 

24 
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une  des  racines  a,  b,  b,  est  donc  nulle,  un  des  fao 

teurs  dij  produit  P est  donc  zéro. 

329:  Lorsque  £,...,«,  désignent  n quantités  différentes  j 
et  que  ckacuite  des  hypothèses  x—a,  x =£, . . . , xaac«,  ré- 
duit ■ ■ ’ 

(1)...  xm-i-pxmr~ ‘-J-..  .éJ^sx-Ç-t 

• à zéro j ce  polynôme  est  divisible  par  un  polynôme  du  niimt 
degré  en  x qui  résulte  de  la  multiplication  des  n facteurs  pre- 
miers x — et,  x — .G, . . . , x — «.  On  suppose  que  n nJest  pas 
plus  grand  que  m. 

En  effet,  puisque  x — a.  réduit  le  polynôme  (1)  à zéro,  il 
est  diyisible  par  x — et  ; le  quotient  est  «jonc  un  polynôme  en- 
tier du  m—  i^"'  degré  x"1""1  -f-p'x"- ‘ -f-  etc.,  et  on  a l’iden- 
tité xm  + etc.  = (x  — «)  (xm—  4-  etc.). 

Or,  par 'hypothèse , x = £ réduit- x"  4- etc.  à zéro;  la  valeur 
x = G ■ doit  donc  réduire  à zéro  le  produit  de  x — » par 
xm-J  4 -p'xm*~*  4“  etc.  ; mais  G n'étant  pas  égal  à * , Ja  valeur 
x=£  ne  rend  pas  nul  le  facteur  x — «;  il  faut  doqc  que 
x—  £ réduise  à zéro  l’autre  facteur  xm— 1 4 ’/z"-1  4“  etc. 
(n°  228)  ; ce  dernier  polynomp  est  donc  divisible  par  x — £ ; 
le  quotient  est  un. polynôme  du  (m  — degré  r*-1 “4-etc., 
et  on  a 

xm~ 1 -f-  etc.  = (x  — C ) (x"-»  4-  etc.)  ; d’où 
x"*  4-  etc.  (x-  — «)  (x  — £) (x"!-*  + etc.). 

Continuant  ces  décompositions  jusqu’au  n'im‘  facteur  x — <*, 
on  parviendra  à l’identité 

ài*  4-  etc.  = (x  — «)  (X  — G) . . . (x  — »)  (x*-*  4*  etc.)  ; 
ce  é|ui  démontre  le  principe  énoncé. 

' Par  exemple,  chacune  des  hypothèses  x = i , x = 2 , rédui- 
sant x3 — axa  — X + 2 à zéro , ce  polynôme  est  divisible  par 
le  produit  x*— 3x4-2  des  facteurs  x — 1,  x— -2;  le  quotient 
est  x4-  1. 

On  peut  encore  dire:  puisque  x=«  réduit  xm4^px"*_,4-  etc. 
à zéro,  ce  polynôme  est  tjivisible  exactement  par  x — «;  de 
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sorte  que' 

x”  4-  pxm~~l  -P  etc.  = (x  — «)  (x*r*  4-  p'x*1- * 4-  etc.) . 

Mais1  x = G doit  réduire  xm  -f-  px1"-1  4 etc.  à zéro  ; ce 
polynôme  est  donc  divisible  par  le  facteur  premier  x — £5  il 
faut  donc  que  x — G divisé  le  produit  (x  — *)  (xm~‘  4”  etc.) . 
Mais , x — G est  premier  arec  X — « , puisque'  G n’est  pas  égal 
à *;  le  polynôme  xm~' ‘-f-  etc.  est  donc  divisible  par  X-*—G.  On 
a donc  ridentité  • : , ■ r • 

xm  1 4-  p'xm-a  4* etc.  = (x — G)  (xm— 1 + p"xm— 3 4- etc.)  ; 
d’où.  ' . • ..  . 

xm  4/,r‘”~,4etc.  — (r — *)  (x  — C)  (r*-1 4“ p”xm— 3 4* etc.) , 
et  ainsi  de  suite.  . ' » ' 

Réciphoquement  , lorsque  te  polynôme 

*t  . *'  , * . 

(1) . . . x"l  4* px“—  ‘ 4~. . . 4“  sx  4"  * 
est  divisible  par  un  polynôme  du  »M*** 

x*4-  ûx"-1  4*  ùxB-*4*- • -4-Ax  4*  V. 

/«s  « valeurs  ce,  £,. . •>  c>j  de  xt  qui  réduisent  ce  dernier  poly- 
nôme à sj/ro,; jouissent  aussi  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  po- 
lynôme (i).  Car  le  quotient  de  la  division  de  xm-\rpxm~' 1 4-  etc. 
par  xf~i~axn~ ‘4-  etc. , est  un  polynôme  entier  t);ona  l’îdcritité 
xm 4- pxm~‘ 4~ etc.  = (x" 4r ax<‘~‘  etc. ) X Q , 

et  chacune  des  «hypothèses  x =»,  x = G, . . . , x = • »,  réduit 
le  sçcond  membre  à -zéro,  puisque  le  polynôme  entier  Q ne 
saurait  devenir  infini;  ces  n valeurs  de  x réduisent  donc  le- 
premier  membre  x"  4 • pxm~i  -+■  etc. , à zéro. 

a3o.  Quand  une  équation  a n racines  égales  â tèrOj  lescoef- 
ficiens  des  n derniers  termes- sont  nuis.  En'elfet,  soit  l’équation 

(i)...  x’n4-pxm-,,4-"4'A^.xl,4Allx,-,4AI1_,x“-s4-...4-A,x4A,=:o. 

Si  elle  admet  .n  racines  égales  à aéro,  son  premier  membre 
sera  divisible  par.  (x  ; — o)n  ou  . par  x*  {Remarque  c Um°  224)  ; 
ce  qui  exige  que  les  n coefficiens  A,;  Ai, ... , A„.,  soient  nuis. 
HéciprOq'uement , quand  ces  « coefficiens  sont  nais,  le  pre- 

24.  « 
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mier  membre  est  divisible  par  x"  ou  par  (x — o)*  ; l’équation 
(i)  a donc  n racines  égales  à zéro  (Remarque  du  n°  ,224). 

Les  relations  du  n°  225  conduisent  aux  mêmes  propriétés. 

Par  exemple,  lorsque  deux  des  racines  a,  b , ç,.. k , de 
l’cquation  (1)  sont  nulles,  le  produit  ± A,  des  m racines  est 
zéro;  et  tous  les  produits  m — 1 à m — 1 des  racines  contenant 
au  moins  un  facteur  nul,  leur  somme  dtA,  se  réduit  à zéro  ; 
donc  A,  = o et  Atr=o.  . 

Réciproquement , .si  A,  et  Aa  sont  nuis,  le  produit  ±A, 
des  m racines  a,  b,.  ..,  k,  sera  zéro;  l’une  de  ces  racines 
sera  donc  nulle.  Soit  a = o ; la  somme  ± A„  des  produits 
m — 1 a m — 1 des  m racines,  se  réduira  à bc....b,  car  tous 
les  autres  produits  renferment  le  facteur  a;  le  produit  bc. . . b 
étant  nul,  il  faut  qu’une  des  m — 1 racines  b , fi,...,  b,  soit  zéro. 
Deux  des  racines  de  l’équation  (2)  sont  donc  nulles. 

23 1.  Lorsqu  une  équation  ne  renferme  qui  des  puissances 
paires  de  l’inconnue  j toutes  ses  racines  sont • égales  deux  à 
deux  et  de  signes -contraires . En  effet,  cette  équation  étant  de 
la  forme 

' (1) . . . a?"  + P-c*—»  -I-  Qxa— 4 + . . .4.  Sx5  + T = o, 

si  l’on  fait  x*  = z,  elle  devient 

(2)  . . . zm  + Pi”-,4Qz."w*  +. . .+  Sz  + T = <5. 
Désignant  par  a,  b,  c,...,  I,  les  m racines  de  l’équation  (2), 
et  observant  que  la  relation  x*  = z donne  x = ±;^/*,  on 
voit  que  les  2 m racines  de  l’équation  (1)  sont 

±[/â,±,\ /b,  ±[/b. 

On  peut  encore  le  démontrer  en  observant  que  si  x — a 
réduit  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  à zéro,  x = — a 
jouira  de  la  même  propriété,  puisqu’il  n’entre  que  des  puissances 
paires  de  x. 

RÉcrpnOQUKMENT.  Lorsque  toutes  les  racines  d’une  équation 
sont  égales  deux  à deux  et  de  signes  contraires  , cette  équation 
rahienée  à la  forme  xm  -f-  /JX1"-1  -f-  qxm~i  -j- . . . -j-  sx  -f- 1 =0 , 
ne  renferme  que  des  puissances  paires  ds  l’inconnue  y car  les 
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racine» de  cette  équation  étant  de  la  forme  ±a,  dzb, . . . , ±1, 
son  premier  membre  est  le  produit  des  facteurs 

(x— a),  (x+a),  {x—b),  (x  + b),... , (x  — k),  (x+£), 
et  comme  ce  produit  revient  a 

il  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de  x. 

\ 

§ II.  Des  limites  des  racines. 

23a.  Toute  quantité  plus  grande  que  la  plus  grande  racine 
positive  .d’une  équation  est  ce  qu’on  nomme  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  cette  équation  ; et  toute  quan- 
tité moindre  que  la  plus  petite  des  racines  réelles  positives, 
est  une  limite  inférieure'  de- ces  racines. 

Les  mêmes  définitions  conviennent  aux  valeurs  absolues  des 
racines  négatives.  • e 

Nous,  allons  faire  voir  qu’on  peut  toujours  exprimer  les  li  • 
mites  des.  racines  -d’une  équation j en  fonction  des  coefficiens 
de  cette  équation. 

•Soit  l’équation 

(1).  t.  x" px’""’  rh  çx“-’  ±. . .±sr  ± t-=t  o,  - 
et  'désignons  son  premier  membre  par 

On  aura  trouvé  une  limite  supérieure-des  racines  positives  de 
V équation  f '(x)  = o,  si  l’on  peut  obtenir  un  nombre  positif  tel 
que  substitué  pour  x 11  rende  lé  premier  'membre  positif,  et 
tel  en  outre  que  toute  valeur  plus  grande  de  x,  jouisse  de  la 
même  propriété. 

Pour’  obtenir  une  valeur  positive  de  x qui , substituée  dans 
f(x)y  donrie.  nécessairèment  un  résultat  positif,  on  représente 
par  N le  plus  grand  des  coefficiens  négatifs-  de  /(x)  pris  po- 
sitivement; la  parjiie  positive  de  f (x)  n’est  jamais  moindre 
que  xm,  et  la  valeur  absolue  de  la  partie  négative  de  f (x)  ne 
saurait  surpasser  Nx^-’-f-Nx"-*-!- . . . -f-Nx-f-N  ;‘la  valeur  de  x 
qui  rend  x * — Nxm~* — NV-2 — ... — N-x— -N  positif,  ren- 
dra dqnq,  à plqg  forte  raison  /(x)  positif.  Or,  l’inégalité 
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xm  — Nx"“*  — Nx'"~*  — . . • — Nx  — N ]>  o,  revient  à 
xm  — NCr”-1  + JP™- 1 '+•  • >-i~x  + i)>  o,  ou  à 
fj*"-—  i 


X”  — N^_i1^>o,  c^r  xm-|+...+  j:+!  = 


La  dcrnicve  inégalité  pouvant  sé  mettre  sous  la  forme 


00- •• 


(x  — I — POx"  +N 


> ». 


on  y satisfait. en  posant  'x, — i_  — N = o,  ou -x=p:N  -f-  i ; car 

. 4-N 

cettjB  valeur  de  X réduit  l’inégalité  (a)  à — >o,  c’est-à- 

“T"  W 

dire-  à -f- 1 > o.  •.  

On  rendra  donc  f (x)  positif,  en  y faisant  x = N -f- 1 . 
Toute  valeur  de  x plus  grande  que  N + i jouit  de  la  même 
propriété;  car  en  faisant  x = N -J-« dans  l’expression  (a) 

de  xm — Nxm_l — . . — Nr— N,  le  résultat 

est  essentiellement  positif  (on  suppose  S~^>  o)  ; la  vajeur  de 
/(x)  , correspondante  àr  = M + i -f  «f,  est  donc  à plus  forte 
raison  positive. 

üne  valeur  de  x égale  àB+i  ou  plus  grande  que  îf-+»i,*ie 
pouvant  jamais  réduire /(x)  à zéro,  les  racines  positives  de 
l’équation  f(x)  = o,  sont  moindres  que  N-f-i. 

Par  conséquent  -:  La  limite  supérieure  des  racines  positives 
dJune  équation  est  égale  au  plus  grand  dès  coejjiciens  àégatifs 
pris  positivement  et  augmenté,  de  l’unité. 

Exemple.  Soit  l’équation  x3  — ax“  — x -f-  a — ». 

La  limite  supérieure  de  ses  racines  positives  est  a + i , où  3; 
et  en  effet,  lès  racines  positives  de  cette  équation  étant  -f-  i et 
le  nombre  3 est  plus  grand  que  chacune  de  tps  raçines. 

. S . , 

233.  On  peut  souvent  obtenir  une  limite  supérieure  plus  appro- 
cliée,  c’est-à-dire' une  limite  supérieure  moindre  que  la  précé- 
dente. En  effet,  soit  une  équation  • 

(i). ...  xm4-.\  .■+-ÿx“"*■4',  — rxm~"  ±. . .±  sx ± t—  o , . 

dans  laquelle  le  premier  des  termes  affectés  du  signe  — est 
rxm~m.  désignons  son  premier  membre  par  /" (-»>).  Pour  déter- 
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miner  la  valeur  positive  de  x qui  rend  nécessairement /"(x) 
positif,  on  supprime  les  termes  compris  entre  x”  et  — rx"‘— ” , 
ce  qui  diminue  la  partie  positive  de  J" (x)  ; on  affecte  tous  les 
autres  termes  du  plus  grand  coefficient  négatif  —N,  ce  qui 
augmente  la  partie  négative  d ef  (x).  Les  valeurs  positives  de 
x qui  satisfont  à'-la  condition 

(2) . . . xM  — Kx”-' — Nxm_*_l  — . . . — Nx  — N > o, 
conviennent  donc  à plus  forte  raison  à l’inégalité  proposée 

(3) . . . xm  + . . .^-yx,“-'H", — rxm— " zfc . ..±ix±<>o. 

• V . • 

D’après  la  formule  (>),  (jpage  33),  l’inégalité  (a)  revient  à 


’ „ /x"’-n+'  — ^ 


(4). 


N + { (x  — i)  x"~‘  — N} x*-»4- 


o. 


Cette  dernière  sera  vraie,  si  x — t étant  positif,  cm  a 


(5)...  (x— i)x— ’>N. 

Pour  satisfaire  à l’inégalité  (5) , il  suffit  de  poser 
(x — 1)  (x — i)"_‘  =-N, 

car  x”-*  étant  pjus  grand  que  (x — i)*— *,  On  aura 
(x — ijx*- ‘>(x  — 1)  (x — O1'-1,  ou  (x — iJx'-'^N. 
La  condition  (x — ’i)  (x — i)’^',  = N,  donne 

' tk.  . ' *•  n.  * ■ 

(x— ‘ l)“3=N,  X — IssV/N,^  X=I-J-V/N. 

« 

Prenant  donc  la  valeur  arithmétique  de  \/N on  sera  certain 

- 1 ■ 

que  l’hypothèse  x = 1 -f-  N satisfait  ii  toutes  les  inégalités 
précédentes.  Or,  n exprime  la  différence  entre  l’exposant  m 
de  x dans  le  premier  terme,  et  l’exposant  m — ra  de  x dans 
le  premier  des  termes  affectés  du  signe  — . 

Par  conséquent  : Lorsque  le  plus  grand  coefficient  négatif 
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d'un  polynôme  X*  -4-  etc. , étant  *—  N.,  le  premier  des  termes 
affectés  du  signe  — est  rxmxmJ  la  valeur  de  x qui  rend  ce.poly- 

• • K . 

nome  nécessairement  positif  est  l -f-  y/N. 

9 - v — 

Toutes  les  valeurs  de  x plus  grandes  que  I + \/N  jouissent 

de  la  même  propriété  ; car  l’inégalité  (S)  ...(x  — x)  x*~ 1 > N 


ayant  lien  quand  x=  i + si  l’on  donne  à x des  valeurs 

plus  grandes,  le  premier  membre  (X. — i').xu‘~'  augmentera  ét 
restera  par  conséquent  plus  grand  que  N. 


Il  en  résulte  que  i + \/N  est  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  (l). 

Lorsque  n et  N sont  plus  grands  que  l’unité,  cette  limite  est 
moindre  que  i + N>  et  par  conséquent  plus  approchée. 

• n 

Qudàd  \/ N est  incommensurable , on  prend  pour  limite , 
la  plus  grande  valeur  entière  approchée  de  ce  radical  augmentée 
de  l'unité. 

Ier  Exemple.  Soit  l’équation 

x6  — 2X4  — + 4 = 0, 

9 

la  limite  supérieure  de  ses  racines  positives  est  i + V^49 
ou  8.  \ 

a*  Exemple.  Soit  l’équation  • 


x3  + qx  — 6o  = o, 

la  limite  supérieure  de  ses  racines  positives  est  J +l/6o  ou  5, 
...  . 3 • 

car  la  plus  grande  valeur  entière  approchée  de  \/ 6 o est  4- 

234.  Pour  déterminer  la  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives de  l'équation  f{x)  — o , il  suffit  d’y  faire  x es  - et  de 

, ' 4 * 

chercher  la  limite  supérieure  d'dès  racines  positives  de  la  trans- 
formée f ==  o \ la  limite'  inférieure  demandée  sera 
car  x est  d’autant  plus  petit  que  * est  plus  grand. 


* * 
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La  limité  -y  sera  toujours  moindre  que  F unité  , car  <T  est  plus 

grand  que  l’unité.  ’ . 

i,r  Exemple.  Soit  l’équation 

t 

x3  -f-  ■jx  — 60  o, 
on  y fera  x = - , la  transformée  sera 

et  U limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  dernière 
» • 7 51] 

équation  étant  1 + ou  la  limite  inférieure  des  racines 

g© 

positives  de  l’équation  en  x sera  =-.  ' ’ 

07 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  ’ ' 

x6  — 42x<4-44ixa  — 4g  = b,  , 

l 

on  y fera  x = -,  la  transformée  $era 

z • \ t 

G)  -4K0  +44'  G)  -49  = ».  ™ . • 

2._9s.+|,._^=r 

On  peut  prendre  1 -j-g  bu  10,  et  1 -f-  y/ g ou  4»  pour  la 
limite  supérieure -A  des  racines  positives  de  cette  dernière  équa- 
tion. Les  valeurs  correspondantes  de  la  limite  inférieure  des 

racines  positives  de  l’équation  en  x sont  — et  7 ; la  seconde  li. 

naite  étant  la  pluf  grande,  est  la  pins  approchée  de  la  plus  pe- 
tite racine  positive. 

Remarque.  Quand  i'  est  incommensurable,  on  cherche  la  plus 
grande  valeur  entière  approchée  y de  et  l’on  prend  - pour 

limite  inférieure;  cette  limite  est  moindre  guei. 
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Exemple.  Soit  l'équation 

x3  — 3ox*  -f-  aox  + * = o , 


on  y fait  x=-,  la  transformée  est 

7» 


i . 


s3  -j-  ioe* — i5s -f- - ==  o. 

' a 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  dernière 
équation  étant  <1=  i -f-  \/ 15,  la  plus  grande  valeur  entière 

approchée  y de  ^ est  5;  de  sorte  que  l’on  peut  prendre  ^ 

pour  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l’équation  en  x. 

a35.  On  peut  exprimer  la  limite  inférieure  des' racines  posi- 
tives de  l’équation  (i  — o,  en  fonction  des  coefficiens 

de  cette  équation;  car  en  désignant  le  plus  grand  coefficient 
négatif  par  — N , le  plus  grand  coefficient  positif  par  + P , et  le 
dernier  terme  par  ’izt,  l’équation  (i)  prend  la  forme 

(a) . . . x1™  +.  . Nxm*-k +. . .+  Pxn*“c4.. . . ± t = o. 

Les  nombrer,  N,  P,  t,  m,  m et  C sont  positifs,  ét  en  faisan 

x = - dans  l’équation  (a),  elle  conduit  à 

(3)...  X-+...+  (W?) *‘+'"+  (è)  = ° ‘ 

% ' . * %•  - • 

Quand  le  dernier  terme  de  l’équation  (a)  est  positif,  le  plus 

grand  coefficient  négatif  de  1’  équation  (3)  est  — —,  de  sorte  que 
la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l’équation  (3) 
est  3'—  i 4-  — ==  * — - ; la  limite  inférieure  des' racines  po« 

sitives  de  l’équation  (a)  est  ^ • 

Lorsque  le  dernier  ternie  de  l’équation  (a)  est  négatif,  le 

: . . + P 

plus  grand  coefficient  négatif-  de  l'équation  (3)  est - , et 
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l’on  trouve  que  la  limite  inférieure  «les  racines  positives  de 

l’équation  (2)  est  r~7~5-  . 

( t * "T"  “ 

Par  conséquent  : La  limite  inférieure  des  racines  positives  d’une 
équation  est  exprimée  par  une  fraction  qui  a pour  numérateur 
le  dernier  ternis  de  l’équation  proposée,  et  pour  dénominateur 
le  dernier  terme  augmenté , du  plus  grand  coefficient  de  signe 
contraire  à ce  dernier  terme.  (Le  dernier  terme  et  le  plus  grand 
coefficient  négatif,  doivent  être  pris  positivement.  Cette  limite 
est  toujours  moindre  que  f unité.  . 

Exemple.  Soit  l’équation 

x3  — 3oxs  + 204?  + 2 = o,  , ...  • ' 

* .21 
la  limite  inférieure  de  ses  raciries  positive  s est'^p^  ou  ^g. 

a36.  Pour  déterminer  les  limites  des  racines  négatives  d’une 
équation  (1  )...f(x)  ==o,  on  y fait  x = — y,  les  racines  de  la 
transformée  (o.)...f(—y)  = o,  étant  égales  à celles  de  l’équation 
(1) prises  avec  des  signes  contraires  (n°  226,7°)  , les  limites  des 
racines  positives  de  f2)  seront  lés  limites  demandées;  c’est-à-- 
dire que  si  les  limites  des  racines  positives  de  .1, 'équation  (2) 
sont  l çt  L,  toutês,  les  racines  négatives  de  l’équation  (1)  seront  ' 
comprises  entre  — l et  — L.  ' 

Exemple.  Soit  l'équation 

(1). . . x®  -f-  x*  4*  8x5  — 3lx* — 64x  — 1 ==.0  ; 


on  y £qit  x = — y,  cé  qui  donne 

(2) . . • y*  + y*  — frr3  — 3*y‘.  + 64y  — 1 = o. 

-,  • - . ; • ' ■ • ' ‘ ‘ • 

Les  limites  des  racines  positives  de  l’équation  (2)  étant  3 et 

, celles  des'  racines  négatives  de  l’équation  (1)  sont  - — 3 et 

JL  1 L - 

65' 

237.  Lorsqu’une  équation  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  l’inconnue , ses  racines  positives  et  négatives  ont  les 
memes  limites ; car  eu  changeant -x  en  —p,  l’équation  reste  ' 
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la  même.  Et  en 'effet , dans  ce  cas  toutes  les  racines  étant  égaies 
deux  à deux  et  de  signes  contraires  (n°  a3i)  , les  râleurs  absolues 
des  racines  négatives  sont  les  mêmes  que  celles  des  raçines  posi- 
tives. • . ' 


Exemple.  Soit  l’équation  x6  — 2X4  — 8r*  + i = o. 
Toutes  ses  raoines  positives' étant  comprises  fentre  4 et  ÿ,  ses 

. • 4 

racines  négatives  toriibent  entre  -L*4  e*-  — 


238.  La  forme  particulière  d’utie  équation'  permet  quelque- 
foi»  de  trouver  des  limites  plus  approchées  que  les  précédentes. 
Nous  allons  en  donner  des  exemples.  • 

i°.  Soit ‘l’équation  x8  -4-  iox5  — 3ox4-J-  3oox  — goo  = a. 
Les  limites  supérieures  de  ses  racines  positives  déduites  des 
règles  des  nOT  232  et  233,  sont  901  et  3i. 

Mais,  en  mettant  cette  équation  sous  la  forme 

x*  *+•  10  (x — ' 3)  x4  -J-  3oo  (e  — 3)  = o, 
on  voit  que -toutes  ses  racines  positives  sont  moindres  que  3. 


u°.  Soit  l’équation  x6 — «2X*  — 8x*+i=o. 

Si  l’on  y fait  x5=a, elle  devient  t?-*- 2«*  — 8s+i  ^=0. 

Les  racines  de  cette  dernière  équation  étant  comprises  entre 

9 et  la  relation  x = l/  a démontre  que  les  racines  de  l’é- 
quation ep  x tombent  entre  fe'get  c’est-à-dire  entre  3 

et  g.  Ces  nouvelles  limites  sont  plus  approchées  que  les  li- 


mites 4 et  ^ qui  seraient  fournies  par  les  règles  des  n°*  233  et  234, 
car3<4et|>^ 

3°.  Soit  l’équation  générale 

(i)...xi"-f-ax'"-a4-...4-?xam-,,,+*— rx'm-'"±...±.sx,±it=  o , 
qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  x,  et  dans  laquelle 
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le  premier  des  termÿ  affectés  du’  aigue  — est  —.rx*m~'’. 
Si  le  plus  grand  coefficient  négatif  est  —S,  la  limite  supé- 

* \ ^ ^ • ** 

rieuredes  racines  positives  et  négatives  sera  L = i -J- 

(n°  233). 

On  obtient  une  limite  supérieure  plus  approchée  en  fai'sant 
x*  — z.  En  effet  ; l’équation  (i  ) devient 


(2). 


"4-  azm~'+ . . . +qz”- ■+1— 


rz 


•n — R -f- 


. .±sz±t  — o, 


et  la  limite  supérieure  des  racines  de  l’équation  (2)  étant 

h ' . . * . . . * 

1 4-  V^N.la  relation  x = [/ z prouve  que  la  limite  supérieure 

* 1 /.  n ~ 

des  racines  de  l’équation  (1)  est  L'=  y 1 + |/W.  , 

Cette  seconde  limite  est  moindre  que  la  première,  car 

n n an 

L'a  = 1 4-  J/N  et  L*=  1 + l/ïï  4-2J/ÏL 
La  limite  L'  est  donc  généralement  plus  approchée  que  L. 

4°.  Quand  l’équation  proposée  peut  se  ramener  à la  forme 

(3)«~  4î(x,,)"-*4-«-4-^),+<*’)+«=îo, 

on  y fait  x"  = z ^ elle  devient  • • 

(4).  » . a” 4-/>*"~'  4-  ÿam_*  4--  • •+  «à*  + “=  °> 

» . * • 
et  la  relation  x 4/ a démontre  qu’on  obtiendra  de  nouvelles 

limites  des  racines  de  l’équation  (3)  en  extrayant  la  racine  nttmt 
de  chacune  des  limites  des  racines  de  l’équation  (4). 

Remahque.  Lorsqu'on  aura  trouvé,  par  les  méthodes  précé- 
dentes, 'plusieurs  limites  commerisurables  des  racines  d’une 
équation,  on  devra  préférer  la  plus  petite  des  limites  supérieures , 
et  la  plus  grande  des  limites  inférieures,  parce  'que  qes  li- 
mites sont  plus  approchées  des  racines  réelles. 

2Îg.  Les  valeurs  absolues  des  coefficiens  d’une  équation  res- 
tantes mêmes  quand  on  y change  le  signe  de  l’inconnue , il 
est  facilé  de  conclure  de  ce  qui  précède  que  les  valeurs  abso- 
lues de  toutes  les  racines  tant  nécessairement  moindres  que  le 
plue  grand  de  tous  les  coejjicieps' pris  positivement  et  augmenté 
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de  F unité , et  qu’elle»  sont  plus  grandes  qu’une  fraction  dbnt 
le  numérateur  est  le  dernier  terme  de  F équation,  pris  positive- 
lisent , et  dont  le  dénominateur  est  ce  dernier  terme  augmenté 
de  la  valeur  absolue  du  plus  grand  de  tous  les  coefficiens. 

Ces  limites  ne  sont  pas  toujours  les  plus  approche'es , mais 
comme  elles  .spnt  exprimées  en  fonction  des  coefficiens  de 
l’équation  proposée,  on  les  obtient  directement  sans  être  obligé 
de  transformer  l’équation  donnée.  . 

3<!{o.  Quand  un  polynôme  xm±pxm~ l±yx'n— 1 “±, . . +.tr+< 
est  ordonné  suivant  les  puissances  entières  positives  et  décrois- 
santes de  x,  on  peut  toujours  déterminer  One  valeur  de  x , 
qui  rende  Iq  premier  terme  plus  grand  que  la  valeur  absolue 
de  la  somme  de  tous  les  autres  termes;  et  qui  soit  telle  eu 
outre,  que  toute  valeur  de  x plus  grande  jouisse  de  la  même 
propriété. 

En  effet,  soit  c la  valeur  du  plus  grand  de  tous  les  coefficiens 
p,  q, '. . . , s,  /;  on-  aura 

cxm-’+cx,n— +. . .+cx-\-c'f>±pxm~'±qxm~*±. . ;.  ±s.c±/. 

11  suffit  donc  de  satisfaire  à l’inégalité 

xm  > ex”-1  ci"*-1  . . /-f-  ex  -4-  c ; elle'donne 


i"  > c 


(Xm—  1\ 
X—  U J 


> ( page  3 7 4)  ; d’où 


(x—  1 — c)xn,-^-c 


>0. 


On  satisfait  à cette  dernière  inégalité-en  prenant  r ^=c  -J-  1. 
La  valeur  de  x qui  rend  le  premier  terme  d’un  polynonjé 
plus- grand  que  la  valeur  absolue  de  la  somme  Je  tous  les 
autres  jternjes,  est  donc  égale  au  plus  grand  de  tous  les  coejficiejis 
pris  positivement  et  augmenté  de  l’unité. 

On  démontrera  Comme  dans  le  n°  232,  que  toute,  valeur  de 
x plus  grande  que  ç -f-  I jouit  de  la  même  propriété, 

Il  est  facile  d’en  conclure  que  si  £ désigne  un  nombre  pçsitif 
quelconque,  chacune  des  vqleurs  x=c-j- 1 -f-é,  x=— (c-j- 1 
rendra  la  valeur  absdlue  du  premier  terme  X*  plus  grande,  que 
la  valeur  absolue  de  la  somfne  de  tous  les  autres  termes . 

Par  conséquent  : Lorsque  m est  pair,  chacune  des  hypothèses 
x = c 4-  1 -j-  X :=  — (c  4-  1 4-  ê1),  rend  le  polynôme 


A _ 
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xn±:pxm~'3zqxm~'J  ±...±  sx±t  positif)  quand  m est  impair , 
la  valeur  x ?=  c -f-  i + f rend  le  polynôme  positif  tandis  que 
x = — (c  -f-  1 +^)  fournit  une  valeur  négative  de.  ce  poly- 
nôme. • 1 

§ III.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

■ i • 

24» • Lorsque  doux  termes  consécutifs  d’une  équation  sont 
précédés  de  signes  différens,  ce  changement  de  signes  s’ap- 
pelle une  variation , et  il  y a une  permanence  toutes  les  fois  que 
ces  deux  ternies  soi}!  affectés  des  mêmes  «ignés.  11  est  évident 
gué  le  nombre  des  variations  ajouté  à celui  des  permanences  est 
égal  au  degré  de.  l’équation,  c’est-à-dire  au  nombre  dés  racines. 

Lorsqu’un  des  termes  manque,  on  le  rétablit  eu  lui  don- 
nant 2±o  pour  coefficient. 

Ainsi,  l’équation  x3 -f- x* — x + 1 =*=  o contient  une  per- 
Manence  et  deux  variations. 

Nous  allous  démontrer  qu ' une  équation 

xm  ±.pxm~‘  ±. . .±  sx  ± t =*  o,  . 

ne  peut  avoir  plus  de  racines  négatives  qu  il  n’y  a de  peripa- 
nencesj  ni  plus  de  racines  positives  qu’ii  n’y  a de  variations. 

On  peut  toujours  considérer  le  premier  membre  d’tme  équa- 
tion compte  le  produit  des  facteurs  correspondans  à ses  racines 
imaginaires  par  les  faoteurs  correspondans  aux  racines  réelles 
de  cette  équation.  Il  suffit  donc  de  prouver  que  suivant  qu’on 
multiplie  le  premier  membre  d’une  équation  par  x -f-a  ou  p/r 
x — m,  ce  qui  introduit  une  racine  négative  — a.  ou' une  ra- 
cine positive  -f  et,  la  nouvelle  équation  renferme  au  moins  une 
permanence  ou  une  variation  dé  plus  que  l’équation  primitive. 

Nous  démontrerons  d’abord  cette  propriété  pour  le  multipli- 
cateur x-+-a.  A cet  effet,  noüs  allons  foire  voir. que  si  un  poly- 
nôme de  m termes  jouit  de  la  propriété,  quand  ou  le  multiplie 
par  x-f-«,  de  donner  un  produit  qui  renferme  au  moins  une 
permanence  de  plus  que  le  polynôme  multiplicande,  un  poly- 
nôme de  m- f-  i termes  jouira  toujours  de  la  même  propriété. 
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Soit  X un  polynôme  x"  + A±m— 1 -f-. . .-f-Sr-f-  T,  composé 
de  m + i termes,  A,i..  S,  T étant  de  signes  quelconques, 
et  soit  X'  ce  même  polynôme  privé  de  son  dernier  terme  T. 
Appelons  P le  produit  développé  de-ï  multiplié  par  x-$-ee, 
et  P'  celui  de  X'par  x -f-  et. 

On  aura  P=P'+’l’(x  + *),  uu  P=P‘+Tt) 

en  désignant  par  P'  ce  que  devient  le  polynôme  P7  + Tx  après 
la  réduction  de  Txavec  S«r  qui  est  le  dernier  terme  de  P7. 

Il  s’agît  dë  faire  voir  que  si  X'x  (x  + *)  ou  P*'3  au  moins 
une  pernranénce  de  plus  que  X',  le  polynôme  XX  (x-+-a)  ou 
P contiendra  au  moins  une  permanence  de  plus  que  X.  * 

La  réduction  de  Tx  avec  Sax  présente  deux  cas  : 

l°.  S- peut  avoir  le  signe  de  T y alors  P a toujours  une  per- 
manence de  plus  que  P'.  Car  les  deux  derniers  termes  Sec  et 
Tx  étant , dans  ce  cas , de  même  signe , P"  a la  même  succession 
de  signes  qne  P',  et  comme  Tx  et  Tk  sont  toujours  de  même 
signe,  il  en  résulte  queP'+T*  ou  P a une  permanence  de  plus 
que  P'.  Mais  d’un  autre  côté,  quand  S et  T sont  de  mêmç  signe, 
X a une  permanence  de  plus  que  X'  ; or,  par  hypothèse  P'  a 
aussi  une  permanence  de  plus  que  X'  ; donc  P'  a autant  de  pe;- 
mapences  que  X’,  par  conséquent  P a au  moins  une  permanence 
de  pins  que  X. 

a®.  S et  T peuvent  être  désignés  diffêtens  ; alors  P n’aura  pas 
moins  de  permanences  que  P7.  Car,  ou  la  valeur  numérique  de 
Sa  est  plus  grande  que  celje  de  T,  et  dans  ce  cas  P*  a le  môme 
nombre  dë  permanences  queP7,  donc  aussi  P*  -J-T«  ou  P a Te 
même  nombre  de  permanences  que  "P';  où  bien  la  valeur  numé- 
rique de‘S*  est  moindre  que  celle  de  T,  alors  il  peut  arriver  que 
la  permanence,  s’il  en  existe  nné  entre  les  deux  derniers  terYnes 
de  ■P'  ,.soit  détruite  dàns  P“  par  le  signe  du  terme  Tx;  mais  comme 
le  dernier  terme  de  P"  est,  dans  ce  cas,  de  même  signe  que  Tk, 
ôn  introduit- dans  P^-J-Ta  ou  P,  une  nouvelle  permanence  ; de 
sorte  que  P aura  toujours  au'  moins  antqnt.de  permanenoês  qne 
P'.  Mais,  d’un  autre  côté,  qtiand  S et  T sont  do  signes  drfié- 
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rens , X n’a  pas  plus  de  permanences  que  X'  ; mais  , par  hypo- 
thèse, P'  a au  moins  une  permanence  de  plus  que  X'  ; donc  P 
a au  moins  une  permanence  de  plus  que.X. 

Or,  il  est  facile  de  s’assurer  que  tout  binôme  xm±pxm~‘ 

multiplié  par  J>+«,  donne  pour  produit  un  trinôme 

xm+‘ + (*  ± p)  xm  ± p* xm~‘  qui  renferme  une  permanence 
de  plus  que  le  multiplicande  xm±.pxm~‘-,  car  si  l’on  a égard  au 
signe  supérieur,  le  multiplicande  n’a  qu’une  permanence  et 
le  produit  en  a deux;  et  si  l’on  prend  le  signe  inférieur,  le 
binôme  n’a  point  de  permanence,  tandis  que  le  second  terme 
du  produit  forme  une  permanence  avec  le  premier  ou  le  troi- 
sième terme,  selon  que  p est  plus  petit  ou  plus  grand  que  *. 

La  propriété  énoncée  étant  vraie  pour  tout  binôme,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  vient  d’être  démontré  qu’elle  est  également  vraie 
pour  un  trinôme, pour  un  quatrinome,  et  en  général,  pour  un 
polynôme  quelconque. 

On  prouverait  par  des  raisonnemens  analogues  aux  précé-r 
dens  qu’en  multipliant  le  premier  membre  d’une  équatiou 
/(x)=o,  par  x — a,  on  introduira  au  moins  une  variation 
dans  le  .premier  membre  de  la  nouvelle  équation  <p  (r)  = o. 

Mais, on  peut  arriver  directement  à cette  conséquence  en  se 
fondant  sur  ce  qui  est  déjà  démontré.  En  effet  , que  l’on  change 
les  signes  des  termes  de  rang  pair  dans  l’ équation  f(x~)  ~ o , 
et  que  l’on  multiplie  le  premier  membre  par  x-f-«,on]ohticndra 
une  nouvelle  équation  F(x)=o,  dont  les  racines  seront  égales  et 
de  signes  contra  ires  à celles  de<p(x)=  o,  (page  368). Or, pour  dé- 
duire ^(x)  de  F(x) , il  suffit  de  changer  les  signes  des  termes  de 
rang  pair;  mais  par  ce  changement,  les  permanences  deviennent 
des  variations  et  les  variations  deviennent  des  permanences,  et 
comme  on  a démontré  que  F (x)  a,  au  moins,  une  perma- 
nente de  plus  que  f(x),  il  s’ensuit  aussi  que  p(x)  a au  moins 
une  variation  de  plus  que  f.(x),  (*). 


(')  Cette  démonstration  de  la  Règle  des  signes  de  Descartes  est  duc  h 
M.  Mater  (déjà  cité  page  3o" );  elle  me  paratc  beaucoup  plus  simple  que 
les  démonstrations  qui  avaient  été  données  jusqu’il  ce  jour. 
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Les  .propriétés  du  n°  226  (8°  et  9®  ) sont  des  cas  particuliers 
du  théorème  précédent 

242.  La  règle  générale  du  n°  241  peut  servir  quelquefois  à 
faire  reconnaître  si  une  équation  a des  racines  imaginaires. 
En  effet , soit  l’équation  x3  -f-  ax  — 5 =±  o. 

En  rétablissant  le  terme  en  x‘,  il  viendra 

x3  ifc  ox*  -j-  2x  — 5 = o . 

Si  l’on  prend  le  signe  supérieur,  il  n’y  a qu’une  variation; 
donc  l’équation  ne  saurait  avoir  plus  d’une  racine  positive. 

Si  l’on  prend  le  signe  inférieur,  il -n’y  aura  pas  de  perma- 
nence; ce  qui  prouve  que  l’équation  n’a  pas  de  racine  négative. 

L’équation  proposée  a donc  au  moins- deux  racines  imagi- 
naires. 

En  général , si  on  rétablit  dans  une  équation  du  mitm ' degré* 
les  termes  qui  y manquent  en  leur  donnant  o pour  coeffi- 
cient, et  si  en  ayant  égard  successivement  aux  signes  supé- 
rieurs et  aux  signes  inférieurs,  les  nombres  des  permanences  et 
des  variations  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  cas , l’équation 
admet  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

En  effet;  supposons  qu’on  obtienne  dans  le  .premier  cas,  P' 
permanences  et  V'  variations,  et  dans  le  2e  cas,  P"  permanences 
et  y variations , on  aura  F -f-  V'  = P*  -f-  V"  3=  m. 

Soit  P'  ]>  P",  il  faudra  par  compensation  que  V'  < V"  ; et 
comme  d’après  le  théorème  du  n®  241 , l’équation  ne  peut  pas 
admettre  plus  de  P"  racines  négatives  et  plus  de  V'  racines  po- 
sitives , elle  admettra  nécessairement  des  racines  imaginaires  ; car 

P"  + V'<P®+V",  et  par  suite  P'-j-V’<m. 

243.  Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles , 
eide  renferme  autant  de  racines  négatives  que  de  permanences, 
et  autant  de  racines  positives  que  de  variations. 

En  effet;  désignons  par  m le  degré  de  l’équation,  par  n et p 
le  nombre  de  ses  racines  négatives  et  positives , par  P et  V le 
nombre  des  permanences  et  des  variations;  les  m,  racines  étant 
réelles,  on  a n-\-p  — m. 


» 
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D’ailleurs,  l’équatiou  ayant  m+\  termes,  le  nombre  total 
P -f-  V des  permanences  et  des  variations  est  aussi  égal  à m. 

Donc,  n +p  = P-f-V;  ' d’où  P ^n=p — V. 

Or,  en  vertu  du  principe  du  n®  2^1 , n ne  peut  surpasser 
P,  et  p ne  saurait  surpasser  V.  Donc,  » = P et  jo=tV. 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

§ IV.  Des  fonctions  dérivées. 

244*  Lorsqu’on  change  x en  x-4-A  dans  une  fonction  quel- 
conque f (x) , et  qu’on  effectue  le  développement  def(x-f-  A) 
suivant  les  puissances  entières  positives  et  croissantes  de  h , le 
coefficient  de  la  première  puissancë  de  h dans  le  développement 
àef  (x  -f-  h)  est  ce  qu’on  nomme  la  fonction  dérivée  d ef  (x), 
ou  simplement  la  dérivée  dey(x).  On  la  représente  pary'(x). 

Nous  allons  faire  voir  comment  on  peut  trouver  la  fonction 
dérivée  d’un  polynôme  entier,  et  d’un  produit  de  facteurs  bi- 
nômes de  la  forme  x-f-cc.  Nous  représenterons  toujours  la 
fonction  de  x proposée  par  f (x). 

245.  Soit  le  polynôme  entier 

xm+/>x*-’  + çxm~a  + . . ,-fr.r*  + sx  + t.  1 

Pour  calculer  sa  fonction  dérivée  f (x) , on  y change  x en 
x+h  , ce  qui  donne 

(x+A)--hP(x+A)—,+?(x+A)— +...+^x+ft)*+*(ar-|-A)+*. 

Dans  cette  expression  d c f(x-{-  h),  on  développe  les  puis- 
sances indiquées,  à l’aide  de  la  formule  du  binôme;  les  termes 
affectés  de  la  première  puissance  de  h sont  les  seconds  termes 
de  ces  développemens,  et  l’on  trouve  que  le  coefficient  de  la  pre*- 
mière  puissance  de  h dans  le  développement  de  f{x  -f-  h)  est 

nu:'-'  + (m  — 1) px"1-1  -f-  (m  — 2)  qxm~s  + . . . + irx  -f-  s. 

Comparant  cette  valeur  dey'  (x)  à la  valeur 

x*  -f-  pxm  1 -J-  gx'!'-*  -f-  rx*  — f-  sx  -j—  t 

25.. 
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de/  (x) , on  voit  que  pour  former  la  fonction  dérivée  d " un  poly- 
nôme x"  + pxm~‘  4-  etc.  , il  suffit  de  multiplier  chaque  terme  du 
polynôme  par  F exposant  de  x dans  ce  terme  et  de  diminuer  l’ex- 
posant d’une  unité;  car  en  opérant  ainsi , les  termes 

x",  px"~',  gxm~%  . . . , rx* 

du  polynôme  f[x) , fournissent  les  ternies  correspondans 
(m — îjpx"-1,  (m  — 2)ÿx"-3, . . . , 2rx, 
de  la  fonction  dérivée  f (x)  ; et  x°  étant  égal  à l’unité,  les  deux 
derniers  termes  sx+fcr°  dejf(x)  donnent  i X jx°+oX  tx°~'  ■ 
ce  qui  se  réduit  au  dernier  terme  s de  f'  (x). 

Par  exemple , si  f (x)  = x3  — 5x*  -f-  7X  — 4 , 
on  aura  yv(x)  = 3x“  — 2X5x+7- 

246.  Soit  proposé  de  calculer  la  fonction  dérivée  du  produit 
de  m facteurs  binômes  x — atx—b,  x — c, . . . ,x— k,  sans  ef- 
fectuer la  multiplication. 

On  a /(x)  = (x  — •)  (x  — b)  (x  — c). . .(x  — h). 

Changeant  x en  x + h,\\  vient 
f{x-\-h)  = (x—a+h)  (x—b+h)  (x — c+h)  . . . ( x—k+h ). 

Pour  obtenir  le  coefficient  de  Ja  première  puissance  de  h dans 
ce  dernier  produit,  il  suffit  de  multiplier  successivement  le 
terme  affecté  de  h dans  chaque  facteur,  par. les  termes  i’ndé- 
pendans  de  h dans  les  autres  facteurs,  et  de  faire  la  somme  de  ceè 
produits  partiels  (n°  18).  On  trouve  de- cette  manière  que  le 
coefficient  cherché  est 

y,(x)=(x— £)(x— c)...(x— *)+(x— a)(x— c)...(x-*-i)+etc. 

Il  en  résulte  que  la  fonction  dérivée  du  produit  indiqué  des 
m binômes  x — a , x — b,...,x  — k,  est  égale  à la  somme 
de  tous  les  produits  diffêrens  qu’on  peut  former  en  prenant 
ces  binômes  m — I à m — 1. 

On  parvient  au  même  résultat , en  divisant  successivement 
f(x)  par  chacun  de  ses  m facteurs  (x — a) , (x — b), . . . , (x — k); 
la  somme  des  m quotiens  exprime  f (x).  De  sorte  qu'on  peut 
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mettr^/*  (x)  sous  cette  autre  forme 


Ier  Exemple.  Soit  f (x)  = (x — a)  (x— »6)  (x— c),  on  aura 
f(x)  = (x— è)(x-^-c)4-(x— a)(x— c)  + (x— a)  (x  — b) 

_/(*)  , /(£>  t /fo) 

x — a x — b x— c 


2e  Exemple.  Soit  /(x)  = (x  — a)*  (x — b):  (x — c)y. 

La  fonction  dérivée  de  ce  produit  est 

et  (x  — a)*- ' 1 (x  — b)e  (x  — c)1" 

+ C (x  — b)C~'  (x  — a)“  (x  — c)> 

+ y(x  — c)*-,(x  — a)*  (X  — />)C; 

car  d’après  la  règle  précédente,  l’expression  de  f (x)  est  com- 
posée de  « fois  le  quotient  de  f(x)  par  X — a , plus  de  C fois  le 
quotient  de/(x)  par  x — 6,  plus  en  lin  de  y fois  le  quotient  de 
f (x)  par  x — c. 


247.  Quand  tous  les  facteurs  premiers  x~a,  x-b,x-Cj..-jX-k 
de  f(x)  sont  inégaux , il  n existe  pas  de  commun  diviseur  entre 
f(x)  et  sa  fonction  dérivée  f (x);  car  s’il  en  existait  un,  il  11e 
renfermerait  que  des  facteurs  premiers  de  f (x)  ; or  tous  ces 
facteurs  étant  inégaux,  aucun  d’eux  11e  saurait  diviser  J'  (x), 
puisque  d’après  la  formule  générale 


/»  = 


/>) 
x — a 


f C* 

' -r-k' 


chacun  des  facteurs  x — a,  x — b,  etc.,  manque  dans  un  temne 
d ef  (x)  et  se  trouve  dans  tous  les  autres.  Il  'n’existe  donc  pas  de 
diviseur  commun  entre /"(x)  etf(x). 

Quand  f{x)  contient  des  facteurs  égaux,  il  existe  un  commun 
diviseur  enx  entre  f (x)  etj‘{x)-,  car,  par  exemple, si  les  deux 
facteurs  x — a,  x — b , dcf[x)  sont  égaux  , le  quotient  de/(x) 
par  x —a  contiendra  encore  le  facteur  x — a,  et  comme  ce 
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f(x\  f(x} 

facteur  entre  dans  tous  les  autres  termes  , ■ — ■ , etc.,  de 

x—b  x — c 

f(x),  il  divise  exactement/1' (x).  Par  conséquent,/^)  et  f'(x) 
admettent  le  commun  diviseur  x — a. 

Il  résulte  des  deux* propriétés  précédentes,  quest /(x)  etf'  (x) 
ri* ont  pas  de  diviseur  commun,  tous  les  facteurs  premiers  de  f(x) 
seront  inégaux,  et  que  s’il  existe  un  commun  diviseur  en  x entre 
/(x)  etf'(x),  la  fonction  /(x)  contiendra  nécessairement  des 
facteurs  égaux. 

On  en  déduit  cette  règle  générale: 

Pour  reconnaître  si  unpolynome  entier  xm-\-pxm~ ‘-f-.„-f-sx+r 
contient  des  facteurs  égaux,  on  cherche  le  plus  grand  commun 

diviseur  entre  ce  polynôme  et  son  polynôme  dérivé..., 

mxm~ 1 -f-  (ira  — i)  px-‘  -f-  . . . s.  Quand  U n'y  a pas  de 
commun  diviseur  en  x,  tous  les  facteurs  premiers  du  polynôme 
proposé  sont  inégaux  ; lorsqu’il  existe  un  commun  diviseur  fonc- 
tion de  x,  le  polynôme  donné  contient  nécessairement  des  fac~ 
teurs  égaux. 

1"  Exemple.  Soit  /(x)  = x4-f-x3 — qx* — x + 6;  . 
on  a f (x)  — 4x’  -j-  3x“ — i^x — I. 

/(x)  etf  (x)  n’ayant  pas  de  commun  diviseur,  les  quatre  fac-. 
teurs  premiers  de/(x)  sont  inégaux;  et  en  effet, 

/(x)=(x— i)(x  — a)  (x-4-  i)(x  + 3> 

2e  Exemple.  Soit  / (x)  = x3 — 54; 
on  a /'(x)  = 3x“ — 27  = 3 (x* — 9). 

Le  plus  grand  diviseur  commun  à/(x)  et  Z'  (x)  étant  x — 3, 
le  polynôme  x3  — 27X  -+-54,  décomposé  en  facteurs  du  pre- 
mier degré,  renferme  des  facteurs  égaux;  et  en  effet,  ce  poly- 
nôme est  le  produit  de  x -f  - 6 par  (x  — 3)“. 

248.  Nous  avons  vu  (n°  246)  comment  on  peut  déduire  la 
fonction  dérivée  du  produit  (x  — a)“  (x  — 6)f(x  — c)*,  de 
celle  d’un  produit  de*facteurs  inégaux. 

On  peut  calculer  directement  cette  fonction  dérivée.  En  effet. 
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, / 
soit  ^ 

/(-»')  = (-f— &)*  (•*— A)C  (*■  — c)v» 

on  changera  ieni  + /i  dans  f (x) , ce  qui  donnera 

f(x  + A)  — (x  — a + A)*  (x — 6-f- A)f  (x — c + A)*. 

On  développera  les  puissances  indiquées  en  regardant 
(x  — c)-f-A,  Xx  — &)+"A,  (x  — c)-f-A,  comme  des  bi- 
nômes dont  les  premiers  termes  sont  x — a,  x — b,  x — c;et 
comme  on  n’a  besoin  que  du  coefficient  de  la  première  puissance 
de  A,  on  n’écrira  pas  les  termes  qui  renferment  des  puissances 
de  A supérieures  à la  première;  les  facteurs  de  f(x -f-  A)  de- 
viendront (x— a)‘+a  (x — «)*“'  A-f-ete. , 

(x—b)C  -f  C (x— b)C~'  A -f  etc. , 

(x  — c)y  -f-  y (x  — c)>— 1 A -J- etc. 

Pour  obtenir  le  coefficient  J*  (x)  de  la  première  puissance 
de  A dans  le  produit  de  ces  trois  facteurs,  on  multipliera  suc- 
cessivement le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h dans  un 
facteur,  par  les  termes  indépendans  de  A dans  les  autres  fac- 
teurs (n°  18),  et  l’on  trouvera  que  le  coefficient  cherché  est 

a (x  — a)*- 1 (x  — 6)C  (x  — c)* 

+ C (x  — • b)C~'  (x  — a)*  (x  — c)> 

+ r(x  — c)>-'(x  — a)“  (x  — b): . 

Cette  valeur  de  f (x)  est  la  même  que  celle  du  n°  246. 

24g.  La  comparaison  de  cette  expression  de/'fx)  avec  la 
fonction  priqiitive  f (x),  démontre  que  le  plus  grand  diviseur 
commun  à un  polynôme  x"  pxm~'  -(-  etc.,  et  à sa  fonction 
dérivée  mxn~'  -\-{m — 1)  pxm~*  -f-  etc.,  est  le  produit  des  fac- 
teurs égaux  de  ce  polynôme  élevés  respectivement  à une  puissance 
moindre  d'une  unité. 

En  effet,  tous  les  termes  de  l’expression  def'(x),  étant 
divisibles  par  (x  — a)“— 1 (x  — b)c~ 1 (x  — c)>—1  , on  peut 
mettre  la  valeur  de  f (x)  sous  la  forme 
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(3). ..  /,(.r)  = (x  — o)“— rX  (x  — Z»)c_l  X (x^c)*-1  X P. 
dans  laquelle  on  a 

P — <*(x  — b)  (x — c)  + £(x  — à)  (x  — c)  -f-y  (x — o)(x — b). 

Mais , P n’est  divisible  par  aucun  des  facteurs  x — a,  x — b , 
X — c de  f{x) , car  chacun  de  ces  binômes  divise  deux  des 
trois  termes  de  P et  ne  divise  pas  le  troisième;  P et  f{x)  sont 
donc  premiers  entre  eux.  Comparant  la  valeur 

(x  — a)“  (x  — (x  — c)y  de  f(x) 

^ • ■ . ' v,  . A , 

-•  l 

à la  valeur  correspondante 

(x  — (x—b)c~'  (x  — c)»-'  X P de/'(x), 

et  observant  que  P est  premier  avecf(x) , on  voit  que  le  plus 
grand  diviseur  commun  à f (x)  et  f (x)  est  le  produit 

. (x  — n)*-'  X (x  — b)c~  ' X (x  — c)*-' 

des  facteurs  de  f (x)  élevés  respectivement  à une  puissance 
moindre  d’une  unité  Cè  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Exemple.  Soit  f(x)  = x1 — 27X  + 54. 

On  a /'(*)  = 3x*  — 27  =3(x*  — 9). 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f(x)  et  f'(x)  est  x — 3. 
Le  polynôme  f(x)  contient  donc  deux  facteurs  égaux  à x — 3. 
Et  en  effet , ' 

/(x)  = (x  + 6)  (x  - 3)*,  f(x)  = 3 (x  + 3)  (x  - 3) . 

1"  Remarque.  Il  résulte  du  principe  énoncé  que  les  facteurs 
qui  n’entrent  qu’nne  seule  fois  dans  un  polynôme,  ne  se  trou- 
vent plus  dans  sa  dérivée. 

2e  Remarque.  Les  propriétés  qui  ont  été  démontrées  dans 
le  n°  247  peuvent  aussi  se  déduire  du  principe  général  du 
n°  249.  En  effet;  quand  tous  les  facteurs  de  f (x)  sont  Inégaux, 
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on  a * = i , ,C  = 1 , y = 1 ; le  plus  grand  diviseur  commun 
à /(x)  et  /'(x)  se  réduit  à l’unité;  /(x)  et/'(x)  sont  donc 
premiers  entre  eux.  • 

Lorsque  /(x)  renferme  des  facteurs  égaux , l’un  des  exposans 
»,  C,  y,  est  plus  grand  que  l’unité,  le  plus  grand  commun  di- 
viseur (x— (x— b):~'  (x— c)>_l  entre  /(x)  et  /'(*) 
renferme  donc  x. 


DES  DÉRIVÉES  SUCCESSIVES. 

25o.  La  dérivée /'(x)  d e/(x)  étant  une  nouvelle  fonction 
de  x,  on  peut  chercher  de  même  la  fonction  dérivée  de/'(x); 
cette  nouvelle  fonction  dérivée  est  la  deuxième  dérivée  de 
et  on  la  désigne  par  /*(■£)• 

Par  une  raison  semblable  , la  dérivée  def(x)  est  la  troisième 
dérivée  def  (x) , on  la  désigne  par  la  fonction/^  (x) 

est  la  première  dérivée  de  f’(x),  ou  la  deuxième-dérivée  de 
/'(x).  Et  ainsi  de  suite.  ' 

Ier  Exemple.  Soit  f (x)  = x3  — 7X3  + 4- 

On  a f '(x)  = 3x*  — i4x,  /"(x)  =6x—  14,  f(x)s=  6. 

Toutes  les  autres  dérivées  def(x)  sont  huiles;  car  l’expres- 
sion de/*(x)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  6x°,  la  dérivée 
de  /'(x)  est  0 X 6x°-1,  ou  zéro. 

En  général  : Toutes  les’dérivées  par  rapport  à x , d’une  quan « 
iitè  indépendante  de  x,  sont  égales  à zéro. 

2e  Exemple.  Soit 

f(jx)  — xm  + px”-’  +. . .-f  rx*  -(-  sx-4- 1, 
on  aura  * 

— i)pxm-*-)-.  . .-f-2rx^-s, 

- jf'(x)— m(m — i)xm-“-l-(m — l)(m — 2 )pxm~3+. . .+2 r, 

fm{x)=m(jn — i)(m — 2)x”—3-j-(m — 1 )(m — a)(m — 3)pxm~* + etc. 

En  continuant  ainsi,  il  est  facile  de  voir  que  la  (/H — 1)"“' 
dérivée  de  /(x)  sera 
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m(m — i)  (/n  — 2). . .3.2X  + (m — 1)  (m — 2). . .3.2. 1 Xp, 

et  jque  par  suite* la  m,im‘  dérivée  sera  m(/p — i)(/n — 2). ..3. 2. 1. 
Toutes  les  dérivées  suivantes  seront  égales  à zéro. 

a5 1.  Lorsque  f(x)  est  un  polynôme  entier,  les  coeflïciens  des 
diverses,  puissances  de  A dans  le  développement  de  f(x  -f-  A) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  peuvent  être  exprimes 
au  moyen  des  dérivées  successives  de/[x).  En  effet,  soit 

f(x)=xn  -\-pxm~'  -J-  qxm~%  + •••+***+  tx-\~ut  on  aura 
J\x+h)=  (*+ A)",+/)(*+ h)m~‘  -f.. .+  s(x+ A)’+  /(*+A)+u. 

Développant  les  diverses  puissances  du  binôme  x-f-A  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  A,  l’expression  de /(x  + A) 
deviendra 

xm  -h  mxm~'  h+  m(m — 1)  - /i»  4.  etc. 

2 

-hpxm~’  +(m — i )pxm-'  + (m — i)(i»  — a)  pj“-J 

+qxm~%  +{m — y)qxm-i  -b(m — a)  (m — 3 )qxm~* 

+«■  + lu  -f-  a» 

-ht*  +'  t 

•h  u 

Dans  ce  développement  (Je  f[x  -f-  A)  , le  terme  indépendant 
de  A est  la  fonction  primitive 

f(x)  = xm  -\-pxm-'  + qxm-‘  . .+  sx*  tx  + u. 

Le  coefficient 

mxm~'  + (m — 1 ) px"~'  -|-  (m  — 2)  ÿx”1-3  -f-,  • . + asr  -f-  G 
de  la  première  puissance  de  A,  est  la  dérivée  f (x)  de  f{x). 

Le  coefficient  de  - A*  est  la  2e  dérivée  f ( x ) ilef(x). 

2 

Et  en  poussant  plus  loin  les  calculs,  on  verra  que  les  coeffi- 

ciens  de  — 3 , — =— etc.,  sont  les  dérivées  successives /*(x) , 
2.0  .2.0.4 

f""(x) , etc. , de /(x).  • ' 

Par  conséquent , lorsque  dans  un  polynôme  /(x)  de  la  forme 
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a :m -f-pxm-1-f-ÿxm-*  + ...  -f-  «JC*  + tx  -f-  u , on  chunge  x en 
X + k,  le  résultat  f(x  h)  > ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  h devient 

/(*) + h/  (x) + f /*(x)+  ^rw+ «*<=. 

Nous  ferons  souvent  usage  de  cette  propriété  remarquable. 

Exemple.  Soit  /(oc)—*?  — 5.r  -)-  7 , 
on  a f (x)  — ux — 5,f"[x)  = a. 

Toutes  les  autres  dérivées  de  f(x)  étant  nulles , le  dévelop- 
pement général  de  f{pc  -f-  h)  se  réduit  à 

/(x  -f  A)  = (x*—  Sx  + 7)  + h {ix  — 5)  -f-  - X 2. 

On  parvient  au  même  résultat  en  changeant  ÎE  en  x~\~h  dans 
x3  — 5x-f-  7. 

§ V.  De  la  résolution  d’une  équation  numérique  à 
une  seule  inconnue. 

252.  Nous  avons  vu  comment  on  peut  résoudre  les  équations 
du  premier  et  du  second  degré  à une  seule  inconnue,  et  nous 
avons  obtenu  des  formules  générales  qui  expriment  les  racines 
en  fonction  des  coefficiens.  Nous  trouverons,  par  la  suite, 
des  formules  semblables  pour  les  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré;  mais  lorsqu’ une  équation  à une  seule  inconnue 
est  d’un  degré  plus  élevé , on  ne  sait  plus  exprimer  ses  racines 
en  fonction  de  ses  coefficiens.  Cependant,  lorsque  l équation  est 
numérique  j on  peut  déterminer  toutes  ses  racines  reelleSj  quel 
que  soit  et  ailleurs  son  degré. 

Nous  donnerons,  dans  la  troisième  section  j le  moyen'  de 
trouver  les  racines  imaginaires. 

Les  racines  réelles  pouvant  être  commensurables  ou  incom- 
mensurables j nous  allons  nous  occuper  successivement  de  la 
recherche  de  ces  deux  classes  de  racines. 


*:  * 


Digitized  by  Google 


3q6  ALGÈBRE. 

De  la  recherche  des  Racines  réelles  commensurables. 


a53.  Les  raciqes  commensurables  sont  nécessairement  des 
nombres  entiers  ou  fractionnaires. 

Les  racines  entières  sont  faciles  à obtenir,  car  il  suffit  d’es- 
sayer tous  les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs,  compris  entre 
les  limites  des  racines  de  l’équation  proposée;  ce  qui  n’oCTre 
aucune  difficulté. 

Exemple.  Soit  l’équation  6x3 — ^3x'  -J-  7 gx  — 12  = 0. 

Se6  racines  positives  étant  comprises  entre  zéro  et  9 , on  don- 
nera successivement  & x les  valeurs  1,2,  3,...  7,8,  et  l’on 
reconnaîtra  que  x = 3.  et  z = 4 satisfont  à l’cquation  pro- 
posée. 

Cette  équation  ne  contient  pas  de  racine  négative  (n°  241). 

Pour  découvrir  la  troisième  racine,  on  pourrait  diviser  le 
•premier  membre  par  le  produit  x1 — 7x4-12  des  facteurs 
éommensurables  x— 3,  x — 4>  correspondans  aux  racines  ob- 
tenues + 3,  +4;  le  quotient  6x — 1 égalé  à zéro  fournirait  la 

troisième  racine  x=  g.  Mais  le  principe  du  n°  226,  (5°)  , conduit 

plus  simplement  au  même  résultat  ; car  la  somme  des  trois  ra- 

/O 

cines  de  l’équation  proposée  étant  -g-,  si  l’on  en  ôte  la  somme  7 

, » > ‘ r 

des  racines  connues  +3,  +4>  le  reste  g exprimera  la  troi- 
sième racine.  ' 

254.  Pour  trouver  les  racines  fractionnaires,  on  ramène  ce 
Cas  au  précédent,  en  transformant  l’équation  proposée  en  une 
autre  dont  les  racines  sont  égales  à celles  de  la  proposée,  mul- 
tipliées par  un  nombre  S' tel  que  les  racines  commensurables  de 
la  transformée  soient -des  nombres  entiers;  et  comme  on  sait 
trouver  les  racines  entières  de  cette  nouvelle  équation , il  suf- 
’iirade  les  diviser  par  le  nombre  connu  i',  pour  obtenir  les  ra- 
cines commensurables  (entières  et  fractionnaires)  de  l’équation, 
proposée. 
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Pour  effectuer  la  transformation  indiquée,  on  observe  d’a- 
bord > que  lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équa- 
tion étant  F unité  j les  coefficiens  des  autres  termes  sont  des 
nombres  entiers j cette  équation  ne  peut  admettre  aucune  racine 
fractionnaire  ; de  sorte  que  ses  racines  commensurables  sont 
nécessairement  des  nombres  entiers.  En  effet,  soit  une  équation 
de  cette  forme, 


(i). . . . xm  + pxm  1 -+•  qxm  * 4-  • • • ~h  ex / ==  o. 

Si  l’une  de  ses  racines  pouvait  être  une  fraction  irréduc- 

, b . 

tible  - , on  aurait 
a 


bm  * 

— = — (pbm~l  -j-  qab + . . . + sbam~‘  -f  <«"—). 


Or,  par  hypothèse,  a,  b,p,  q,...,  s,  t,  sont  des  nombres 
entiers,  et  m est  un  nombre  entier  positif;  la  fraction  irréduc- 
bn 

tible  — serait  donc  égale  à un  nombre  entier;  ce  qui  est  ab- 
surde. Le  principe  est  donc  démontré. 

Les  racines  commensurables  de*l’équation  (i)  ne  pouvant 
être  que  des  nombres  entiers  , on  est  conduit  à ramener  l’équa- 
tion f(y)=o,  dont  on  cherche  les  racines  fractionnaires,  à la 
forme  (i).  Pour  y parvenir,  on  chasse  d’abord  tous  les  dénor- 
minateurs,  ce  qui  donne  une  équation 

(2). . .aym-f  by"~‘  -f-  by- f 1=  o, 

dans  laquelle  a,  b,  c,  . . . , b,  l,  sont  des  nombres  entiers,  et 
l’on  cherche  par  quel  nombre  i'  on  doit  multjplier  les  racines 
de  l’équation  (2)  , pour  que  la  transformée  soit  réductible  à la 
forme  (1),  et  par  suite  pour  que  ses  racines  commensurables 
soient  des  nombres  entiers.  A cet  effet,  on  pose  yX,t=x, 

OC 

d’où  y— j 1 l’équation  (?)  devient 
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et  en  multipliant  tous  les  termes  par  «T"-',  on  trouve 

j xm  -f-x  b—'  4-  dx*'~x  + • • • + bîm~x  x -f  lîm~'  = o. 

Pour  que  celte  dernière  prenne  la  forme  (1  ) , il  suffit  de  faire 

JC 

J=za,  d’oii  ;y  = - > car  '1  011  résulte 

(3). . ,xm4- bxm~‘  + cax"—  4- ...  + ha"-x  x + la—'  — 6. 

Toutes  les  racines  commensurables  de  l’équation  (3)  étant 
des  nombres  entiers,  il  sera  facile  de  les  déterminer,  et  en  les 
divisant  par  le  nombre  connu  a , les  quotiens  seront  les  racines 
commensurables  (entières  et  fractionnaires)  de  l’équation  (2) 
proposée.  ’ , 

Exemple.  Soit  l’équation  (4)... /(y* — y + 3=o. 


Pour  la  ramener  à la  forme  (1),  on  y fera  y 
formée  sera  ' 


la  trans- 


4 Qp — 7 Qp4*3  = o,  (Sj.-x3— 728*  4-48  = 0- 


Les  valeurs  commensurables  dç  x seront  des  nombres  entiers. 

Toutes  les  racines  positives  de  l’équation  (5)  sont  moindres 
que  1 + \/4®  ou  que  8;  changeant  x en  — x,  on  trouve 
x3 — 28x  — 48  = 0,  de  sorte  que  les  valeurs  absolues  des  ra-- 
cines  négatives  de,  l’équation  (5)  sont  moindres  que  1 4~  4^ 

ou  que  8.  II  suffit  donc  d’essayer  pour  x les  nombres  entiers 


1, 2,  3,  4,  5,  6,  7,  —1,  —x,  — 3,  —4,  — 5,  —6,  —7. 

, ' l 

On  trouve  que  x=2,  x=4  et  x— — 8,  satisfont  à l’équa- 
tion (5)  ; les  valeurs  correspondantes  de  y déduites  de  là  rela- 

cc  1 3 

tion  y = 7 , sont  -f-  + 1 et . 

u q 2 2 


/ 
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3.55.  Nous  allons  faire  voir  qu’on  peut  souvent  diminuer  le 
nombre  des  essais.  A cet  effet , considérons  l’équation 

(i). , .x3  + prx'+ptx+p3  = o, 

dans  laquelle  p,,  p.  et  p3  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  Si  « représente  une  racine  commensurable  de  cette 
équation,  a sera  nécessairement  un  nombre  entier,  et  on  aura 

«3-f-p,«’  + pa.*-|-p3  = o,.  d’où  = — {pt  + p,*  -+-•*)• 

11  faut  donc  que  le  quotient  de  p3  par  • soit  un  nombre  entier. 
Toute  racine  commensurable  d’une  équation  ramenée  à la 
forme  (l)>  divise  donc  le  dernier  terme  de  cette  équation. 

On  obtiendra  donc  les 1 racines  commensurables  de  l’équa- 
tion (l)  en  essayant  les  diviseurs  du  dernier  terme  qui  sont  com- 
pris entre  zéro  et  les  limites  supérieures  des  racines. 

Exemple.  Soit  l’équation  x3  ax*  — gr  — 18  = o. 

Les  valeurs  absolues  de  scs  racines  réelles  étant  comprises  entre 
6 et  — io , il  suffit  d’essayer  les  diviseurs  « , a,  3,  — I , — 2, 
— 3,  — 6,  — 9»  du  dernier  terme.  On  trouve  ainsi  que  les  ra- 
cines de  l’équation  proposée  sont  + 3 , — a et  — 3. 

On  peut  diminuer  le  nombre  des  essais  à faire  sur  les  divi- 

p3 

seurs  du  dernier  terme  p3-,  car  en  posant  — = q,  , q,  sera  un 

Ct 

nombre  entier,  et  on  aura 

<7.=—  (/’»+/’.«  + <*')>  d’où  = — (P.  + «)• 

Le  quotient  de  y,  ■+•  p,  par  æ doit  donc  être  un  nombre  entier. 
Si  cette  deuxième  condition  n’est  pas  satisfaite,  le  diviseur  « 
du  dernier  terme  p3  ne  sera  pas  racine  de  l’équation  (i).. 

Si  le  quotient  de  q,  +p»  par  » est  un  nombre  entier  ya , 
on  aura 

q»  — — (p,  +-),  d’où  q,  p,  = — a. 

Il  faut  donc  que  q%  -(-  pf  soit  égal  au  diviseur  « pris  avec  un 
signe  contraire. 
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Toute  racine  eommensurable  « de  l’équation  (i)  doit  satis- 
faire à ces  trois  conditions.  * 

RicxpROQUEMEKT,  tout  diviseur  « du  dernier  terme  qui  satis- 
fera aux  conditions  précédentes  sera  une  racine  de  l’équation  (i), 
car  en  éliminant  q,  et  q%  entre  les  relations  énoncées 


Pi 


: q ».  ÿ»=— C p.  + «)» 


on  trouve  successivement 

q'  '~  = ~0?i  + *)>  ?<=— (a+P.)“—  /»«=-, 

« « 

Pi  — — (*+P,)  **—  + + Pi  = o, 

et  cette  dernière  relation  exprime  que  a est  racine  de  l’ équa- 
tion (i). . .a;3-l-p1r!,-f-/>,a:+p3  = o. 

Par  conséquent  : Pour-découvrir  si  un  diviseur  * du  dernier 
terme  de  l’équation  x3  -+-  p,x*  -+-pax  + pj=»  o,  est  racine  de 
cette  équation,  il  suffit  de  chercher  le  quotient  q,  de  ps  par  «; 
on  ajoute  à q , le  coefficient  p%  de  la  ir*  puissance  de  x,  et  on 
divise  la  somme  q,+p » par  « ; si  le  quotient  n’est  pas  un  nombre 
entier,  * ne  sera  pas  racine;  si  le  quotient  est  un  nombre  en- 
tier qt,  on  ajoute. à ce. quotient  le  coefficient  p,  de  x";  si  la 
somme  q%  p,  est  égale  au  diviseur  « pris  avec  un  signe  con- 
traire , * sera  une  racine  ;et  si  cette  somme  n’est  pas  égale  à —a, 
le  diviseur  a.  ne  sera  pas  racine. 

Ainsi,  dans  l’exemple  de  la  page  399-, pour  essayer  le  diviseur 
3 du  dernier  terme  de  l’équation  x3-f-  2x* — gx  — 18  = 0,  on 
divise — 18  par  3 ,ce  qui.  fournit  le  quotient  — 6;  on  ajoute  à ce 
quotient  le  coefficient  — 9 de  x,  et  on  divise  la  somme — i5 
par '3,  ce  qui  donne  le  quotient  — 5;  on  ajoute  à ce  quotient  le 
coefficient  a de  x* , la  somme  — 3 étant  égale  au  diviseur  3 pris 
en  signe  contraire,  on  voit  que  ce  diviseur  est  une  racine  de 
l’éqâation  x3-\-zx* — gx — 18  = 0. 

On  trouvera  d’une  manière  semblable  que  les  autres  racines 
sont — • a et  —3. 

256.  Des  raisonneraens  et  des  calculs  analogues  pouvant  s’ap- 
pliquer à une  équation , ... 
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(a).  . ,Xm+pf!m~'+p*Xm~*+  • • • -f Pm_.X*4-Pm_,^+P»=0, 

dans  laquelle  tous  les  coefficiens  sont  des  nombres  entiers,  l’a- 
nalogie conduit  à cette  règle  générale  : 

Pour  découvrir  si  un  diviseur  a du  dernier  terme  pm  de  l’é- 
quation (2)  est  racine  de  cette  équation j divisez  pm  par  a ; le 
quotient  sera  un  nombre  entier  q,  ; ajoutez  à q,  le  coefficient  pm_, 
de  la  i re  puissance  de  x,  et  divisez  la  somme  par  a.;  le  quotient 
devra  être  un  nombre  entier  q%  ; ajoutez  à qt  le  coefficient  pm_» 
de  x*  et  divisez  la  somme  par  a;  le  quotient  devra  être  un  nombre 
entier  qs-  Continuant  ces  calculs , vous  parviendrez  à ajouter 
au  m — iWm'  quotient  qm—,j  le  coefficient p,  de  xm~‘  ; la  somme 
devra  être  égale  au  diviseur  <t  que  vous  essayez  pris  avec  un 
signe  contraire.  Tout  diviseur  du  dernier  terme  qui  satisfait  à 
ces  m conditions  est  racine  de  l’équation  (2),  et  tout  diviseur  qui 
ne  satisfait  pas  à une  de  ces  conditions  doit  être  rejeté. 

On  ne  soumet  pas  à ces  essais  les  diviseurs  4-  1 , — 1 du  der- 
nier terme  pm,  parce  qu’il  est  plus  simple  de  faire  successive- 
ment x = -f-  1 et  x = — 1 dans  l’équation  proposée. 

On  n’essaie  que  les  diviseurs  du  dernier  terme  qui  sont  com- 
pris entre  zéro  et  les  limites  supérieures  des  racines. 

Si  l’on  veut  démontrer  directement  cette  règle  générale , on 
désignera  par  a.  une  racine  commensurable  de  l’équation 

(2) . . .xra-f-pixm—-f-p^cm-a4-. . . +p._,x*+Pm_,x-(-pK=o, 

« sera  un  nombre  entier  ( n°  2 54  ) , et  on  aura 

(3) . . + • • ■+P'*-***+Pm-,*+pm=o 

d’où 

P~i=—  (.Pm-  .+P«-»«+-  • .+p.«m_3+P. 

Ct 

Le  quotient  de  pm  par  a.  est  donc  un  nombre  entier  qt  ; ajou- 
tant à q,  le  coefficient  pm de  x,  et  ,divisant  la  somme  par  a, 
le  quotient  sera  un  nombre  entier  q% , car 

*-^rPm~:=—(pm-s+Pm-3»  + ...+p»*.m-*+pl»"-3+*m-t)=tl: 

26 
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Continuant  ces  calculs,  on  sera  conduit  aux  égalités 

g«-t — (pm_3+pm_ii  a-f-,  . . -f  p,*m-4  -f-  am~3)  = q9 


gs+P»-s^_ 

' J a 


(.P*-i+Pm-S»  + ---+P,»m  S + -",_4)  = ?4 


ym-3-fp3_ ^ +/>,«•-+-**)  = $»*_. 

g"r?+f  !=-(>,, + .)  = ?„, 

y m_i +/>.  = — *»• 

Toute  racine  commensurable  de  l’équation  (2)  satisfait  donc 
à ces  m conditions. 

La  réciproque  est  vraie,  car  ces  m conditions  ayant  lieu,  la 
relation  (3)  exprime  que  x — a rend  l’équation  (2)  identique. 

Exemple.  Soit  l’équation  (4)—x'  -f-  x3  — 'jx'  — x -f-  6 = o. 

Toutes  ses  racines  positives  sont  comprises  entre  o et  + 4 ; 
ses  racines  négatives  se  trouvent  entre  o et  — 8 ; on  ne  doit 
donc  prendre  que  les  diviseurs  + i,  + 2,  -4-3,  — 1,  — 2, 

— 3,  — 6,  du  dernier  terme  On  fait  d’abord  x=-f-t  et 
x = — 1 dans  (4)>  et  l’on  voit  que  -f-  1 et  — 1 sont  racines. 

Pour  essayer  le  diviseur  -4-  2 , on  divise  + 6 par  -4-  a ; le 
quotient  est  q,  =:+  3;  on  ajoute  à + 3 le  coefficient  — 1 de  x, 
et  la  somme  divisée  par  -4-  2 fournit  le  quotient  y,  = .1  ; on 
ajoute  à ce  quotient  le  coefficient  — 7 de  x“;  la  somme  divisée 
par  -f-  2 donne  le  quotient  yj  = — 3 ; on  ajoute  à — 3 le  coeffi- 
cient -h  1 de  x3;  la  somme  — 2 étant  égale  au  diviseur  -j-  2 pris 
avec  un  signe  contraire,  ce  diviseur  est  une  racine  de  l’équation 
proposée. 

On  reconnaîtra  de  même  que  — 3 est  racine. 

De  sorte  que  les  quatre  racines  de  l’équation  (4)  sont  + 1 , 

— 1 , -4-  2 et  — 3. 

On  a l’habitude  d’essayer  tous  les  diviseurs  à la  fois  comme 
on  le  voit  ici  : 
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Diviseurs  à essayer 

— 6 

- 3 

— a 

4-  2 

4-  3 

Quotiens  <7, 

— a 

— 3 

* : 1 V . * 'l  * 

+ 3 

-h  a 

Dividendes 

— a 

— 3 

-4 

+ 2 

-+■  1 

Quoiiem  7, 

*+■  1 

-f-  2 

4-  1 

Dividendes 

r-  6 

- 5 

— 6 

Qnotiens  <73 

4-  a 

— 3 

Valeurs  de  1 



+ 3 

— a 

La  première  ligne  horizontale  contient  les  diviseurs  du  der- 
nier terme  6,  compris  entre  les  limites  des  racines.  On  a divisé 
-f-6,  par  chacun  de  ces  diviseurs,  ce.qui  a fourni  les  quotiens 
placés  dans  la  seconde  ligne;  on  a ajouté  à chaque  quotient,  le 
coefficient  — i de  x ; ce  qui  a donné  les  dividendes  placés  dans 
la  troisième  ligne;  la  division  de  ces  nombres  par  les  diviseurs 
correspondans  de  -f-  6 a fourni  les  quotiens  contenus  dans  la 
quatrième  ligne;  et  les  dividendes  — 2,  1 , n’étant  pas  di- 

visibles par  les  diviseurs  correspondans  — 6;  -f-  3,  ces  diviseurs 
ne  sont  pas  des  racines  de  l’équation  proposée.  On  a ajouté  à 
chacun  des  quotiens  -f-i,  + 2 » -f-  1 , le  coefficient  — 7 de  xs  ; 
ce  qui  a fourni  les  dividendes  de  la  cinquième  ligne.  On  a 
divisé  ces  dividendes  par  les  diviseurs  correspondans  — 3 , — 2 , 
+ 2;  et — 5 n’étant  pas  divisible  par  le  diviseur  correspondant 
— 2,  ce  diviseur  n’est  pas  racine  de  l’équation  proposée;  on  a 
écrit  les  quotiens  +2, — 3,  dans  la  sixième  ligne.  Enfin,  on 
a ajouté  aux  quotiens  + 2,  — 3,  le  coefficient  -f-  1 de  x3;  les 
sommes +3,  — 2,  étant  respectivement  égales  aux  diviseurs 
correspondans  pris  avec  des  signes  contraires,  ces  diviseurs  sont 
racines  de  l’équation  (4). 

Remarque.  Lorsqu’on  veut  appliquer  la  règle  générale  à 
une  équation  qui  ne  renferme  pas  toutes  les  puissances  de  x 
inférieures  ait  degré  de  cette  équation,  on  rétablit  d’abord  les 
termes  qui  manquent  en  les  affectant  du  coefficient  zéro. 

26. . 
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Exemple.  Soit  l’équation  de  cette  espèce 
x3  — 7X  4-  6 = o, 
on  la  mettra  sous  lia  forme 

x3  4-  o x’  — qx  + 6 = o. 

Si  l’on  applique  la  règle  générale  à cette  dernière  équation, 
et  si  l’on  observe  que  le$  valeurs  absolues  des  racines  réelles 
sont  comprises  entre  téro  et  4"  4 > on  s6™  conduit  aux  calculs 
suivant  : 


Diviseur*  & essayer 

+ a 

+ 3 

— 2 

— 3 

Quotiens^,  de6par« 

-+-  3 

-+■  2 

— 3 

— 2 

I Dividendes 

-4 

- 5 

— 10 

— 9 

• 

Quotiens  q » 

. — 2 

+ 5 

+ 3 

Valeurs  rie  q,  + p, 

— 1 



-f*  5 

+ 3 

La  première  ligne  horizontale  renferme  les  diviseurs  (lu  der- 
nier terme  6 compris  entre  les  limites  des  racines.  On  a di- 
visé 6 par  chaque  diviseur,  ce  qui  a fourni  les  quotiens  q, 
placés  dans  la  deuxième  ligne.  On  a ajouté  à chacun  de  ces 
(juotiens  le  coefficient  — 7 de  la  première  puissance  de  x,  ce 
qui  a donné  les  dividendes,  placés  dans  la  troisième  ligne.  La 
division  de  chacun  de  ces  dividendes  par  les  diviseurs  corres- 
pondans4-2,  — 2,  — 3,  de  -{-6,  a fourni  les  quotiens  exacts 
-a,  4-5, +3  ; et  — 5 n’étant  pas  divisible  par  -f-3 , on  en  a 
conclu  que  4 3 n’est  pas  racine.  On  a ajouté  aux  quotiens  y,,  le 
coefficient  zéro  de  x%,  ce  qui  a fourni  les  sommes  — 2 , -f-5 , -f-3  ; 
ces  sommes  devant  être  égales  aux  diviseurs  correspondans 
4-  9 , — 2 , — 3 , pris  avec  des  signes  contrai  res , on  voit  que  les 
diviseurs  + 2,  — 3 sont  racines,  et  que  — 2 n’est  pas  racine. 
D’ailleurs  x=i  satisfait  à l’équation  proposée.  Les  trois  ra- 
cines de  cette  équation  sont  donc  4-  1 , 4-  2 et  — 3. 

257.  Lorsqu’on  a trouvé  toutes  les  racines  commensurables 
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a,  b,... y b,  d’une  équation  /(x)  = o,  il  est  facile  d’en  dé- 
duire une  équation  p(x)=o,  qui  ne  renferme  plus  que  les  ra- 
cines incommensurables  et  imaginaires  de  la  proposée;  il  suffit 
pour  cela  de  diviser  /(x)  par  le  produit  des  facteurs  corres- 
pondais x — a , x — hy  x — Jb;  le  quotient.  Q ne  pouvant 

pas  renfermer  d’autres  racines  commensurables  que  a,  b,...,  b, 
on  cherche  quelles  sont  celles  de  ces  racines  qui  réduisent  Q 
à zéro.  On  divise  de  même  Q par  le  produit  des  facteurs  cor- 
respondans  à ces  dernières  racines;  et  en  continuant  à opérer 
d’une  manière  semblable,  on  parvient  à un  dernier  quotient 
p(x)  qui  n’est  réduit  à zéro  par  aucune  des  valeurs  x = a, 

x=b x—k-,  l’équation  p(x)  = o ne  renferme  plus  que 

les  racines  incommensurables  et  imaginaires  de  l’équation  pri- 
mitive /(x)=o.  Le  nombre  de  fois  qu’on  aura  pu  diviser  par 
les  facteurs  x — a,x — b,...,  x — k,  indiquera  le  degré  de  mul- 
tiplicité des  racines  commensurables  a,  b,.. b. 

Exemple.  Soit  l’équation 

V ' 

(i)...  x5 — ax4 — i7X3-f  4ox"  + 3ox — >52  = 0, 

' 1 

on  trouvera  que  ses  racines  commensurables  sont-f-3  et — 4- 
Pour  déterminer  combien  de  fois  les  facteurs  x — 3,  x-f-  4 > 
entrent  dans  l’équation  (1),  on  divise  son  premier  membre  par 
le  produit  x*-f-x — ia  de  ces  facteurs;  le  quotient  égalé  à 
zéro  donne  q? — 3xa — ax-j-6=o;  or  les  racines  commensu- 
rables de  cette  dernière  ne  peuvent  se  trouver  que  parmi  les 
racines  commensurablçs  de  la  proposée,  et  comme  —4  ne  di- 
vise pas  le  dernier  terme  +6,  il  suffit  d’essayer  -J- 3;  on  trouve 
que  -f-  3 est  racine;  divisant  x3 — 3x*  — ar  + 6 par  x — ^3,  le 
quotient  égalé  à zéro  donne  x=±  y/2.  Le  premier  membre 
de  l’équation  (1)  est  donc  le  produit  des  facteurs  (x  — 3)% 
(x  + 4),  ( x — y/ 2 ) , (x -J-  l/ 2)  ; de  sorte  que  cette  équation 
contient  deux  racines  égales  à +3,  et  trois  racines  inégales 
—4,  + y/a,  — V^2. 

258.  Lorsqu’on  a obtenu  la  valeur  exacte  <t , d’une  des  ra- 
cines de  l’équation  (1)  .'.  -f(x)  =o,  le  principe  du  n°  249 
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conduit  plus  simplement  à la  détermination  du  degré  de  mul- 
tiplicité de  cette  racine. 

En  effet,  d’après  ce  principe,  si  l’équation  (i)  a trois  racines 
égales  à a,  on  aura 

/(x)  — (x  — *)’  X M , /(x)  = (x  — a)*  X iV, 
/'(x)=  (x-*)  X P , /'(x)=  Ç, 

et  aucun  des  polynômes  M,  N , P,  Q,  ne  sera  divisible  par 
x — * ; l’hypothèse  x=<*  ne  les  réduit  donc  pas  à zéro;  d’ail- 
leurs ces  polynômes  ne  peuvent  pas  devenir  infinis , car  ils  ne 
contiennent  que  des  puissances  positives  de  x.  Faisant  donc 
x=«,  les  fonctions  f(x)  , f'(x) , f"  (x) , se  réduiront  à zéro, 
et (x)  ne  deviendra  pas  nulle. 

En  général  : Pour  trouver  combien  de  fois  le  facteur  x—a. 
entre  dans  f(x),  il  suffit  de  faire  xz=a  dans  les  dérivées  f (x) , 
f*  (x) , etc.  ; le  rang  de  la  première  dérivée  qui  nest  pas  réduite 
à zéro  j indique  combien  de  fois  le  facteur  x — a entre  dans 
y(x)y  ce  qui  exprime  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a. 

Ainsi,  dans  l’exemple  du  n*  , pour  découvrir  1e  degré 
de  multiplicité  de  la  racine  commensurahlc  3 de  l’équation 

(i). . .x5 — ax*  — i7x3  + 4°x*  + 3ox  — 72  = 0, 

on  forme  les  dérivées  successives  de  f(x),  qui  sont 

f (x)=  5x*—  8X3 — 5ix*+8ox  + 3o, 
f"  (x)  = 20X3 — 24x* 102X  +80,  etc.  ; 

on  y fait  x=3;  la  valeur  de  f\x)  se  réduit  à zéro,  et  /"(x)  ne 
devient  pas  nul;  l’cquation  (1)  renferme  donc  deux  racines 
égales  à -f-  3. 

La  racine  commensurable  — \ n’entre  qu’une  seule  fois  dans 
l’équation  (1),  car  l’hypothèse  x = — 4 ne  réduit  pas  f (x) 
à zéro. 

Pour  trouver  les  deux  autres  racines  de  l’équation  (1),  i t 

suffit  de  diviser  son  premier  membre  par  le  produit 

x3  — ax* — i5x-f-36  des  facteurs  (x — 3)*,  (x-f*4)»  le  quotient 
x* — 2 égalé  à zéro,  donne  les  racines  cherchées -f-  i/  2 , — )/  2 . 

- 

ïyf. 
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Recherche  des  racines  réelles  incommensurables . 

, t * . « 

25g.  Ce  qui  précède  donnant  le  moyen  de  supprimer  tous 
les  facteurs  correspondais  aux  racines  commensurablcs , on  est 
conduit  à résoudre  une  équation  numérique  à une  seule  in- 
connue qui  n’a  plus  que  des  racines  incommensurables  et  ima- 
ginaires. 

Nous  supposerons  que  l’équation  est  ramenée  à la  forme 
xm  + pxm~'  -J-  qxm~'  -f- . . . . -f-  rr*  -f-  sx  + t = o , 
et  nous  désignerons  son  premier  membre  par/fx). 

260.  Lorsque  deux  quantités  «,  G t mises  au  lieu  de  x dans 
l’équation  (1)..  .f  (x)  = Oj  donnent  des  résultats  f («),  f (G) , 
de  signes  contraires  , une  des  racines  de  f équation  est  com- 
prise entre  * et  G.  Cette  racine  est  donc  réelle. 

i°.  Supposons  que  * et  C soient  tous  deux  positifs. 

Désignons  par  P la  somme  des  termes  positifs  de  l’équa- 
tion (i),  et  par  N la  somme  des  termes  affectés  du  signe  — ; 
l’équation  (1)  deviendra  P— N = 0.  Or,  tous  les  termes  de  P 
et  de  N sont  précédés  du  signe  + , et  les  exposans  de  x sont 
positifs  ; par  conséquent,  lorsque  x croît  d’une  manière  con- 
tinue, sans  cesser  d’ètre  positif,  P et  N croissent  aussi  d’une 
manière  continue.  * 

Cela  posé  : si  x= «*  donne  un  résultat  f{a)  positif,  cette 
valeur  de  x rendra  P>N;  et  si  x=G  fournit  un  résultat  f(G) 
négatif,  la  valeur  G de  x rendra  P<]N. 

Soit  »<^G  ; si  l’on  conçoit  que  x croît  d’une  manière  con- 
tinue depuis  m jusqu’à  G,  ces  valeurs  de  x seront  positives , les 
valeurs  correspondantes  de  P et  N croîtront  d’une  manière 
continue,  et  ces  accroisscmens  seront  tels  que  N qui  était 
moindre  que  P,  pour  x=et,  deviendra  plus  grand  que  P, 
pour  x = G-,  il  y aura  donc  un  instant  où  N sera  égal  à P;  il 
existera  donc  une  valeur  de  x,  comprise  entre  » et  G , qui 
donnera  P=N  ; cette  valeur  sera  une  racine  réelle  de  l’équa- 
tion (1). 

Remarque.  La  démonstration  précédente  est  entièrement 
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fondée  sur  ce  que  x croissant  d’une  manière  continue  depuis  a 
jusqu’à  G,  les  valeurs  correspondantes  de  P et  N croissent  de  la 
même  manière;  ce  qui  exige  que  x reste  constamment  positif 
entre  «*  et  G , car  dans  le  cas  où  x prendrait  des  valeurs  néga- 
tives, les  termes  de  P et  N , qui  contiennent  des  puissances 
impaires  de  x devenant  négatifs,  on  ne  serait  plus  certain  quex 
augmentant,  P et  N augmentent. 

2°.  Quand  « et  C ne  sont  pas  tous  deux  positifs , on  ramène 
ce  cas  au  précédent  en  augmentant  toutes  les  racines  de  l’é- 
quation (i),  d’une  quantité  positive  i'  plus  grande  que  les  va- 
leurs absolues  de  « et  de  C;  à cet  effet,  on  pose 
x -f-  z,  d’où  x—z  — 

Or,  d’après  cette  relation,  faire  x = « et  x=C  dans  /(x), 
se  réduit  à supposer  z — m + f'  et  a=C-J-<T  dans/^z — ^), 
car  les  résultats  de  ces  substitutions  sont  toujours /(a)  et  /(£)• 
Les  valeurs  positives  a -f-  P,  G- j-^,  de  z , substituées  — i), 

fournissant  deux  résultats  f{»)  ,f(G)  , qu’on  suppose  désignés 
contraires,  l’équation  f(z — è)  = o a une  racine  comprise 
entre  * •+•  et  £ + mais  x = z — f ; l’éqnation  (1)  a 

donc  une  racine  réelle  comprise  entre  * et  G. 

261.  Quand  deux  nombres  »,  G j comprennent  un  nombre 
impair  de  racines  de  l’équation  (1) — f(x)=  o,  les  hypo- 
thèses x=ttj  x — Gj  donnent  deux  résultats  _/"(«),  f(y) , qui 
sont  de  signes  contraires.  Lorsque  • et  G ne  comprennent  pas 
de  racines  ou  en  comprennent  un  nombre  pair  , les  résultats 
f (*)jf  (G),  sont  de  même’ signe.  En  effet  : 

1®,  Si  les  nombres  a,  G,  comprennent  trois  racines  réelles 
a,  b,  c,  de  l’équation  (1),  on  aura 

f 00  = (*—  «)  O—  b)  (x—c)X<p  (x). 

L’by pothèse  x .=  a donnera 

/(«)  = (.-  a)  (a  - b)  (a-  c)  X <p  (a) , 
et  x = C donnera 

m — (G  — a)  (C-  b ) (C  - c)  X 9 (G). 

Soit  a > G-,  les  racines  a,b,c,  seront  moindres  que  a et  plus 
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grandes  que  G;  les  facteurs  * — a,  * — b,  * — ç,  étant  positifs , 
leur  produit  sera  positif;  les  trois  facteurs  G — a,  G — b,  G — c, 
étant  négatifs , leur  produit  sera  négatif  ( n°  16, 3°).  D’ailleurs, 
a et  G ne  comprenant  que  les  trois  racines  a,  b , c,  de  l’équa- 
tion (1),  les  valeurs  de  <p  («)  et  (G)  sont  nécessairement  de 
même  signe;  car  autrement,  il  existerait  une  valeur  ê de  x, 
comprise  entre  a et  G , qui  réduirait  p (x)  à zéro,  et  qui  par 
suite  réduirait  /(x)  à zéro,  puisque  tp  (x)  est  un  facteur  de/'(x); 
l’équation  (1)  aurait  donc  une  quatrième  racine  comprise  entre 
* et  G,  ce  qui  est  contre  l’hypothèse  ;/(«)  et/ (£),  sont  donc  de 
signes  contraires. 

Ce  raisonnement  convient  évidemment  à un  nombre  impair 
quelconque  de  racines  comprises  entre  a et  G. 

2“.  On  prouvera  de  même  que  si  * et  G ne  comprennent  pas 
de  racines  de  l’équation  (1),  ou  en  comprennent  un  nombre 
pair,  /(«)  et  /(£)  seront  de  même  signe. 

262.  i°.  Lorsque  deux  nombres  etj  G,  substitues  pour  x dans 
l’équation  (1  )../(x)  = o, fournissent  des  résultats  f (u) , / (G)  , 
qui  sont  de  signes  contraires , il  tombe  un  nombre  impair  de 
racines  réelles  de  l’équation  ( I ).,  entre  u et  G;  car  s’il  ne  tombait 
pas  de  racine  entre  « et  C,  ou  s’il  en  tombait  un  nombre  pair, 
il  suit  du  principe  du  n°  261  (20),  que  les  résultats/(a),  f[G ), 
seraient  de  même  signe;  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

2°.  Quand  deux  nombres  *,  ?,  substitués  pour  x dans  l’équ,a- 
tion  (1).  . . f (x)  — o fournissent  deux  résultats  /(«).,/ ( G ),  de 
même  signe j il  n’existe  pas  de  racine  réelle  de  l’équation  (l)  j 
entre  u et  £,  ou  il  en  tombe  un  nombre  pair ; car  si  a et  G com- 
prenaient un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l’équation  (i), 
il  suit  du  principe  du  n°  261  (i°),  que  les  résultats /(*•),  f(G) 
seraient  de  signes  contraires,  ce  qui  est  contre  l’hypothcse. 

Remarque.  Les  deux  principes  que  nous  venons  d’établir  étant 
d’un  usage  continuel  pour  trouver  les  racines  incommensurables 
il  serait  à désirer  qu’on  pût  les  démontrer  directement.  Mais 
comme  cela  n’est  possible  que  dans  le  cas  particulier  où  toutes 
les  racines  comprises  entre  les  nombres  substitués  sont  inégales, 
cette  démonstration  serait  sans  importance. 
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a63.  Toute  équation  de  degré  impair  a au  moins  une  racine, 
réelle  de  signe  contraire  à celui  de  son  dernier  terme.  : - , 

En  effet;  supposons  d’abôrd  que  le  dernier  terme  soit  négatif 
dans  l’équation  proposée  s 

(1)  . . . xm  -\-p  c"~: 1 yx"1- s + • . . -{-rxl  -f-  sx  — t—o. 

L’hypothèse  x=o  fournit  un  résultat  négatif — t\  d’ailleurs 
en  mettant  dans  le  premier  membre  pour  x la  limite  supérieure 
L des  racines  réelles  positives  de  l’équation  (i) , on  obtient  né- 
cessairement un  résultat  positif.  L’équation  (i)  a donc  au 
moins  une  racine  réelle  positive  comprise  entre  réro  et  L. 

Quand  le  dernier  terme  est  positif,  l’équation  proposée  est 
de  la  forme 

(2)  . . .xm  -f- pxm~'  -f-  qxm~2  + rx“  + sx+  t=zo. 

* • 

Pour  ramener  ce  cas  au  précédent,  on  change  les  signes  des 
racines  en  remplaçant  x par  — x , ce  qui  donne 

V.  ^ 

xm  — pxm~'  -f-  qxm~*  — ...  — rx*-f-sx  — t = o,£n°  226,  7°). 

Or , cette  dernière  équation  ayant  son  dernier  terme  négatif, 
on  vient  de  prouver  qu’elle  a au  moins  une  racine  réelle  posi- 
tive a;  l’équation  (2),  qui  a ses  racines  de  signes  contraires,  a 
donc  au  moins  une  racine  réelle  négative  — a. 

264.  Toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est 
négatif. a au  moins  deux  racines  réelles , Hune  positive j l’autre 
négative.  Eu  effet  ; soit  l’équation 

(3)  . . . x”"  + px“— * -f  ?x,m—  + . ..  + rx*  + sx—  < = o. 

L’hypothèse  x = o fournit  un  résultat  négatif  — <;  et  on  ob- 
tient un  résultat  positif  en  mettant  pour  x , dans  le  Ier  membre  , 
la  limite  supérieure  L des  racines  positives.  L’équation  (3)  a 
donc  au  moins  une  racine  réelle  positive  comprise  entre  léro 
et  -f-L . 

Si  l’on  change  x en  — x,  les  racines  changeront  de  signe  et 
l’équation  (3)  deviendra 
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x*" — pxV"~l  q,v%n 7’  — .. . +w*-~ ~8X  — tzx o. 

Cette  dernière  ayant  son  dernier  terme  négatif,  on  tient  de 
prouvér  qu’elle  a au  moins  une  racine  réelle  -positive  -f*  « ; l’é- 
quation {3)  a dônc  au  moins  une  racine  réelle  négative  — «. 

265.  Une  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est 
positif j n a pas  de  racine  réelle , ou  elle  en  a un  nombre  pair. 

Eu  effet;  soit  l’équation 

(1)  ...  x,m  -f- pxtm~ 1 -f-  qx,m~!‘  + rx*  -f-  itx  ■+■  t — o , 

ai  l’on  désigne  par  L la  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives, les  hypothèses  x = o,  x=  L,  donneront  deux  valeurs 
positives  du  premier  membre^  Par  conséquent,  cette  équation  n’a 
pas  de  racine  réelle  positive , ou  elle  en  a un  nombre  pair 
(n°  262,  2°). 

Changeant  x en  — x dans  (1),  et  représéntant  par  N'  le  plus 
grand  coefficient  négatif  de  là  transformée  * * 

(2)  . . . x*"1  — px?m  1 -f-  qxlm~i  — . . . -J-  rx‘  — sx  4*  i ■—  9 t 

les  hypothèses  x = o , x=N'4-  i»  fourniront  deux  résultats 
positifs.  Par  conséquent , T’ équation  (2)  n’a  pas  de  racine  réelle 
positive , ou  elle  en  a un  nombre  pair  (n°  262 , 20)  ; et  par  suite , 
l’équation  (1)  n’a  pas  de  racine  réelle  négative,  ou  elle  en  a un 
nombre  pair. 

Pour  'concevoir  comment  l’éqUation  ( 1 ) peut  n’avoir  que  des 
racines  imaginaires,  on  n’a  qu’à  multiplier  des  facteurs  du  se- 
cond degré  de  la  forme 

x*  — mx  + ï’+C1,  x1  — 2a'x  4-  a,“  4-  G'*  > etc. , 

et  en  égalant  le  produit  à zéro,  l’équation  qui  en  résulte  est  de 
degré  pair,  son  dernier  terme  est  positif,  et  toutes  scs  racines 
sont  imaginaires , puisqu’elles  sont  fournies  par  les  équations 

x*  — 2*x  4-  «*  4-  — o , xa  — 2<*'x  4-  4-  C**  = o , etc. , 

qui  donnent 

x — etdzSy/—!,  x=  , etc. 
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D’après  les  propriétés  des  n°*  263 , 264  et  265 , les  racines 
imaginaires  d’une  équation  de  degré  quelconque  sont  toujours 
en  nombre  pairj  une  équation  qui  n’a  que  des  racines  imagi- 
naires est  nécessairement  de  degré  pair  et  son  dernier  terme  est 
positif  ; enfin  lorsqu’on  a ôté  toutes  les  racines  réelles  d’une 
équation , l’équation  résultante  doit  être  de  degré  pair  et  doit 
avoir  son  dernier  terme  positif. 

266.  Par  conséquent  : Lorsqu! un  polynôme  entier 

xm  -J-  pxm~‘  -f-  . . . + sx  + tj  ne  peut  être  réduit  à zéro  par 
aucune  valeur  réelle  de  x,  il  est  nécessairement  de  degré  pair, 
son  dernier  terme  est  positif,  et  il  reste  constamment  positif  pour 
des  valeurs  réelles  quelconques  de  x. 

267.  Lorsque  deux  nombres  entiers  »,  G,  mis  pour  X dans 
l’équation  (1). . .f  (x)  — o,  donnent  deux  résultats  f (<*■),  f(G ), 
de  signes  contraires , il  est  facile  d’approcher  autant  qu’on 
veut  d’une  des  racines  comprises  entre  a.  et  G. 

A cet  effet;  on  déterminé  d’abord  la  plus  petite  valeur  en- 
tière approchée  a d’une  des  racines  comprises  entre  a.  et  G ; ce  qui 
est  toujours  facile;  car  soit  * <[£ , il  suffit  de  substituer  succes- 
sivement pour  x dans  f(x) , les  nombres  entiers  consécutifs  à 
partir  de  »,  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  deux  nombres  entiers  a, 
a -f-  1 , qui  fournissent  deux  résultats  f{a) , f{a  -J-  1)  , de 
signes  contraires,  a sera  la  plus  petite  valeur  entière  approchée 
d’une  racine  R,  de  l’équation  (1). 

Nous  allons  faire  voir  comment  on  peut  calculer  la  racine  R 
à moins  d’une  unité  décimale  d’un  ordre  déterminé , lorsqu’on 
connaît  d! ailleurs  la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  R. 

268.  r*  Méthode.  Soit  l’équation 

(2) . . . x3  — 1 1 2x  -f-  44®  = o- 

Désignons  son  premier  membre  pary(x),  et  pour  simplifier 
les  calculs,  observons  qu’on  peut  mettre  f(x)  sous  la  forme 
x3 — 1 12 (x  — 4)i  Ie®  valeurs  x = 5,  x=6,  donnant  pour 
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f(x)  deux  résultats  de  signes  contraires,  la  plus  petite  valeur 
entière  approchée  de  la  racine  R comprise  entre  5 et  6 est  5. 

Si  l’on  veut  obtenir  cette  racine  à moins  d’un  dixième  d’unité, 
on  mettra  successivement  pour  x dans  x3 — ti2(x — 4)  > les 
valeurs, 

5,  5,i,  5,a, . . . , 5,9,  6, 

qui  diffèrent  entre  elles  de  o,  i ; et  comme  les  hypothèses  x~5, 
x = 6,  ont  donné  pour  y (x)  deux  résultats  de  signes  con- 
traires, on  obtiendra  nécessairement  un  changement  de  signe 
dans  les  résultats  de  deux  de  ces  substitutions  consécutives. 
On  trouve  en  effet,  que  x=5,4  et  x=5,5,  fournissent  deux 
résultats  de  signes  contraires;  la  racine  R tombe  donc  entre 
5,4  et  5,5.  De  sorte  que  chacun  de  ces  nombres  exprime  R à 
moins  d’un  dixième  d’unité.  ' 

Si  l’on  veut  obtenir  R à moins  d’un  centième  d’unité,  on 
substituera  pour  x,  dans  x3 — na(x  — 4)>  les  nombres 

5 , 4 o , 5,4 » , 5,42,  5,43 , etc • , 

qui  diffèrent  entre  eux  de  0,01 , et  l’on  reconnaîtra  que  la  racine 
cherchée  tombe  entre  5,42  et  5,43  ; de  sorte  que  chacun  de  ces 
nombres  exprimé  R à moins  d’un  centième  d’unité. 

Continuant  ces  calculs,  on  trouvera  que  la  racine  cherchée 
est  5,42758  etc. 

Remarque.  Ce  procédé  donnera  toujours  le  moyen  de  cal- 
culer une  des  racines  comprises  entre  et  et£ , avec  autant  d’exac- 
titude qu’on  voudra. 

Méthode  de  Newton. 

269.  2'  Méthode.  Quand  on  connaît  une  valeur  suffisam- 
ment approchée  d’une  racine  incommensurable,  on  peut  quel- 
quefois calculer  cette  racine  avec  un  plus  grand  degré  d’ap- 
proximation, par  un  procédé  qui  est  dû  à Newton. 

Soit  a.  la  valeur  à moins  d’un  dixième  d’unité  d’unç  racine 
réelle  incommensurable  R de  l’équation  (1). . ./(x)  =6. 
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Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation  , on  fait  x=-a.-\-z, 
et  z a autant  de  valeurs  réelles  que  mais  la  valeur  particu- 
lière de  a que  l’on  veut  calculer,  est  moindre  que  car  elle 

exprime  ce  qu’il  faut  ajouter  à a.  pour  obtenir  la  racine  R. 
Nous  ne  considérerons  que  cette  valeur  particulière  de  z. 

Cela  posé  : d’après  ce  qu’on  a vu  (n°  25i),  si  l’on  fait  x=a  + z 
dans  l’équation  (i)  . ./"(x)  = o,  elle  deviendra 


' /(-)+*/'(«) + î «•/"(-) +••■  + *"  = « j d’oi. 


La  valeur  de  z étant  moindre  que  les  puissances  s*, 
a3,  etc.,  sont  respectivement  moindres  que  —— , — — , etc. 

V 1 IOO  IOOO 

On  conçoit  donc  que  dans  la  relation  (2) , la  somme  des  termes 
qui  contiennent  a*,  z3,...,  am,  sera  souvent  moindre  que 

— : et  dans  ce  cas  la  relation 

IOO 

m /(«) 

(3)...  a 

fournira  une  valeur  de  a à moins  de  — d’unité.  On  calculera 
, 100 

donc  le  quotient  de  la  division  de  — /"(a)  p ar  f(<t)  avec  deux 
décimales  ; ce  quotient  ajouté  à « , donnera  une  valeur  G de  R 

qui  sera  approchée  à moins  de  d’unité. 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  on  fait  ; 

% est  moindre  que  et  l’équation  (i)  conduit  k 


<«•••—?§  + ïH**rm+-+  «-}• 

z étant  moindre  que  les  puissances  a*,  a3,  etc.;  -sontres- 
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pectivcment  moindres  que —-5,  etc.;  et  par  suite,  la 
somme  des  termes  qui  suivent  7=7 êst  généralement  moindre 

J 

que  — - — ; dans  ce  cas  ; la  formule 
1 1 00* 


(5)...  * = - 


m 

m 


donne  2 à moins  de  De  sorte  qu’en  calculant  le  quotient 

de  — f (G)  par  f'(G)  avec  quatre  décimales , et  en  ajoutant  ce 
quotient  à G , le  résultat  fournit  une  nouvelle  valeur  y de  R 

qui  est  approchée  à moins  de  — — . 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  dans  l’hypothèse  actuelle, 
on  obtient  à chaque  opération  le  double  du  nombre  des  déci- 
males qu’on  a trouvées  dan?  l’opération  précédente. 

f fx) 

La  formule  (6)...  2 = — J^(x)  conduisant  aux  mêmes  ré- 
sultats (3),  (5),  etc.,  quand  on  donne  successivement  à a;  les 
valeurs  a,  G,  etc.,  on  peut  établir  celte  règle  générale  : 

Soit  a.  lu  valeur , à moins  d’un  dixième  d’ unité,  d’une  ra- 
cine réelle  incommensurable  R de  l’équation  (1)..  .f(x)  = o; 
pour  obtenir  des  valeurs  plus  approchées  de  cette  racine , faites- 
x=a  dans  (6)  et  calcules  2 avec  deux  décimales  j ajoutes 
cette  valeur  approchée  dç  z à *;  la  somme  sera  une  2*  valeur 
G de  R approchée  à moins  de  o,oi.  Faites  x = G dans  (6),  et 
calculez  z avec  quatre  décimales  ; ajoutes  cette  nouvelle  valeur 
approchée  de  s à G;  la  somme  sera  une  3e  valeur  y de  R> 
approchée  à moins  de  0,0001.  Et  ainsi  de  suite.  , 

Lorsque  les  quantités  qu’on  néglige  dans  les  formules  (a), 

(4),  etc.,  ne  sont  pas  respectivement  moindres  que  etc.r 

la  méthode  précédente  est  en  défaut.  Ces  valeurs  des  quantités 
qu’on  néglige  n’étant  jamais  connues  d’avance , il  est  indispen— 
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sable  de  vérifier  à chaque  opération  si  les  décimales  que  l’on 
conserve  dans  les  valeurs  de  Zj  fournissent  les  valeurs  de  la  ra- 
cine cherchée  R avec  l’ approximation  indiquée. 

A cet  effet , on  peut  faire  usage  du  procédé  suivant  : 

Pour  découvrir  si  une  valeur  R'  de  R calculée  avec  n déci- 
males, ne  diffère  de  la  valeur  exacte  de  R que  d’une  quantité 

moindre  que  — — ; , on  fait  successivement  x = R'  -I — , 

1 io"  io1* 

x = R'  — dans  f (x)  ; si  les  résultats  sont  de  signes  con- 

traires, R sera  compris  entre  ces  deux  valeurs  de  x,  de  sorte 


que  R'  exprimera  R à moins  de  Si  les  résultats  sont  de 

même  signe,  la  méthode  de  Newton  sera  en  défaut. 

Exemple.  Soit  toujours  l’équation, 

. . * f 

x3 — i lar -f- 448  = o;  on  a 
/(x)  = x3  — 1 12  (x  — 4),  /'(x)  = 3x*  — 1 12. 

• Les  hypothèses  x = 5,4,  x = 5,5,  donnant  deux  valeurs 
de/(x)  qui  sont  de  signes  contraires,  il  tombe  une  racine  R 
de  l’équation  proposée  entre  5,4  et  5,5  ; de  sorte  que  la  valeur 
de  R à moins  d’un  dixième  d’unité  est  « = 5,4- 

Pour  obtenir  la  racine  R à 0,01  près , on  fait  x=5,4  dans 


(0 


_ _ /ç f)  _ Æ3  — lia  (x— 4)  * 
f{x)  3x*  — 112  ’ 


11  0,664 

et  ron  trouve  z = —jCfa  = o,oa  etc. 

Conservant  les  deux  premières  décimales  de  z,  on  ajoute 
0,02  à 5,4 , ce  qui  fournit  la  2*  valeur  approchée  C = 5,4a  de  R. 

Pour  s’assurer  que  5,4a  exprime  R à moins  de  0,01 , on  fait  suc- 
cessivement x = 5, 41  etx=5,43  dans  la  valeur  x3 — 1 ia{x — 4) 
de /(x),  les  résultats  étant  de  signes  contraires,  la  racine  R 
tombe  entre  5,4 1 et  5,43  ; de  sorte  que  5,4a  exprime  R à moins 
de  0,0t. 

Si  l’on  veut  une  plus  grande  approximation , on  fera  x=5,4a 
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dans  la  formule  (i),  et  on  calculera  s avec  quatre  décimales, 
ce  qui  donuera  z = o, oo75,  R = 5,4275. 

Cette  râleur  de  R est  approchée  à moins  de  o,oooi;  car  en 
faisant  x = 5,4274  et  x = 6,4276  dans  f(x),  on  obtient  deux 
résultats  de  signes  contraires. 

Méthode  des  substitutions  successives  de  Lagiunoe. 

270.  3*  Mémo  de.  Lorsqu’on  saÿ  'que  deux  nombres  entiers 
consécutifs  ne  comprennent  qu’une  seule  facine  d’une  équation, 
la  méthode  du  n°  161  fournit  le  moyen  de  calculer  cette  racine 
avec  une  approximation  donnée.  En  effet,  soit  toujours  l’équation 

(l)...  X3 I I2X  -J-  448  = 0, 

dans  laquelle  x = 5 et  x=6  ont  fourni  deux  résultats  de 
signes  contraires,  et  supposons  qu’on  sache  qu’il  ne  tombe* 
qu’une  seule  racine  R entre  5 et  6. 

Pour  approcher  davantage  de  cette  racine,  on  pose 

x = 5 -f-  i. 

z 

La  substitution  de  cette  valeur  de  x dans  l’équation  (1)  con- 
duit à , 

(2). . . i3z3  — 37z*  + i5z  + 1 = 0. 

Cette  équation  n’admet  qu’une  seule  valeur  réelle  de  z plus 
grande  que  l’unité;  car  autrement  il  tomberait  plus  d’une  va- 
leur réelle  de  x entre  5 et  6;  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Pour  obtenir  la  valeur  entière  approchée  * de  1 , il  suffit  de 
donner  successivement  à s , dans  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (2),  les  valeurs  1 , 2,3,  etc. , on  obtiendra  nécessairement 
deux  résultats  de  signes  contraires  avant  de  parvenir  à la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l’équation  (2);  car  deux  de 
ces  substitutions  consécutives  ne  pouvant  comprendre  qu’une 
seule  racine  de  l’équation  (2),  tant  qu’on  trouvera  des  résultats 
de  même  signe , les  substitutions  ne  comprendront  aucune 
racine,  et  quand  on  arrivera  à substituer  les  deux  nombres  en- 

27 
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tiers  consécutifs  <jûi  comprennent  la  valeur*  positive  de  z , o'n 
en  sera  averti  par  deux  résultats  de  signes  contraires.' On  trouve 
ainsi  que  z est  compris  entre  2 et  3.  On  fait 


z = 2 -f- 


1 


dans  l’équation  (2) , ce  qui  conduit  à 


(3) . . . i3z,3  — 23z,*  — 4,zi  — i3  = o; 

* • 

et  comme  ou  est  certain  que  s,  n’a  qu’une  seule  valeur  réelle 
plus  grande  que  l’unité,  on  obtiendra  la  plus  petite  valeur  en- 
tière approchée  de  a,  en  donnant  successivement  à z,  les  valeurs 
1 , 2,  3,  etc.;  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre 
de  l’équation  (3)  étant  —64 , — 83 , + 8 , etc. , la  plus  petite 
valeur  entière  approchée  de  z,  est  .2.  , 

»*  Continuant  ces  calculs,  on  trouve 

z,  = 2-| — , *,  = 1 -J — , z3=  i<H — > etc. ; 

Zj  Z-3  Z4 


ce  qui  conduit  à la  valeur  de  R en  fraction  continue. 


749 


Si  l’on  s’arrête  à «3=  ïQ*  la  réduite  correspondante  sera 

100 

» % 

trop  petite , mais  l’erreur  sera  moindre  que  on  que 

o,oooo5  etc.;  calculant  le  quotient  delà  division  de  749  par 
i38,avec  quatre  décimales,  on  trouve  que  la  Valeur  de  R,  à 
moins  de  0,0001 , est  5,4275. 

En  général , lorsqu’on  a trouvé  la  plus  petite  valeur  entière 
approchée  a.  d’une  racine  ihcomnien.su rallie  positive  R de  l’é- 
quation (i).../(x)  =0,  et  lorsqu’on  sait  de  plus  qu’il  ne 
tombe  que  cette  racine  entre  * et  <t-f-  1 , la  méthode 'précédente 
fournit  le  moyen  de  calculer  cette  racine  avec. autant  d’exacti- 
tude qu’on  veut.  On  fait  x = « H — dans  £«)?  ce  qui  conduit 

à une  transformée  (2) . . . ç (z)  = o;  cette  dernière  a nécessai- 
rement une  seule  racine  réelle  positivé  plus  grande  que  l’unité, 
car  il  ne  tombe  qu’une  valeur  de  x entre  * et  « + 1.  L’équa- 
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tion  (2)  n’ayant  qu’une  racine  plus  grande  que  l’unité,  on  ob- 
tiendra la  plus  petite  valeur  entière  approchée  G de  cette  ra- 
cine, en  donnant  successivement  à z les  valeurs  1 , 2,3,  etc.  On 

fera  *==£  + — dans  (2);  cela  donnera  une  transformée  en  z, 

qui  n’aura  qu’une  racine  réelle  plus  grande  que  l’unité;  on  cal- 
culera la  plus  petite  valeur  entière  approchée  y de  z,;  et  ainsi 
de  suite.  La  racine  incommensurable  R,  comprise  entre  « et  a-f- 1 , 
sera  exprimée  par  une  fraction  continue  indéfinie;  et  par  con- 
séquent , on  pourra  en  déduire  la  valeur  de  cette  racine  avec  une 
approximation  donnée  (n°  1 5 c)). 

Remarque.  La  méthode  de  Lagrange  conduit  ordinairement 
à des  calculs  plus  longs  que  celle  de  Newton,  mais  elle  a sur 
cfette  dernière  l’avantage  de  ne  jamais  être  en  défaut. 

271.  Lorsqu" en  substituant  pour  x des  nombres  entiers  con- 
sécutifs dans  une  équation  du  m‘imt  degré  f (x)  = o,  on  trouve 
m — 1 changement  de  signes  dans  les  valeurs  correspondantes 
de  f(x) j on  est  certain  que  les  m racines  de  cette  équation  sont 
réelles j et  la  méthode  de  Lagrange  fournit  le  moyen  de  calculer 
les  valeurs  de  ces  racines  avec  une  approximation  donnée. 

En  effet,  les  m — 1 change  mens  de  signes  de/(x),  indiquent 
la  présence  de  m — 1 racines  comprises  entre  les  nombres  qui  ont 
fourni  des  résultats  de  signes  contraires;  ces  m — 1 1 racines  sont 
donc  réelles»  et  par  suite  la  m“m‘  racine  est  nécessairement 
réelle  (n°  226,  5°).  Or, on  connaît  les  plus  petites  valeurs  entières 
approchées  de  m — 1 racines,  et  l’on  est  certain  qu’il  ne  peut 
tomber  plus  d’une  racine  entre  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs qui  ont  fourni  deux  résultats  de  signes  contraires;  on  pourra 
donc  approcher  autant  qu’on  voudra  de  ees  m—  1 racines,  par 
l’une  quelconque  des  méthodes  des  n°*  268  et  270 , et  on  en  dé- 
duira la  miim‘  racine  (n°  226,  5°).  . 

Exemple.  Reprenons  l’équation  x * — n 2X 448  = ® » et 
pour  faciliter  les  substitutions,  mettons  son  premier  membre 
sous  les  formes  i3  + ii2(4  — x) , x3  — 1 1 2 (r  — 4)-  Lorsqu’on 
y met  successivement  pour  x les  valeurs , 

27.. 
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®»  * » *i  3,  4,.  5,  6,  7*otc. , 

les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  sont 

~h  44®»  + + 2®2>  + *®9»  + ®4>  + >3»  — ®»  +7»  etc. 

L’équation  proposée  a donc  une  racine  comprise  entre  5 et  6, 
et  une  autre  entre  6 et  7 (n°  260). 

On  a vu  (pages  41 3,  4*7  et  4*8)  que  la  valeur  approchée  de 
la  première  racine  est  5,427  etc. 

On  trouvera  de  même  que  la  deuxième  racine  est  6,768  etc. 

La  somme  de  ces  deux  racines  étant  12, 195  etc. , la  troisième 
racine  est  — 12,195  etc. 

272.  Lorsqu’en  substituant  dans  le  premier  membre  d’une 
équation  du  mlim‘  degré  (1). . . -f(x)  =0,  les  nombres  entiers 
o,  1 , 2,3,  etc.,  o,  — 1 , — 2,  — 3,  etc. , compris  entre  les 
limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  de  celte 
équation,  les  résultats  ne  présenteut  pas  m — 1 changemens  de 
signes,  on  ne  connaît  pins  le  nombre  des  racines  réelles  de  l’é- 
quation (1);  car  il  arrive  quelquefois  que  deux  nombres  consé- 
cutifs qui  fournissent  deux  résultats  de  même  signe  comprennent 
un  nombre  pair  de  racines  réelles , et  que  deux  nombres  qui 
fournissent  deux  résultats  de  signes  contraires  comprennent  un 
«ombre  impair  de  racines  réelles. 

On  évite  cet  inconvénient  en  calculant  une  quantité  /'moindre 
que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de 
l’équation  (1)  proposée,  et  en  substituant  successivement  pour 
x tous  les  nombres 

o , /,  2/,  3/,  etc. , o , — /,  — 2/,  — 3/,  etc. ,‘ 

compris  entre  zéro  et  les  limites  supérieures  des  racines  posi- 
tives et  négatives  de  l’équation  (1).  En  effet  : 

i°.  Lorsqu’on  obtiendra  deux  résultats  de  signes  contraires, 
il  y aura  une  racine  réelle  de  l’équation  (1)  comprise  entre  les 
deuxnombres»/,  «/  + /,  qui  auront  fourni  ces  deux  résul- 
tats j et  il  n’y  en  aura  qu’une,  car  pour  qu’il  y en  eût  deux, 
il  faudrait  que  leur  différence  fût  moindre  que  la  différence 
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i entre  les  deux  nombres  substitues,  ce  qui  est  contre  l’hy- 
pothèse. , 

2°»  Quand  deux  substitutions  ni,  ni- f-<P,  fourniront  deux 
résultats  de  même  signe,  il  n’y  aura  pas  de  racine  de  l’équation 
(i)  entre  ni  et  n/'-f- car  s’il  y en  avait,  elles  seraient  en 
nombre  pair,  il  y en  aurait  donc  au  moins  deux,  ce  qui  est 
impossible. 

On  obtiendra  donc  ainsi  autant  de  changemens  désignés  dans 
les  résultats  des  substitutions,  indiquées,  qu’il  y a de  racines 
réelles  dans  la  proposée;  ce  qui  indiquera  la  présence  de  toutes 
ces  racines,  et  ce  qui  donnera  leurs  valeurs  approchées  à moins 
de  i. 

Si  i était  plus  grand  que  l’unité,  on  trouverait  facilement  les 
plus  petites  valeurs  entières  approchées  de  toutes  les  racines 
réelles  de  l’équat  ion/  (x)  = o ; car  il  ne  tomberait  qu’une  seule 
racine  entre  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  qui  substitués 
dans  f (x)  auraient  fourni  deux  résultats  de  signes  contraires, 
et  par  conséquent , une  quelconque  des  méthodes  des  n°’  268 
et  270,  fournirait  les  racines  incommensurables  avec  une  ap- 
proximation donnée. 

Mais  le  procédé  que  nous  donnerons  (n°  296)  fournissant 

toujours  une  valeur  ^ de  i moindre  que  l’unité,  dans  laquelle 

« et  G sont  des  nombres  entiers  connus , on  peut  ramener  la 
question  à substituer  des  nombres  entiers  qui  different  de  et 
qui  sont  tels  que  deux  substitutions  consécutives  ne  peuvent 
jamais  comprendre  plus  dune  racine.  En  effet,  si  les  différences 
positives,  entre  les  racines  réelles  a,  b,  c,  etc.,  de  l’équation 
/ (1). . ./'(r)  = o,  sont  a — b , a — c,  etc.,  on  aura 

^<a — b,  — cj  e,;c>>  d’où  ct<aC  — bC,  — cC,  etc. 

Par  conséquent,  en  formant  l’équation  dont  les  racines  sont 
aC,  bC,  cC,  etc.,  le  nombre  entier  et  sera  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  entre  les  racines  a£ , bC , cC , etc.,  de  cette 
nouvelle  équation  ; il  suffit  dope  de  chercher  l’équation  dont. 
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les  racines  sont  égales  à celles  de  l’équation  (i)  multipliées  par 


C;  ce  qni  revient  à faire  y=Zx\  la  substitution  de  la  valeur 


y 

e 


de  x,  dans(i),  fournira  l’équation  demandée  (2)...F(_y)  = o; 
cette  dernière  aura  autant  de  racines  réelles  que  la  proposée, 
caries  valeurs  de  y déduites  de  (2),  divisées  par  G,  fourniront 
les  racines  de  Péquation  (1). . . f (x)  = o. 

Le  nombre  entier  a étant  moindre  que  la  plus  petite  des 
différences  entre  les  racines  réelles  de  l’équation  {2),  pour  ob- 
tenir autant  de  changemens  de  signes  dans  les  valeurs  de  F(<y) 
qu'il  y a de  racines  réelles  dans  l’équation  [2),  et  pour  trouver 
toutes  ces  racines  à moins  de  ce  unités , il  suffit  de  donner  succes- 
sivement à y les  valeurs  o,  a,  2*,  3a,  etc.,  o,  — «,  — 2a, 
— 3«,  etc.  j depuis  zéro  jusqu’aux  limites  supérieures  des  ra- 
cines de  l’équation  (2)  y les  valeurs  correspondantes  de  F(jy) 
présenteront  autant  de  changemens  de  signes  que  l’équation  (2) 
renferme  de  racines  réelles,  car  deux  substitutions  consécutives 
ne  peuvent  -jamais  comprendre  plus  d’une  racine  de  l’équa- 
tion (2). 

Connaissant  chaque  racine  réelle  à moins  «le  *»  unités,  on  ob- 
tiendra les  plus  petites  valeurs  entières  approchées  de  ces  ra- 
cines en  substituant  successivement  pour  y les  nombres  entiers 
compris  entre  chaque  couple  de  valeurs  de_y  qui  ont  donné 
des  résultats  de  signes  contraires;  èt  ensuite  l’une  quelconque 
des  méthodes  des  n05268et  270  fournira  toutes  les  racines  réelles 
de  l’équation  (2)  avec  une  approximation  donnée  y.  Ces  valeurs 
dej' divisées  parC,  donneront  les  racines  de  l'équartion_f  (x)=o. 


à moins  de  g d’unité 


\ 


Ier  Exkmpue.  Soit  l’équation  (i)...  -c! — jx-j-j  = o. 

On  verra  (n°  296)  que  la  fraction  ~ est  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  entre  les  racines  de  l’équation  (1).  On 

y 

fera  donc  y = /\jc  , d’où  x=  ^ ; la  substitution  de  cette  valeur 
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de  x dans  l’équation  (i)  conduit  à 


(2)...  /—  I12J-  +448=o.  . 

Les  différences  entre  les  racines  de  l’équation  (2)  sont  plus 
grandes  que  l’unité,  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
est  12,  et  cette  équation  ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines 
réelles  positives  (n°  203);  par  conséquent,  pour  découvrir  les 
plus  petites  valeurs  entières  approchées  des  racines  positives,  il 
suffit  de  mettre  successivement  au  lieu  de_y,  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  (2), les  nombres  o,  1,2,  3,...,  12  ,en  ayant 
soin  de  s’arrêter  lorsqu’on  aura  trouvé  deux  changemens  de 
signes  dans  les  résultats.  On  verra  de  cette  manière  que  l’é- 
quation (2)  a deux  racines  réelles  positives  qui  sont  comprises, 
l’une  entre  5 et  6,  l’autre  entre  6 et  7.  On  trouvera  , comme 
dans  le  n°  271,  que  ces  racines  sont  ^ = 5,427  etc., 
y =6,768  etc.  On  en  déduira  que  la  troisième  racine  est 
y = — '2,195  etc.,  (n°  226,5°). 

Divisant  ces  valeurs  de  y par  4,  on  trouve  que  les  racines  de 
l’équation  (1)  sont 

1,356  etc.,  1,692  etc.,  — 3, 048  etc. 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  x3  — 2X  — 5 = 0. 

On  verra  (n02g5,6°)  que  cette  équation  ne  peut  avoir  qu’une 
seule  racine  réelle;  cette  racine  étant  positive  (n°  263)  et 


mbindre  que  1 + [/5  ou  que  4>  il  suffit  de  donner  à x les 
valeurs  o,  r,  2,3;  les  valeurs  correspondantes  de.x3  — 2r  — 5 
étant  — 5,  — 6,  — - 1 , -+  16,  la  plus  petite  valeur  ehtière  ap- 
prochée de  la  racine  réelle  est  +2.  En  opérant  comme  dans  le 
n°  270,  on  trouve  que  cette  racine  est  2,0945514  etc. 

Remarque.  On  peut  toujours  éviter  de  substituer  dés  nombres 
négatifs  ; car"  si  l’on  change  x eti  — x dans  l’équation  dont  on 
cherche  les  racines  négatives,  les  racines  positives  de  la  trans- 
formée, prises  avec  le  signe  — , seront  les  racines  négatives  de 
l’équation  proposée  (n°  226,  7°). 


273.  Les  équations  homogènes  (*)  qui  ne  renferment  que 


(*)  On  dit  qu’une  équation  est  homogène  torique  tous  ici  termes  sont  rit» 
meme  degré.  , 1 
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deux  lettres  u,  Kj  peuvent  toujours  se  transformer  en  équations 

numériques j en  y faisant  x — ay. 

Exemple.  Soit  l’équation  homogène 

xi  -f-  «i3  — 'jct'jp1  — a?x  -f-  6a*  = o. 

Si  l’on  y fait  x = ay,  et  si  l’on  divise  ensuite  tous  les  termes 
par  «* , on  sera  conduit  à l’équation  numérique 

y+.T3  — iy'—  _y  + 6 = o.  .'"/’j 

Cette  dernière  donne 

y— 1>  y—— » , y—i>  y=—3-, 

les  valeurs  correspondantes  de  x , sont  — «,  -f-2«  et  — 3«. 

a,;4-  Problème.  Soit  proposé  de  trouver  les  valeurs  de  x qui 
satisfont  en  meme  temps  à plusieurs  équations  à une  seule  in- 
connue, 

(i)...  A=o,  B = o,  C = o,etc. 

Le  moyen  le  plus  naturel  serait  de  chercher  les  racines  de 
ces  équations.  Mais  le  principe  du  n°  220  fournit  le  moyen  de 
parvenir  directement  à l’équation  qui  détermine  les  valeurs 
de  x communes  aux  équations  proposées , sans  qu’il  soit  néces- 
saire de  résoudre  séparément  chacune  des  équations  (1).  En 
effet,  soient  «,£,...,  0,  les  valeurs  de  x qui  satisfont  au 
système  des  équations  prQposées,  chacune  de  ces  valeurs  rédui- 
sant les  fonctions  A,  B,  C,  etc.,  à, zéro,  ces  fonctions  sont  divi- 
sibles exactement  par  chacun  des  facteurs  premiers  x — a, 
x — S,...,  x — 0;  elles  sont  donc  divisibles  par  le  produit 
de  ces  facteurs. 

Par  conséquent,  pour  obtenir  les  valeurs  de  x qui  satisfont  à 
la  fois  aux  équations  (1),  il  suffit  de  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  premiers  membres  A,  B,  Ç,  etc. 
Lorsqu’on  trouve  un  commun  diviseur  ^(x) , l’équation  tp (x)  = o 
fournit  les  valeurs  a,  b ,...,*,  de  x demandées.  Lorsqu’il  n’y 
a pas  de  commun  diviseur  en  x,  une  même  valeur  de  x ne  peut 
satisfaire  à la  fois  aux  équatious  proposées;  de  sorte  que  ces 
équations  sont  incompatibles. 
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Exemple.  Soient  les  équations 

x3  — ax*  — x •+■  a = o , 

x3  — 28x-f*48  = o,  x^-Jt-x3 — 9X*  — x -f-  6.=  o. 

I 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  leurs  premiers  mem- 
bres étant  x — 2,  l’équation  x— 2=eo  fournit  la  valeur  x=a, 
qui  satisfait  aux  équations  proposées. 

Et  en  effet,  ces  équations  reviennent  à 

(x  — a)  (x—  i)(r+i)  = o,  (x— 2)  (x  — 4)  (x4-6)  = o,  » 
(x  — 2)  (x  — 1)  (x  4-  >)  (x  -j-  3)  = o . 

Recherche  des  rapines  égales  incommensurables. 

2,j5.  Lorsqu’apr.ès "avoir  été  d’une  équation  toutes  ses  racines 
commensurables;.  on  est  parvenu  à une  équation  /'(x)  = o-qui 
ne  renferme  plps  que  des  racines  incommensurables  et  ima- 
ginaires, la  recherche  des  racines  incommensurables  es ige  que 
l’on  substitue  des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux  d’une  quan- 
tité t"  moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entre  les  ra- 
cines réelles  de  l’équation  proposée;  ce  qui  n’est  praticable  que 
lorsque  toutes  les  racines  sont  inégales,  car  la  différence  entre 
deux  racines  égales  est  zéro. 

On  doit  donc  chercher  d’abord  si  l’équation  proposée  ren- 
ferme des  racines  égales.  A cet  effet,  on  calcule  le  plus' grand 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  f(x)  et  sa  dérivés 

f(4 

Quand  f(x)  et  f'(x)  n’ont  pas  de  commun  diviseur  en  xi 
f équation  /(x)  = o n’a  que  des  racines  inégales  j (n°  24g).  ‘ 

Lorsque  f (x)  et  f (x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur 
en  x , l’équation  f (f)  — o a des  racines  égales  (n°  24g)  , et  on 
ne  peut  plus  calculer  directement  ses  racines  incommensurables. 
Nous  allons  faire  voir  que  dans  ce  casj  le  principe  du  n”  24g 
fournit  le  moyen  de  faire  dépendre  la  résolution  de  l’équation 
f (x)  = Oj  de  celle  de  plusieurs  équations  d’ un  degré  moindre 
qui  n’ont  que  des  racines  inégales  et  dont  les,  racines  sont  celles 
de  la  proposée. 
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276.  ir*  Méthode.  Soit  l’équation  donnée 

(1). . . xm  + pxm~‘  -\-'qx’n~t  + . . , + sxî+  tx  + u = o, 

et  supposons  pour  fixer  les  idées  qu’elles  renferme  et  racines 
égales  a a,  G racines  égales  h b , y racines  égales  à c,  et  des  ra- 
cines inégales,  d,  e;  son  premier  membre  y"(x)  sera  identique- 
ment égal  au  produit  des  facteurs  (x — <i)‘,  ( ’x — 6)^,  (x — c)*, 
x — d,  x — e;  de  sorte  .que 

/(x)  = (x  — c)*  (x  — b)C  (x  — c)>  (x  — d)  (x  — e) . 

Or,  d’après  le  principe  du  n°  249 , le  plus  grand  diviseur  com- 
mun à /"(x)  et  f (x)  est 

p (x)  = (x  — a)*-1  (x  — b)C~'  (x  — cŸ~\ 

Divisant/- (x)  par  (x)  , on  obtient  un  quotient 

Q,  = (x  — a)  (x  — b ) (x  — c)  (x — d ) (x — e). 

Le  plus  grand  diviseur  commun  à tp  (x)  et  Q, , est 
X = (x  — a)  (x  — b)  (x  — r c). 

La  division  de  Q,  par  X fournit  le  quotient 
X,  = (x  — d)  (x  — e). 

La  recherche  des  racines  de  l’équation  f (x)  = o,  ne  dépend 
donc  que  de  la  résolution  de  deux  équations  X=o,  Xi=o, 
qui  ne  renferment  que  des  racines  inégales. 

L’équation  X=o  détermine  toutes  les  racines  qui  entrent 
plusieurs  fois  dans  f (.x)  — o;  et  l’équation  X,=o  donne  les 
racines  inégales  de  f (x)  = o. 

Or,  en  supposant  toujours  que  i'  est  connu  (page  272),  on 
sait  trouver  les  racines  réelles  inégales  d’une  équation  qui  11’a 
pas  de  racines  égales;  on  est  donc  en  itat  de  déterminer  toutes 
les  racines  réelles  d’une  équation  numérique  quelconque. 

ExEMrl.E.  f (x)=x6 2X5 4XH-1 2X3 3x4—  1 8x-|-  I 8. 

On  trouve  ç (x)  = x* — 3,  Q,=x*  — 2x3  — x*-f-6x — 6, 
X=X* 3,  X,  = X“ 2X-f-2. 
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L’équation  x“  — 3 o , donne  les  racines  égales  ■+•  [/3, 

— \/3,  def(x)  = o;  et  l’équation  x* — 2X-f-2  = o,  fournit 
les  racines  inégales,  i + V — > , > — V — i , de/(.r)  = o. 

Pour  déterminer  Le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  + [/3, 
on  fait  x.=  -f  \/3  dans  les  dérivées  f'(x) , /"(x),  «te.,  jus- 
qu’à ce  qu’on  en  obtienne  Une  qui  ne  se  réduise  pas  à zéro 
(n°  258).  On  trouve  que  x = [/3  rend  nulley'(x)  et  ne  réduit 
pas  y (x)  à zéro.  La  racine  + 3 n’entre  donc  que  deux  fois 

dans  l’équation  proposée. 

On  verrait  de  même  que  la  racine  — \/ 3 entre  deux  fois 
dans  y (x)  = o. 

On  a donc  v 

. •»  * » 

/{*)  = (*  - V/3)-  (»+V/^(x-i- V/^)  (*- 1 + ) 

= {(x-V/3;(r+V'3)}Vx-.-V/-i)(x-i+V/^i) 

= (xa — 3)»  x (x’ — ax-t-a). 

On  pouvait  parvenir  plus  simplement  au  même  résultat;  car 
le  plus  grand  commun  diviseur  <f  (x)  entre  f{x)  et  f'(x)  étarrt 
x1  — 3,  ou  (x  -4-  V/3)  (x — V^3),  il  résulte  du  principe  du 
n°  249  que  chacun  des  facteurs  X -f-  [/3,  x — \/3,  entre  deux 
fois  dansy(x). 

Dans  cet  exemple,  l’équation  X = o,  qui  renferme  les  ra- 
cines égales  de'la  proposée,  n’étant  que  jlu  second  degré,  on  a 
pu  en  déduire  les  valeurs  exactes  ■+■  1^3,  — V^3,  des  racines 
égales  incommensurables  de  l’équation  f (x)  = o ; et  le  procédé 
du  n°  258  a fait  connaître  le  degréde  multiplicité  de  ces  ra- 
cines. 

Mais  quand  l’équation  X = o est  d’uu  degré  supérieur  au  se- 
cond, il  n’est  plus  possible  d’obtenir  les  valeurs  exactes  de  scs 
racines  incommensurables;  de  sorte  que  le  procédé  du  n°  «58 
ne  peut  plus  servir  à déterminer  leur  degré  de  multiplicité. 
Nous  allons  indiquer  une  méthode  qui  offre  le  double  avantage 
de  faire  dépendre  la  résolution  de  l’équation  proposée  d’autres 
équations  les  plus  simples  possibles,  qui  indiquent  d’avance  le 
degré  de  multiplicité  des  racines  de  la  proposée. 


-.4  ..  ; 
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277.  2*  Métuode.  Désignons  par  X,  le  produit  dps  facteurs 
premiers  x — a, , x — A, , . . . , x — k , , qui  n’entrent  qu’une  fois 
dans  f (x) ; par  X,  le  produit  des  facteurs  premiers  x — a,, 
x — A, , . . . , x — A, , qui  entrent  deux  fois  dans  /"(x)  ; par  X3 
le  produit  des  facteurs  premiers  x — <73,  x — A3,..  ,x — A3, 
qui  entrent  trois  fois  dansy(x)  ; et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

X,=(x — n,)(x — A,)...  (x— A,),  X,=(x— (x— A,)...(x— A,), 
X3=(x — a3)(x— A3)...(x— A3),X4=(r— a4)(x — ^)...(x — A4),etc. 
/(x)  = X,  X X,*  X X33  X X44  etc. 

Le  procédé  du  n°  276  conduirait  aux  deux  équations 
X,  = o , X,X3X4  etc.  ==  o. 

Nous  allons  voir  comment  on  parvient  aux  équations  plus 
simples, 

(<)...  X,  = 0,  X»  = o,  X3  = o,  X4  = 0,  etc. 

A cet  effet,  on  cherclie  le  plus  grand  commun  diviseur  ç (x) 
entre /"(x)  et/"'(x);  il  résulte  du  principe  du  n°  249  que 

P (x)  = X»X3*X43  etc. 

Opérant  sur  p (x)  comme  on  a opéré  sur  /(x),  on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  <pt  (x)  entre  (x)  et  sa  fonction 
dérivée.  On  a p,  (r)  = X$X4*  etc. 

On  cherche  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  p,  (x) 
entre  <p,  (x)  et  sa  fonction  dérivée.  On  a <p,  (x)  = X4  etc. 

Continuant  ces  calculs , on  parviendra  toujours  à une  fonc- 
tion qui  ne  contiendra  plus  de  facteurs  égaux,  et  on  en  sera 
averti , car  il  n’existera  pas  de  commun  diviseur  entre-  cette 
fonction  et  sa  dérivée. 

Si  cette  fonction  est  (x),  on  sera  certain  que  f(x)  ne 
renferme  pas  de  facteurs  égaux  élevés  à des  puissances  su- 
périeures à la  quatrième;  de  sorte  que  dans  ce  cas 

f(x)  = X,X,*X33X^ , <p{x)~  x.x,-x43 , 

Pi  (x)  = X»X4* , ç,  ( x)  = X4. 

On  connaît  donc  X4. 


«■  1 • 
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Pour  trouver  les  autres  facteurs  X,,  X»,  X3,  on  divise  suc- 
cessivement chacune  des  fonctions  connues  f(x),  ? ta) , ?,  ta). 
?,  (x) , par  la  suivante;  ce  qui  fournit  des  quotiens 

Q,  = X,X»X3X4,  Q » = X,XjX4,  Q3  = X3X4. 

■ Oh  sait  d’ailleurs  que  ?»  (x)  = X4. 

On  divise  ensuite  chacune  des  fonctions  Qt,  Q»,  Q3,  ?»  ta), 
par  la  suivante;  les  quotiens' sont  les  fonctions  demandées  X,, 

x.,x3.  , ; 

Lorsqu’on  apra  ainsi  calculé  les  fonctions  X,,  X»,  X3,  X4, 
on  pourra  obtenir  les  racines  incommensurables  des  équations 

X,  = o,  X,  = o,  X3=  o,  X4  — o, 

puisque  chacune  de  ces  équations  n’a  que  des  racines  inégales; 
et  l’on  connaît  d’avance  le  degré  de  multiplicité  de  ces  racines, 
car  les  racines  de  X,  = o entrent  une  seule  fois  dans  l’équation 
(1). . . f(x)  = 0,  celles  de  X»  = o entrent  deux  fois  dans  (1), 
celles  de  X3  = o entrent  trois  fois  dans  (1)  ; et  ainsi  de  suite. 
Exemple.  Soit 

/(x)  = x*  — ax5 — 4X<  + 1 2x3  — 3x*  — i8x  + 18  = 0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f {*)■$&  f (x)  est 
? (x)  =x* — 3.  La  fonction  ? (x)  n’ayant  pas  de  commun  divi- 
seur avec  sa  dérivée  ax,  les  facteurs  de  ? (x)  «ont  inégaux  » ils 
entrent  deux  fois  dans  ^(x) , et  f {x)  ne  renferme  pas  de  fac- 
teurs premiers  élevés  à des  puissances  supérieures  à la  seconde, 
car  autrement  ? (x)  renfermerait  encore  des  facteurs  égaux. 

On  a donc 

/(x)  — X,X,*,  ?.(x)=X»  = x*  — 3. 

• - \ * * 

Pour  obtenir  X,,  on  divise  d’abord  /(x)  Par  ? ta),  «e  qui 

fournit  le  quotient  exact 

Q,  = X,X»  = x*  — ax1  — x*  + 6x  — 6. 

La  division  deQ,  par  ? (x)  donne  le  quotient X,=x2 — ax-J-a. 
L’équation  X,  = o,  détermine  les  racines  inégales 

i + l/— 1,  i—  4 , de/(x)  = o. 
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L’équation  X,  = o,  fournit  les  racines  -f-  l/3,  — V^3,  qui 
entrent  deux  fois  dans'  f (x)  = o. 

Ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  obtenus  par  la  ir*  méthode. 
2*  Exemple.  Soit 

y(r)  = i8 — i3x64-  i4xs-|-35xl — 84x3  + 98x* — 98x4-49. 

Ort  trouve  ' p (ar)  = x3—  7x  4-  7- 

Les  fonctions  <p  (x),  tp'  (2)  n’ayant  pas  de  commun  diviseur, 
on  a f(x)  — X,Xt‘,  <p(x)  = X,,  = x3 — 7x4-7, 

■&)  = XlX1  = x3-6r34-7x*-.7-+7  = Q.- 

La  division  de  Q,  par  p (x)  donne  le  quotient  X,  = x*  -f-  1. 
L’équation  X,  = o donne  les  racines  inégales  4*  V — 1 , 
— l/  — 1 , de  f{x)  = o. 

L’équation  Xa=  o,  fournit  les  racines  qui  entrent  deux  fois 
dans  /'(x)  = o;  on  a vu  (page  )•  que  ces  racines  sont 
2,356  etc.  , 1,692  etc.  , — 3, 048  etc. 

On  a f(x)=X,X,2  = (x*  4- 1)  (x3  — 7x4-7)*. 

278.  Les  théories  que  nous  venons  d’exposer  conduisent  à 
cette  règle  générale  : Pour  trouver  tes  racines  réelles  d’une  équa- 
tion numérique  à une  seule  inconnue  x,  ramenez  d’abord  cette 
équation  à la  forme 

. (1) . . . xm  4-  pxm~'  4-  yxm_s  4-  . . . 4~ «x  4-  t = o, 

les  coefficiens  /?,<7.,...,s,  f,  désignant  des  nombres  entiers  (n°  254). 
Les  racines  comntensurables  de  f équation  (1)  seront  des  nom- 
bres entiers  a,  bj  c,...,  (n°  254)/  calculez  ces  racines  par  la 

méthode  9 lu  n°  256  , et  déterminez  ensuite  les.  exposons  * j 
C,  y • . j " j des  facteurs  x — o,  x — b , x — c,. . x — >t, 
correspondons  ( n°  258  ) / divisez  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (1),  par  le  produit  des  facteurs  (x  — a)*,  (x — b'f , 
(x  — (x  — £)"/  le  quotient  égalé  à zéro  donnera  une 

équation  (2)'.  .’.x"  4-Px"-1  Qx"_>  -f--  • -4~  Mx  -f-  N = o, 

qui  n’aura  plus  de  racines  commensurables. 
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Pour  obtenir  les  racines  'de  f équation  (a)  j décompose » cette 
équation  en  d’autres  équations , 

(3)...X,=o,  Xa  = o{  X3  = 0,  etc., 

qui  ne  renferment  que  des  racines  inégales  (n°  277)/  ces  ra- 
cines seront  celles  de  l’équation  (2)  y vous  connaîtrez  leur  degré 
de  multiplicité,  car  X,  = o donne  toutes  les  racines  qui  entrent 
une  seule  fois  dans  (2)y  X*  = o détermine  toutes  les  racines  qui 
entrent  deux  /ois  dans  (2)y  et  ainsi  de  suite.  La  question  sera 
donc  réduite  à résoudre  des  équations  X,  =0,  X„  = o,  etc. , qui 
n’out  que  des  racines  inégales  y la  méthode  du  n°  270. , conduira 
aux  valeurs  approchées  des  racines  réelles  des  équations  (3)  y ces 
racines  seront  les  raoiries  réelles  incommensuralr/es  de  l'équa- 
tion (1).  Le  premier  membre  de  l’équation  (1)  sera  le  pro- 
duit des  fadeurs  (x — àf,  (x  — b)C,  (x  — c .^(x  — £)“, 
X,  j X,%  X33.,  etc. 

Exemple.  Soit  l’équation 

On  chassera  d’abord  les  dénominateurs;  ce  qui  donnera 
(5) . . . 32_y5  — .3ay  ' — ,48^  -j-  84r*  — 4 + 7 = 

On  pourrait  ramener  cette  dernière  à la  forme  (1),  en  fai- 
sant y = ^ (n°  254);  mais  il  est  plus  simple  d’observer  que 
l’équation  (5)  revenant  à 

(2j0  • — 2 (2y)4 — 6 (2x)3  + 2 1 (2yY— 2 1 ty)  + 7 = 0 » • 

il  suffit  de  supposer  2y  = x,  d’où 

(6) . . . x5  — zx4  — 6x3-f-  21X1  — 2ix+  7^=0 œ/(r). 

La  seule  racine  commensurable  de  l’équation  (6)  est  -f-  1 . 

Pour  déterminer  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  on 
calcule  les  dérivées  de  / (x)  ; on  trouve 

f'(x)  = 5x* — 8^ — »8x*  + 4ax— 2!, 
y"(x)  = 2oxs — 24 x“ — 36x  +42,  etc. 
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L’hypotfcfese  x — i,  donnant  f (x)  = o,  /'(x)  — 4-  a,  le 
facteur  x — i entre  deux  fois  dansy(x).  Divisant  f (x)  par 
(r  — i)%  le  quotient  égalé  à zéro  conduit  à une  équation 

...  . (7) . . . x3  — 7X  H-  7 = o, 

qui  n’a  plus  de  racines  commensurables  ; ]e  polynôme 

x3 ’jx  -f-  7 , n’ayant  pas  de  commun  diviseur  avec  sa  dérivée 

3xa — 7,  toutes  les  racines  de  l’équation  (7)  sont  inégales;  on 
a vu  (page  42.3)  que  les  râleurs  de  ces  racines  sont 

x ,356  etc.,  1,69a  etc. , — 3, 048  etc. 

Or  y=  j x.  Par  conséquent,  l’équation  (4)  a deux  racines 
égales  a + j.et  trois  racines  incommensurables  inégales 

-f- 0,678  etc. , -+•  0,846  etp. , — 1,524  etc. 


279.  Il  résulté  de  ce  qui  précède,  que  pour  être  en  état  de 
calculer  avec  certitude  des  valeurs  aussi  approchées  qu’on  veut 
de  toutes  les  racines  incommensurables  d’une  équation  numé- 
rique à une  seule  inconnue , il  suffit  de  connaître  une  quantité  S' 
moindre  que  la  différence  entre  deux  racines  quelconques  d’une 
équation  f (x)  = o , qui  ne  renferme  que  des  racines  inégales. 
Or,  la  quantité  Userait  facile  à déterminer  si  l’on  savait  for- 
mer l’équation  ip  ( y ) = o,  dont  les  racines  sont  les  différences 
entre  les  racines  de  l’équàtion  /(x)=»o;  car  la  limite  infé- 
rieure des  racines  da  l’équation-  p (y)  = 0,  exprimerait  Il 
reste  donc  à faire -voir  comment  on  calcule  X équation  aux  dif- 
férences <p(y)  = o-  Ce  calcul  exigeant  que  l’on  sache  éliminer 
une  inconnue  entre  deux  équations  numériques  d’un  degré 
quelconque , nous  sommes  conduits  à exposer  la  Théorie  de 
l’élimination.  Nous  en  déduirons  le  moyen  de  calculer  f sans 
résoudre  aucune  équation;  et  nous  aurons  ainsi  complété  tout 
ce  qui  est  relatif  à la  résolution  des  équations  numériques  à une 


seule  inconnue. 

Nous  aurions  pu  exposer  la  théorie  de  l’élimination  entre 
deux  équations  à deux  inconnues, avant  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  à une, seule  inconnue,  ce  qui  aurait  servi  à 


déterminer  é (n°  279);  mais  l’ordre  que  nous  avons  suivi  nous 
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a paru  plus  natarel,  et  il  offre  d’ailleurs  l'avantage  de  graduer 
les  difficultés. 

§ VI.  Théorie  de  l’élimination.  Résolution  de  deux 
équations  numériques  à deux  inconnues. 

280.  Lorsqu’on  veut  résoudre  deux  équations  entre  deux  in- 
connues Xj  y j ou  cherche  les  divers  systèmes  de  valeurs  de  x 
et  y qui  rendent  les  équations  identiques;  chacun  de  ces  sys- 
tèmes fournit  une  solution  des  équations  proposées  ; et  selon 
que  des  valeurs  substituées  pour  x et  y,  satisfont  ou  ne  satisfont 
pas  à la  fois  aux  deux  équations  proposées,  on  dit  que  ces  va- 
leurs sont  bonnes  ou  qu’elles  sont  étrangères. 

Nous  supposerons  que  les  équations  ne  renferment  que  des 
puissances  entières  positives  des  inconnues , et  que  tous  les  coef- 
liciens  sont  des  nombres  entiers. 

281.  Quand  F une  des  deux  équations  proposées  ne  renferme 
que  F une  des  inconnues  I,  y,  on  obtient  toutes  les  solutions 
de  ces  équations  en  résolvant  des  équations  à une  seule  inconnue. 
En  effet;  soit  le  système 

F O0  = °>  /(*»  y ) =0. 

La  première  équation  déterminera  les  valeurs  de  y,  et  cha- 
cune de  ces  valeurs,  substituée  dans  la  seconde  équation,  don- 
nera une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  la  seule  incon- 
nue x et  qui  fournira  par  conséquent  les  valeurs  correspondantes 
de  cette  inconnue. 

282.  Lorsque  j les  deux  inconnues  entrant  à la  fois  dans  cha- 
cune des  équations  proposées , une  de  ces  équations  est  du  pre- 
mier ou  du  second  degré  par  rapport  à F une  des  inconnues , on 
peut  ramener  ce  cas  au  précédent.  En  effet  : 

i°.  Soient  deux  équations 

px  — q — O,  f(pc,y)  = 0, 

28 
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dans  lesquelles  p et  q désignent  des  fonctions  entières  quelcon- 
ques de  y.  La  î1*  équation  donne  x = - , et  la  substitution  de 

P 

cette  valeur  de  x dan»  f (x,  y~)  = o,  fournit  l’équation  à une 

seule  inconnue , y ^ = o,  qui  détermine  les  valeurs  dey'; 

les  valeurs  correspondantes  de  x se  déduisent  de  l’équation 
px  — q = o. 


Exemple.  Soient  x — 2 y=o,  x% — ary  -f-  (y*  — y)  = o. 

■ La  ir*  équation  donne  x = 2 y;  la  substitution  de  cette  ex- 
pression de  x dans  la  2*  équation , conduit  à l’équation 
y'  — y=  o,  qui  donne  y = 0 et  y = 1 ; les  valeurs  correspon- 
dantes de  x,  déduites  de  la  relation  x = 2y,  sont  x=o 
et  x = 2. 

Les  bonnes  valeurs  de  x étant  o et  2,  l’équation  qui  les  dé- 
termine est  (x  — o)  (x  — 2)  = o,  ou  x*  — ax  = o. 

Et  en  effet , si  pour  éliminer  y on  tire  de  x — 2 y = o,  la 

valeur  j x de  y,  et  si  l’on  remplace  y par  5 x dans 

x* — 2xy  -f-  (y*  — _y)  = o,  on  parviendra  à x4—  2x=o. 

2°.  Soient  les  deux  équations 


/>x*+qx  + r=:o,  /(x,  ^)  = o, 


dans  lesquelles  p , q , r,  sont  des  fonctions  entières  quelconques 
de  y\  la  première  équation  donne 

x __  ~ 1 + Vq%  — fa  x_=—q  — y/9'—\Pr 

ip  ' 2 p 

Si  pour  éliminer  x,  on  substitue  la  première  valeur  de  x 
dansy(x,  y)  = o , et  si  l’on  développe  les  puissances  indiquées , 
on  parviendra  à un  résultat  de  la  forme 

(i)...P  + QWV  — 4pr  = o, 

dans  lequel  P et  Q seront  des  fonctions  entières  et  rationnelles 

de  y,  car  m désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on  a 

( v/«)*m  = ((  i/â)’  }■={«]-  = 

( 1 /*ym+'  — ( v/«)am  V~»  — *m  V«- 


t 
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L’équation  (1)  fournira  de»  valeurs  de  y,  qui  conviendront 
nécessairement  aux  équations  proposées. 

Pour  trouver  l’équation  qui  donne  les  autres  valeurs  de  y , 
il  suffit  de  substituer  la  seconde  valeur  de  x dans  f(_x , yj  o; 
le  résultat  de  cette  substitution  est  évidemment 

(2)...P— Q l/V  — 4/>r  = o, 

car  la  seconde  valeur  de  x ne  différant  de  la  première  que  par 
le  signe  du  radical,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  ce  radical 
dans  la  relation  (1). 

Toutes  les  valeurs  de  y qui  conviennent  aux  équations  pro- 
posées étant  déterminées  par  les  équations  ( 1 ) et  (2) , l’ensemble 
de  ces  valeurs  dépend  de  l’équation 

(p  + QVV— 4 \Pr)  (p  — Q V q1—  \pr)=  o; 

car  pour  que  le  produit  de  deux  facteurs  entiers  devienne  nul , 
il  faut  et  il  suffit  que  l’un  de  ses  facteurs  soit  xéro  (n°  228). 

La  dernière  équation  revient  à 

P»  — Q*  (ÿa  — 4p0  = o. 

Telle  est  l’équation  en  y qui  résulte  de  l’élimination  de  x 
entre  les  équations  proposées. 

Remarque.  On  parvient  au  même  résultat  en  faisant  dispa- 
raître le  radical  dans  L’uue  quelconque  des  équations  (1)  et  (2)  ; 
car  elles  donnent 

? 

p=  — q vV — 4 pr>  p=+Qv/?* — 4 pri 

et  en  élevant  les  deux  membres  au  quarré , afin  de  faire  dispa- 
raître le  radical,  chaque  équation  conduit  à 

P’  — Q“  (ÿ*  — - 4/"0 , d’où  P*  — — 4or)  = o.  * 

Exemple.  Soient  les  deux  équations 

( 3) . . . x*  — 2jf*  + y%  — y = o , 

(4). . . x3  — 3yx‘  + (3 y‘  — y + 0 x — y3  + y*  — zy=  a 

La  première  donne  x = y ±.  $/  y. 

28.. 
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Substituant  la  valeur  y \/ y de  x dans  (4) , on  trouve 

toutes  réductions  faites  y — l/y  = o. 

L’autre  valeur  y — l /y  de  x substituée  dans  (4)  condui- 
rait à y -f- 1/  r = o. 

L’équation  qui  détermine  toutes  les  bonnes  valeurs  de  y est 
donc 

(y  + Vy)<j—Vÿ)  = °,  ou  y'—y  = °- 

On  parvient  directement  à cette  équation,  en  faisant  dispa- 
. raître  le  radical  dans  l’une  quelconque  des  équations 

y+Vy  = °*  y—V y = °> 

car  elles  reviennent  à y= — l /y,  y — - 4-  V y > 
et  en  élevant  au  qüarré  les  deux  membres  de  ces  nouvelles  équa- 
tions , on  trouve  y*  = y , d’où  y * — y = o. 

L’équation  ya — y — o,  donne^  = o et  y—  i. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x correspondante  à y = o,  on  fait 
y=  o dans  (3)  et  (4)  , ce  qui  donne  x*  = o et  x3  -f-  x = o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  x*  et  x3-!-  x étant  x, 
la  valeur  de  x correspondante  a y = o est  x = o (n°  274). 

De  même,  pour  trouver  la  valeur  de  x correspondante  à ^ = 1, 
on  fait  y = 1 , dans  (3)  et  (4)  ce  qui  donne 

xa — 21  = 0,  x3  — 3x“-f-3x  — 2 = 0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  premiers  membres 
de  ces  deux  dernières  équations  étant  x — 2,  on  obtient  la  va- 
leur de  x demandée , en  posant  x — 2 = 0;  d’où  x=  2. 

Les  valeurs  de  x qui  satisfont  aux  équations  proposées  étant 
zéro  et  2 , l’équation  qui  résulterait  de  l’élimination  de  y entre 
ces  équations  est  (x  — o)  (x  — 2)  — o , oui1  — 2x  su  o. 

283.  Nous  venons  de  voir  que  \ élimination  de  l’une  des  in- 
connues est  facile  à effectuer , lorsqu’on  sait  tirer  d’une  des 
équations  proposées  la  valeur  de  cette  inconnue  en  fonction  de 
l’autre  inconnue.  fylais  comme  cela  n’est  praticable  que  dausdes 
cas  très  particuliers,  et  comme  ce  procédé  a d’ailkurs  l’incon- 
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■vénient  d’introduire  des  radicaux  , nous  allons  donner  une  mé- 

0 tliode  générale  , qui  n’exige  pas  qu’on  sache  tirer  d’une  des 

équations  la  valeur  de  l’une  des  inconnues  en  fonction  de  l’autre. 

* Soient  les  deux  équations  (i)...F  (x, y)  — o,f{x,y)  — o. 

Nous  rappellerons  d’abord  que  si  x =*,  y=z.G , est  une  so- 

'S  lution  des  équations  (1)  , la  substitution  de  ces  valeurs  de  .r  et  y 

dans  les  premiers  membres  F {x , y)  , f(x,y)  de  ces  équations, 
donnera  des  résultats  F (*,  G)  , f(u,  5)  , qui  devront  être  iden- 
tiquement nuis;  et  que  réciproquement,  si  en  faisant  x = «, 
y = G dans  les  premiers  membres  des  équations  (1),  les  résul- 
tats F (<*,  G) , f (« , G) , se  réduisent  à zéro,  le  système  x — a, 
y = C,  sera  une  solution  des  équations  (1). 

Cela  posé  : soit  a:  — a,  y=G , une  solution  des  équations  ( 1 ). 
Si  au  lieu  de  substituer  simultanément  les  valeurs  a , G,  de  x,  y , 
on  ne  met  d’abord  que  la  valeur  G de  y,  F (x,  y)  et  f(x,  y)  de- 
viendront F (r,  G)  et  f(x,G)\ l’hypotbèsc  .r=  « devant  réduire 
F (a:,  G)  et  f(x,  £)  à zéro,  chacune  de  ces  fonctions  de  x est 
divisible  par  x — a.  ; elles  ont  donc  un  plus  grand  commun  di- 
viseur (a:),  qui  contient  le  facteur  x — œ. 

; Toute  valeur  G de  y,  qui  satisfait  aux  équations  (i),  jouit 

donc  de  la  propriété  quand  on  la  substitue  dans  F (l,  y)  et 
/(r,  y) j de  conduire  à des  résultats  F (Xj  G)jf(Xj  G)_,  qui  ont 
un  commun  diviseur  p (a:). 

Réciproquement.  Lorsqu’ en  faisant  y — G dans  F (x,  y)  et 
f y) j les  résultats  F (x.  G),  f (x_,  C)  ont  un  plus  grand  com- 

mun diviseur  ç (x),  la  valeur  G dey  convient  aux  équations  (i). 

En  effet;  si  l’on  divise  F (r,C)  et  f(x,  £)  par  <p  (x),  les  quo- 
tiens  M , N,  ne  renfermeront  que  des  puissances  entières  posi- 
tives de  x ; on  aura 

F (x , £)  = ip  (x)  X M , /(x,f)  = f(r)XK. 

Toute  valeur  finie  » de  x,  qui  réduira  p (.r)  à zéro,  donnera 
F(«,  G)  = o,  f{a,  G)  =0  ; car  <p  (a)  = o , et  aucun  des  poly- 
nômes eutiers  M,  N,  ne  peut  devenir  infini.  Par  conséquent, 
y = C,  xs=a,  sera  une  solution  des  équations  (1);  et  l’équa- 
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tion  p (x)=  o,  déterminera  toutes  les  valeurs  de  x qui  corres- 
pondent ky=C. 

284.  On  en  déduit  cette  règle  générale  : Pour  découvrir  si 
une  valeur  G de  y convient  aux  équations 

(1)...  Y{xJy)xz.oJ  f(x,y)  — o, 
il  suffit  de  faire  y = ff,  dans  les  premiers  membres. 

Quand  les  résultats  F(x.,  (x.,  ff).,  ont  un  plus  grand  com- 

mun diviseur  tp  (x).,  la  valeur  C dey  convient  aux  équations  pro- 
posées ; et  l’équation  à une  seule  inconnue  9 (x)  =0,  fournit 
toutes  les  bonnes  valeurs  de  x correspondantes  à y — G. 

Lorsqu’ en  faisant  y — G dans  F (ij  y)  et  f (Xj  y)^  les  résul- 
tats F (Xj  G)  j f (Xj  G)  j n’ont  pas  de  commun  diviseur  en  x , la 
valeur  G de  y ne  convient  pas  aux  équations  proposées j et  l’on 
dit  qu’elle  est  Étrangère. 

Il  faut  bien  remarquer  que  cette  manière  de  vérifier  si  une 
valeur  de  y convient  aux  équations  (1)  proposées , exige  que  l’on 
connaisse  la  valeur  exacte  de  y. 

285.  Nous  venons  de  voir  que  si  y était  connu,  il  serait  fa- 
cile d’en  déduire  les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  x 
correspondantes;  mais  les  valeurs  de_y  qui  sont  propres  à satis- 
faire aux  équations  proposées  F (x , y)  z=  o,  f (x,  y)  o,  ne 
sont  jamais  données  d’avance. 

Pour  découvrir  ces  bonnes  valeurs  de  y , on  observe  qu’elles 
doivent  jouir  de  la  propriété,  si  on  les  substituait  dans  les  pre- 
miers membres  de  ces  équations , d’introduire  un  commun  divi- 
seur en  x entre  les  fonctions  de  x qui  en  résulteraient.  Opérons 
donc  comme  si  y étant  connu , il  s’agissait  de  trouver  les  valeurs 
de  x correspondantes.  A cet  effet , on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  polynômes  F (x,  y),  f(x,  y)  ; et 
comme  on  veut  parvenir  au  reste  indépendant  de  x,  il  faut 
ordonner  ces  polynômes  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  x , en  ayant  soin  de  ne  supprimer  aucun  facteur  fonc- 
tion de  J".  Lorsqu’on  sera  parvenu  au  reste  R indépendant  dex, 
les  bonnes  valeurs  de  y devront  le  réduire  à zéro;  et  récipro- 
quement , les  valeurs  de  y qui  réduiront  ce  reste  à zéro  convien- 
dront aux  équations  proposées,  puisque  substituées  dans  les 
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premiers  membres  de  ces  équations,  elfes  introduiront  un  com- 
mun diviseur  en  x entre  les  fonctions  de  x qui  en  résulteront  ; 
l’cquation  qui  détermine  toutes  les  bonnes  valeurs  de  y est  donc 
R = o. 

Nous  supposons  ici  que  toute  valeur  G de  y , propre  à intro- 
duire un  commun  diviseur  fonction  de  x entre  F (x , G)  et 
f (x,  G) , réduit  le  reste  R à zéro;  et  que  réciproquement  toute 
valeur  G de^  qui  réduit  lç  reste  R à zéro , introduit  un  commun 
diviseur  fonction  dex  entre  F (x,  G)  et  f(x,  G). 

Quand  ces  deux  conditions  ont  lieu,  l’équation  R = o déter- 
mine toutes  les  bonnes  valeurs  de_y , et  elle  n’en  dorme  pas  d’au- 
tres. On  dit  par  cette  double  raison  que  R = o est  l 'équation 
finale  en  y qui  résulte  de  Yèlimination  de  x entre  les  équations 
proposées. 

286.  Nous  allons  faire  voir  que  les  deux  conditions  précé- 
dentes ont  toujours  lieu,  quand  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  F(x,  y)  et  f(x,  y),  on  parvient  au 
reste  R indépendant  de  x sans  qu’il  soit  nécessaire,  pour  n’ob- 
tenir que  des  termes  entiers  dans  les  quotiens,  de  multiplier 
les  dividendes  par  des  fonctions  de  y , en  ayant  d’ailleurs  le  soin 
de  ne  supprimer  dans  les  restes  aucun  facteur  fonction  de  y. 

Désignons  par  A et  B les  premiers  membres  des  équations 
proposées  F(x,  y)  = o,.f(x,y)  = o. 

Lorsque  le  plus  fort  exposant  de  x dans  A n’est  pas  moindre 
que  dans  B , la  recherche  du  plus  grand  commutf  diviseur  de  A 
et  B conduit  à diviser  A par  B;  ce  qui  fournit  un  quotient  en- 
tier Q'  et  un  reste  R’  ■ moindre  que  le  diviseur  B (*). 

On  a l’identité  A = BQ’  R’. 

Elle  démontre  que  toutes  les  valeurs  de  x et  y qui  réduisent 
A et  B à zéro,  rendent  R'  nul;  et  que  toutes  les  valeurs  de  x et 
y qui  réduisent  B et  R'  à zéro,  rendent  A nul  ; car  d’apres  l’hy- 


(*)  Lorsque  nous  dirons  qu’un  reste  est  moindre  que  Lp  diviseur,  nous  en- 
tendrons que  le  dividende  et  le  diviseur  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  d’une  lettre  x,  le  plijs  fort  exposant  de  celte  lettre  est 
moindre  dans  le  reste  que  dans  le  diviseur  (n°  26,  page  3i). 
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pothèse  actuelle,  le  quotient  Q'  ne  contenant  que  des  puissances 
entières  positives  de  x et  de  y , ilne  peut  devenir  infini  pour  des 
valeurs  finies  de  ces  inconnues. 

Les  solutions  des  équations  proposées 

. (i). . . A.  — o,  B = o, 

sont  donc  les  mêmes  que  celles  des  équations 
(2) . . . B =•  o , R'  = o . 

La  question  est  ainsi  réduite  à résoudre  le  système  des  équa- 
tions (2)  qui  est  plus  simple  par  rapport  à x , que  le  système  (1). 

Divisant  B par  R',  on  obtient  un  quotient  entier  Q",  et  un 
reste  R"  moindre  que  R'.  On  a l’identité  B = R'Q"  -j-  R*. 

Elle  démontre  que  les  solutions  des  équations  (2)  sont  les 
mêmes  que  celles  des  équations 

(3)...  R'=o,  R'  = o. 

Le  système  (3)  est  plus  simple,  par  rapport  à x,  que  le 
système  (2),  car  les  plus  forts  ezposans  de  x dans  (3)  sont  res- 
pectivement moindres  que  dans  (2). 

Les  valeurs  des  inconnues  qui  réduisent  deux  restes  consé- 
cutifs à zéro,  sont  donc  les  mêmes  que  celles  qui  satisfont  aux 
équations  (1)  proposées. 

Continuant  ces  calculs  , on  parviendra  toujours  à un  reste  R 
indépendant  de  x ; car  les  exposans  de  x sont  des  nombres  en- 
tiers positifs  qui  diminuent  dans  les  restes  successifs.  Si  R,  dé- 
signe le  reste  précédent  ,•  les  solutions  des  équations  proposées 
seront  les  mêmes  que  celles  des  équations  (4)—  R = o , R , = o ; 
de  sorte  que  la  résolution  des  équations  (1). . . A = o,  B=o, 
qui  contenaient  chacune  les  deux  inconnues  x,  y,  ne  dépend  plus 
que  du  système  équivalent  (4). . . R = o,  R,  = o,  dans  lequel 
R ne  renferme  que  la  seule  inconnue  y. 

L’ équation  finale  en  y , qui  résulte  de  l’élimination  de  x 
entre  les  équations  (1),  est  donc  R=o. 

L’équation  R=o,  fournira  les  bonnes  valeurs  àe y,  et  en  les 
substituant  dans  R,  = o,  l’équation  en  x qui  en  résultera 
déterminera  les  bonnes  valeurs  de  x correspondantes. 
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Exemple.  Soient  les  deux  équations 

A=x3  — 3yx*  + (3y  — y+i)x—  (y3  — y1  + 2y)  = 0 > 

B —x% — lyx  -+-  (y‘  — y)=o.  \ 

La  division  de  A par  B fournit  le  quotient  entier  x — y , et 
le  reste  R'  = x — iy. 

On  divise  B par  R',  ce  qui  donne  le  quotient  x et  le  reste 

R =y  —y- 

Les  solutions  des  équations  proposées  sont  donc  les  mêmes 
que  celles  des  équations 

x — iy  = o , y'  — y—  o. 

U équation  finale  en  y est  y* — y — o,  ou  y (y — i)  = o. 

On  en  tire  v = o et  y = 1 ; les  valeurs  correspondantes  de  x, 
déduites  de  x — 2 y=o,  sont  x = o et  x—2.  Ce  qui  s’ac- 
corde avec  les  résultats  qui  ont  été  obtenus  (page  436). 

Remarque.  Il  est  facile  de  reconnaître  si  les  équations  pro- 
posées admettent  une  valeur  nulle  de  l’une  des  inconnues. 

Par  exemple,  pour  savoir  si  y—o , est  une  bonne  valeur  de 
y,  on  fait  y=o,  dans  A et  B;  quand  les  résultats,  X,  X,,  ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  D,  fonction  de  x,  la  valeur 
y==o  convient  aux  équations  (i) ...  A = o , B=o,  car  com- 
binée avec  une  valeur  quelconque  de  x tirée  de  D = o,  elle 
fournit  une  solution  des  équations  (1). 

Lorsque  les  résultats  X , X, , n’ont  pas  de  plus  grand  com- 
mun diviseur  en  x,  une  même  valeur  de  x ne  peut  pas  les  ré- 
duire à zéro,  et  par  conséquent  la  valeur  y=o  rie  convient 
pas  aux  équations  (1). 

On  vérifiera  d’une  manière  analogue  si  x = o , convient  aux 
équations  (1). 

Nçus  venons. de  voir  que  le  système  ( 

(1) . . . A = o,  B = o,  . 1 

peut  être  remplacé  par  le  suivant 

(2) . . . R = o,  R,  = 0, 

et  que  toute  solution  de  l’un  de  ces  systèmes  convient  à l’autre. 
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Nous  allons  examiner  quelques  cas  particuliers  qui  peuvent 
se  présenter. 

i°.  Lorsqu’une  valeur  C de  y,  tirée  de  R=  o , réduit  tous  les 
termes  de  R,  à zéro,  on  est  certain  qu’elle  rendra  nuis  tous  les 
restes  précédens,  ainsi  que  A et  B,  (page  44°)' 

Par  conséquent,  y — Q satisfait  aux  équations  (i),  quelle 
que  soit  d’ailleurs  la  valeur  qu’on  donne  à x , et  les  restes  R , 
R,  ont  un  facteur  commun  y — G. 

Pour  découvrir  toutes  les  solutions  des  équations 

(2)  . . . R = o , R,  = o. 

on  Ordonne  R,  par  rapport  à x;on  cherche  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  T,  fonction  de  y,  entre  R et  les  coefiiciens  des  di- 
verses puissances  de  x dans  R,,  on  divise  R,  et  R par  T,  les 
quotiens  sont  des  polynômes  entiers  r, , r,  et  le  système  (2)  re- 
vient à 

(3) ...  rY  = o,  r,Y  = o. 

L’équation  Y=  o,  donne  des  valeurs  de  y qui  satisfont  aux 
équations  (3) , quel  que  soit  x. 

Toutes  les  autres  solutions  des  équations  (3)  dépendent  du 
système 

(4)  . . . r = o , r,  = o. 

L’équation  r=o  fournit  des  valeurs  de  y,  et  ces  valeurs 
substituées  dans  r,  = o donnent  une  équation  en  x qui  déter- 
mine les  valeurs  de  x correspondantes. 

Exemple.  Soient  les  équations 

A=s.(y-a)  i*  + (y  — s)  ï -.(y3  - î/+Sy  - 6)  i=  o, 

B = (.y-— 2)x  -1 -(y'1— y — a)  = o. 

La  division  de  A par  B fournit  le  quotient  entier  x — y et 
le  reste  R =y*  — 5y  -f-  6. 

Les  solutions  du  système  proposé  sont  les  mêmes  que  celles 
du  système  B = o,  R = o.  Considérons  ce  dernier  système. 
équation  finale  y* — 5y'-f-6=o  donne  y—  3 et  ,y  = 2. 

La  valeur  -f-3  de  y substituée  dans  B=o,  donne  x— — 4* 
Ce  qui  fournit  une  première  solution  y = 3 , x — — 4 , des  équa- 
tions proposées. 
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La  valeur  -f-  2 de  y donnant  B=o,  et  par  suite  A = o, 
on  satisfait  aux  équations  proposées  en  combinant  cette  valeur 
dey  avec  des  valeurs  quelconques  de  x. 

Pour  découvrir  si  le  système  B = o , R = o , admet  d’autres 
solutions,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  Y entre 
R et  les  coefliciensy — s,  y* — y — 2,  de  x dans  B;  on  trouve 
Y =y — 2.  On  divise  B et  R par  y — 2,  ce  qui  donne  des 
quotiens  x-f-y+i,  y — 3;  les  équations  B=o,  R=o, 
reviennent  à / 

(y-— 2)  (x-f-y'+ i)=o,  (y  — 2)  (y  — 3)  = o. 

On  satisfait  à ce  dernier  système  en  faisant  y — 2 = o,  d’où 
y=  2;  on  peut  combiner  cette  valeur  de  y avec  des  valeurs 
arbitraires  de  x. 

Les  autres  solutions  des  équations  proposées  sont  fournies  par 
le  système  x-J-y-f- 1=0,  y — 3 — o ; il  donne  _y  = 3,  x— — 4- 

20.  Quand  on  parvient  à un  reste  identiquement  nul , les 
premiers  membres  A,  B,  des  équations  proposées,  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  D qui  contient  nécessairement  x.  On  a 

A=DxP,  B=D  X Q. 

L’équation  D = o détermine  une  infinité  de  solutions  des 
équations  (1)  ; les  autres  solutions  se  déduisent  du  système 
P=o,  Qs=o.  . 

Si  D est  fonction  de  la  seule  inconnue  x,  les  valeurs  de  cette 
inconnue  tirées  de  D = o,  satisferont  aux  équations  proposées, 
quelles  que  soient  les  valeurs  arbitraires  que  l’on  donne  à y. 

Si  D est  fonction  de  x et  de  y,  chaque  valeur  de  l’une  des 
inconnues  x,y,  fournira  des  valeurs  correspondantes  de  l’autre 
inconnue. 

3°.  Quand  le  reste  R indépendant  de  x est  un  nombre  N, 
les  équations  proposées  À=o  , B=o,  sont  incompatibles;  car 
en  désignant  toujours  par  R,  le  reste  qui  précède  R,  les  solu- 
tions de  ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  des  équations 
Ri=o,  N = o,  et  cette  dernière  est  absurde. 

Pour  concevoir  comment  les  deux  équations  A = o,  B=o, 
peuvent  être  incompatibles , quoiqu’elles  admettent  séparément 
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une  infinité  de  solutions,  il  suffit  d’observer  que  lorsque  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  des  premiers  membres 
A,  B,  conduit  à un  reste  numérique  N,  la  substitution  d’une 
valeur  quelconque  de  y dans  A et  B .donne  deux  fonctions  de  x 
qui  ne  sauraient  jamais  etre  réduites  à zéro  par  une  même  va- 
leur de  xf  puisqu’on  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  ces  fonctions  de  x , on  parviendra  toujours  au  même  reste 
numérique  N. 

Les  raisonnemens  et  les  calculs  précédens s’appliquent  encore 
au  cas  ou  il  suffit  de  multiplier  les  dividendes  successifs  par  des 
nombres,  pour  rendre  le  premier  terme  de  chaque  dividende 
partiel  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur. 
En  effet,  soient  C,  C',C",  etc. , les  nombres  par  lesquels  on  doit 
multiplier  les  dividendes  successifs,  A,  B,  R',  etc. , pour  rendre 
les  divisions  possibles,  on  aura  les  identités 

CA  = BQ'  + R' , C'B  = R'Q"  + R”,  etc. , 

et  ces  identités  font  voir  que  les  valeurs  de  x,  y,  qui  réduisaient 
A et  B à zéro , sont  encore  les  mêmes  que  celles  qui  réduisent 
deux  restes  consecutifs  quelconques  à zéro. 

Par  la  même  raison,  les  valeurs  de  x et  y qui  réduisent  un 
polynôme  fonction  dex  et  y à zéro,  ne  changeant  pas  lorsqu’on 
multiplie  ou  qu’on  divise  ce  polynôme  par  un  nombre,  on  sim- 
plifie les  calculs  en  supprimant  dans  chaque  reste  le  plus  grand 
commun  diviseur  numérique  qui  peut  se  trouver  entre  les 
termes  de  ce  reste. 

287.  Nous  avons  supposé  dans  la  théorie  de  l’élimination 
que  nous  venons  d’exposer,  que  tous  les  termes  des  quotiens 
étaient  entiers  par  rapport  à y (*)  ; mais  cela  n’arrive  qufe  très 
1 arement.  Cependant,  pour  que  fon  soit  certain  que  les  valeurs 
de  x et  y j qui  réduisent  deu?  restes  consécutifs  quelconques  à 
zéro j sont  les  mêmes  que  celles  qui  satisfont  aux  équations  pro- 


C)  Les  quotiens  sont  toujours  entiers  par  rapport  4 x;  car  on  arrcHc 
chaque  division,  lorsqu’on  parvient  4 un  reste  qui  conlieut  x 4 un  dcgrc 
moindre  que  le  diviseur. 
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posées  (i)...A  = Oj  B = Oj  il  faut  que  les  quo  tiens  ne  con- 
tiennent y dans  aucun  dénominateur. 

En  effet;  supposons  que  la  division  de  A par  B ne  puisse  pas 
conduire  à un  reste  R'  d’un  degré  moindre  par  rapport  à x 
que  B,  sans  que  le  quotient  Q'  renferme  y en  dénominateur;  ce 
quotient,  entier  par  rapporta  x,  mais  fractionnaire  par  rap- 

N 

port  à y,  sera  de  la  forme  ÿ , Y contenant  y.  L’identité 

* / 

A = BQ'+  R', deviendra  A = ™+R'i  d’°“  R'=A  — 

Si  l’on  met  dans  cette  dernière  pour  x et  y des  valeurs  qui 

BN 

réduisent  A et  B à zéro,  Y pourra  devenir  nul , — et  R' pour- 
ront se  présenter  sous  la  forme  ^ ; de  sorte  qu’on  ne  saura  plus 
si  R'  est  réduit  à zéro. 

On  ne  sera  donc  pas  certain  que  toutes  les  solutions  des  équa- 
tions 

(1)  . . . A = o,  B = o, 
se  trouvent  parmi  les  solutions  des  équations 

(2) . . . B = o,  R'  = o. 

Réciproquement , lorsque  des  valeurs  de  x et^  qui  réduisent 
B et  R'  à zéro  rendent  Y nul , la  valeur  de  A se  présente  sous  la 

forme  - , de  sorte  qu’on  ignore  si  elles  réduisent  A à zéro. 

Les  équations  (2)  peuvent  donc  fournir  des  solutions  étran- 
gères aux  équations  (1). 

On  ne  peut  donc  plus  affirmer  que  les  solutions  des  équations 
A = o',  B = o , sont  les  mêmes  qüe  celles  des  équations  B=  o, 
R'  = o.  Et  par  conséquent,  on  ne  saurait  plus  faire  usage  de  la 
méthode  que  nous  avons  précédemment  indiquée. 

Pour  remédier  à cet  inconvénient,  on  évite  les  quotiens  frac- 
tionnaires, en  multipliant  les  dividendes  par  des  fonctions  con- 
venables de  y. 

Ainsi,  dans  la  division  de  A par  B,  011  multiplie  les  divi- 
dendes successifs  par  des  facteurs  tels  que  le  coefficient  du 
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premier  ternie  de  chaque  dividende  partiel  soit  exactement 
divisible  par  le  coefficient  du  premier  terme  de  B.  Si  a désigne 
le  produit  de  tous  ces  facteurs,  la  division  de  A a par  fi  fournira 
un  quotient  entier  Q'  et  un  reste  R'  < B.  On  aura 

A a = BQ'  + R'. 

Cette  identité  démontre  que  toute  solution  x = *t,  y~£  des 
équations  proposées  (i)...  A = o , B = o,  convient  aux  équa- 
tions (2) ...  B = o , R'  = o ; car  aucune  des  quantités  entières 
a j Q'  ne  saurait  devenir  infinie  quand  on  y fait  x=a,  y=  Q. 

La  réciproque  n’est  pas  généralement  vraie  : une  solution 
x = a! , y ~ C j des  équations  (2)  t peut  ne  pas  convenir  aux 
équations  (t).  En  effet;  les  valeurs  a , de  x et  y , substituées 
dans  l’identité  Aa=BQ'  -pR',  donnant  A a—o  , il  peut  arriver 
qu’elles  ne  réduisent  pas  A à zéro,  puisque  a étant  fonction  de 
y , l’hypothèse  y'  = C'  peut  rendre  a nul. 

Quand  la  valeur  y=G'  ne  réduit  pas  le  multiplicateur  a à 
zéro,  la  solution  x =«,  y — 6',  convient  nécessairement  aux 
équations  (1). 

Par  conséquent,  toutes  les  solutions  des  équations  (1)  se 
trouvent  parmi  les  solutions  des  équations  (2)  ; mais  les  équa- 
tions (2)  peuvent  donner  en  outre  des  valeurs  de  x et  y»  étran- 
gères aux  équations  (1)  proposées. 

Opérant  sur  les  équations  (2)  comme  sur  les  équations  (i), 
on  est  conduit  à diviser  B par  R'  ; soit  b le  produit  de  tous  les 
facteurs  par  lesquels  il  faudrait  multiplier  les  dividendes  par- 
tiels pour  éviter  les  coefliciens  fractionnaires,  la  division  de  B b 
par  R'  fournira  un  quotient  entier  Q"  et  un  reste  R"  <R'. 

On  aura  U = R'Q"  + R". 

Les  identités  A a = BQ'  -f-  R' , B6  = R'Q"  -j-  R" , démon- 
trent que  toutes  les  solutions  des  équations 

(i)...A=o,  B = o, 

réduisent  les  restes  successifs  R',  R",  à zéro.  Ces  solutions  se 
trouvent  donc  parmi  celles  du  système  (3). . ,R'=o,  R"  = o. 

La  réciproque  n’est  pas  généralement  vraie,  car  une  solution 
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x = »,  y—G,  du  système  (3). . . R'  = o;  R"  = o,  peut  ne  pas 
convenir  aux  équations  proposées  (i). . .A=o,  B = o. 

Par  exemple,  siy'=C'  donne  6=o,  les  valeurs  x=*  , y — Q>' 
qui  rendent  R'  et  R"  nuis  , pourront  donner  B6  = o,  sans  ré- 
duire B à zéro;  de  sorte  que  la  solution  x=*,  y—& du  système 
(3),  sera  étrangère  au  système  (i). 

Mais,  si^'=»'  ne  réduit  ni  b ni  a à zéro,  on  sera  certain 
que  x = «',  y — G'  est  une  solution' des  équations  (i). 

En  continuant  ainsi  à diviser  les  restes  successifs  les  uns 
par  les  autres,  on  verra  que  toutes  les  valeurs  de  xety  qui 
conviennent  aux  équations  proposées,  réduisent  deux,  restes 
consécutifs  quelconques  à zéro  ; mais  que  des  valeurs  de  x 
et  y qui  réduisent  deux  restes  consécutifs  à zéro,  peuvent  ne 
pas  convenir  aux  équations  proposées. 

Par  conséquent , si  l’on  continue  les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on 
parvienne  à un  reste  R indépendant  de  Xj  et  si  R,  désigne  le 
reste  précèdent , le  système  (4) . . . R = o , R,  = o , fournira 
toutes  les  solutions  des  équations  (i)...  A = o,  B = Oj  et  quel- 
quefois il  donnera  en  outre  des  valeurs  de  x et  y qui  ne  con- 
viendront pas  aux  équations  (i)  proposées.  On  suppose  tou- 
jours qu’on  ne  supprime  dans  les  restes  successifs  aucun  facteur 
fonction  des  inconnues. 

L’équation  R = o renferme  donc  toutes  les  bonnes  valeurs 
dey',  mais  quelquefois  elle  fournit  en  outre  des  valeurs  dey» 
qui  ne  conviennent  pas  aux  équations  proposées. 

Lorsque  le  reste  R indépendant  de  x n’a  aucun  commun  di- 
viseur fonction  de  y avec  les  quantités  a , b,  etc.,  par  lesquelles 
on  a multiplié  les  dividendes  successifs  pour  rendre  les  divisions 
possibles,  les  solutions  des  équations  proposées  sont  les  mêmes 
que  celles  des  équations  R,  = o,  R = o;  de  sorte  que  R = o est 
X équation  finale  en  y. 

En  effet  ; supposons , pour  fixer  les  idées , que  la  deuxième 
division  conduise  à un  reste  R"  indépendant  de  x.  On  aura 

(2)...  Aa  = BQ'+R',  Bi=:R'Q"  + R". 

« 

Il  s’agit  de  faire  voir  que  R"  étant  premier  avec  a et  arec  b. 
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les  solutions  du  système  (i). . . A=o,  B =o,  sont  les  mêmes 
que  celles  du  système  (3). ..  R'=o,  R'=o. 

Les  identités  (2)  démontrent  que  toute  solution  xs«, 
y = C,  du  système  (1)  donne  (3)...  lt'p=o,  R"  = o. 

ItécimoQUEMENT , soit  x = ct,  y = C,  une  solution  du  sys- 
tème (3);  les  identités  (2)  prouvent  que  ces  valeurs  de  x et 
jr  réduisent  B et  A à zéro;  car  R*  étant  premier  avec  b et  avec 
a , la  valeur  y — C tirée  de  R"  = o , ne  peut  réduire  ni  b ni  a 
à zéro. 

Par  la  même  raison , lorsqu’une  valeur  de  y tirée  de  R'=o , 
ne  réduit  à zéro  aucun  des  multiplicateurs  a,  b,  on  est  certain 
que  cette  valeur  convient  anx  équations  (1)  proposées. 

Quand  le  reste  R"  indépendant  de  x , a un  facteur  commun 
fonction  de  y avec  un  des  multiplicateurs  a,  b,  l’équation 
R'  = o , peut  donner  des  valeurs  étrangères  de  y ; car  par 
exemple,  si  R"  et  b ont  un  commun  diviseur  y — C,  la  solution 
x=a  , y = 6 des  équations  (3). . . R'=o,  R'=o,  réduisant 
b à zéro,  la  relation  Bê  = o,  déduite  de  Bé  = R'Q"  R", 
peut  avoir  lieu  sans  que  B devienne  nul.  Dans  ce  cas,  on  re- 
connaîtra si  x = et,  y =z£,  convient  aux  équations  proposées 
en  substituant  ces  valeurs  dans  A et  B. 

Exemple.  Soient  les  deux  équations 

A = (y — i)x*-J-2X — 5 y 3 = o , 

B = yx*-j-gx — ioy'=o. 

Les  polynômes  A,  B étant  du  même  degré  en  x , il  est  indiffé- 
rent de  diviser  A par  B,  ou  B par  A. 

Si  l’on  opère  de  U première  manière , on  rendra  la  division 
possible  en  multipliant  A par  y,  et  l’on  divisera  A y par  B,  ce 
qui  fournira  le  quotient  entier  yr  — 1 et  le  reste 

R'  = ( — iy  + 9)  * + (5y"  — 7.v)- 

Ce  reste  étant  moindre  que  R,  on  doit  diviser  B par  R',  et 
pour  éviter  les  fractions,  on  multiplie  B par  (•—7)' + 9). 
ce  qui  conduit  à diviser  ( — 7,y-H9)B  par  R';  le  premier  terme 
du  quotient  est  yx  et  le  reste  est, 
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( — V + 77* — 63y + 8 1 ) * + C?°j’ — 9°.y)* 

Pour  éviter  les  fractions,  on  multiplie  ce  reste  par  le  coeffi- 
cient -^7^+9  du  premier  terme  du  diviseur  R',  et  on  divise 
le  produit  par  R';  ce  qui  donne  le  deuxième  terme 

(_5/4-7>*  — 63^  + 8i) 
du  quotient,  et  le  reste 

R = 25y6 — 7qjd- — i26y3  -f-  4l4y*  — 2^3y.* 

Au  lieu  «le  multiplier  deux  fois  par  — 7y  + 9 » comme 
on  yient  de  le  faire,  on  peut  multiplier  B par  (■*— ly-Hff)* 
et  diviser  le  produit  par  R'. 

Dans  l’exemple  actuel , l’équation  R = o peut  admettre  des 
valeurs  de  y étrangères  aux  équations  proposées;  car  il  existe  un 
commun  diviseur  y entre  le  reste  R et  le  multiplicateur  y dont 
on  a fait  usage  pout*  rendre  la  première  division  possible. 

Pour  découvrir  si  la  valeur  y=o,  déduite* de  R = o,  con- 
vient aux  équations  A = o,  B=:o,  on  fait  yz=o  dans  A et 
B;  les  résultats  — x*  -f- 2_c  -f-  3j  +9*,  n’ayant  pas  de  com- 
mun diviseur  fonction- idc  a:,  la  valeur  y = o est  étrangère 
(n°  284)-  On  supprime  cette  valeur  étrangère  en  divisant  R par 
y — o,  ou  par  y,  ccqui  conduit  à 

([)•••  aSy*  — 7qy3 — i26y-J-  4»4>  — a43  = °- 

I * ‘ • » - 1 ' > / 

Cette  dernière  équation  donne  y~  1 et  y;=3. 

Pour  obtenir  ses  deux  autres  racines,  on  divise  son  premier 
membre  par  le  produit  _y*— hy-\-3  des  facteurs  y — 1 , y — 3, 
correspondans  aux  racines  •+■*  , -f-  3 ; -le  quotient  égalé  à zéro, ' 
fournit  les  deux  autres  racines 

• ♦ <0 

+ ^10),  y = ç(—  i—  j/Tô).  • 

L’équation  ^1)  ne  renferme  pas  4e  valeurs  étrangères  de  y’; 
car  les  quatre  valeurs  dey,  déduites  de  cette  équation,  ne  ré 
duisent  à zéro  aucun  des  multiplicateurs  y,  (—  ljy  -f*  9)a>  dont 
on  a fait  usage  pour  rendre  les  divisions  possibles  (page  447)- 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x «mrrespondantes  aux  <]ualre 
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bonne»  valeurs  dey  , on  pourrait  faire  successivement 

ya^,.y^3,r=|(-«+^)»  ^ = §(-i-V/io), 

dans  A et  B;  on  chercherait  cltaquc  fois  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  fonctions  de  x qui  en  résulteraient,  et  ces 
communs  diviseurs  égalés  à zéro , donneraient  les  valeurs- de- 
mandée» :r  , 

je—  i , a = 2,  x = — 5 — y/7ï,'  x = — 5 + \/i<y. 

Mais > on  parvient  plus  simplement  aux  mêmes  résultats  en 
mettant  successivement  les  valeurs  dey  dans  l’équatiou  R'=o, 
et  en  déduisant  x de  l’équation  qui  en  résulte. 

288.  Lorsqu’une  valeur  S de  y , tirée  de  R = 0,  rend  nul  le 
reste  précédent  R,,  cela  indique,  que  plusieurs  valeurs  de  x 
correspondent  à.  y =£•  Pour  obtenir  çes  valeurs  de  x,  on  fait 
y — Cdans  les  restes  -précédons , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à 
un  reste  qui  ne  soit  pas.  nul  ; ce  dernier  reste  égalé  à zéro 
fournit  les  valeurs  de  x eoriespondanles  à y — C. 

Quand  la  valeur  y ^C^tirée  de  R=o , réduit  à zéro-tous  les 
restes  ainsi  que  A et  B,  il  existe  un  commun  diviseur  y — Z 

entre  A et  B,  et  on  satisfait  aux  équations  proposées 

^ A = o,  B = 9 j en  combinant  la  valeur  y==C  avec  des 

valeurs  arbitraires  de  x. 

Pour  découvrir  les  autres  solutions  du  système  A=o  , B=  o , 
ou  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  «1  entre  les  coefficiens 
'des  diverses  puissances  de  x dans  A,  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  y entre  les  coefliciens  des  diverses  puissances  de  x 
dans  B.  On  divise  A par  l,  et  B par  y,  ce  qui  fournit  des 
quotiens  A',  B'  , on  aA  = M',B  = »B'.  On  cherclie  le  plus 
grand  commun  diviseur  Y entre  * et  y ; on  divise  * et  y par 
Y,  ce  qui  fournit  des  quotieûs  exacts  p,  q j on  a 

i = PY,  y = ?Y,  A==pYA',  B-qYÏÏ-,. 

de  sorte  que  les  équations  proposées  reviennes  à ' 

(2). . . pYA' = o,  ?YB'=o.  - 
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Les  valeurs  de  y tirées  de  T=so,  satisfont  aux  équations 
(2)  quel  que  soit  x.  . _ t . 

Les  autres  solutions  des  équations  proposées  dépendent  du 
système  " ' 

(3)...pA'  = o,  ^r  = o. 

Les  quantités  p,  q,  étant  des  fonctions  de  y premières  entre 
elles,  une  même  valeur  dey  ne  saurait  les  réduire  simultanément 
à réro.  11  n’existe  donc  que  trois  manières  de  satisfaire  au  sys- 
tème (3),  savoir:  . 

paszo,  B'  = o ||  q — o,  A'  = o }|  A'  = o,  B'==o„ 

L’équation  p — o fournit  des  bonnes  valeurs  de  y , et  eu  les 
substituant  dans  B'  = o , on  obtient  des  équations  en  x qui  dé- 
terminent les  valeurs  de  x correspondantes. 

De  même-,  q ~o  donne  des  Valeurs  de-y  ; ces  valeurs  subs- 
tituées dans  A*  = o , fournissent  des  équations  en  x qui  déter- 
minent les  valeurscorrespondantes.de  x. 

Enfin,  pour  obtenir  les  solutions  du  système  A'  = o,  B'=o, 
dans  lequel  A'  et  B'  n’ont  {dus  de  facteur  fonction  de  la  seule 
inconnuey , on  opérera  comme  il  a été  indiqué  (na  287).  Cn 
parviendra  à un  reste  r fonction  de-  y y et  si  r,  désigne  lp  reste 
précédent , les  solutions  des  équations  r= :o,  r,  = o , condui- 
ront à celles  du  système  A*  =*=  Oj  B' ==  q.  _ , 

Mais,  une  Valeur  6 de  y tirée  de  r=o,  ne  réduira  jamais  à 
réro- tous  les  restes,  ainsi  que-  A'  et  B';  car  si  cela  arrivait , A' 
et  B'  auraient  encore  un.  commun  diviseur  ’y — C;  ce  qui  est 
contre  l’hypothèse. 

*89.' Lorsque  dans  le  cours  des  divisions  successives,  on  aper- 
çoit un  facteur  commun  à tous  les  termes  de  l’un  des  restes, 
on  peut  simplifier  as  calculs.  /,  /.  * .. , , : 

Exmru.  Soient  les  équations  • - 

3?-\-%yx'-\-?y(y — 2)x-j-y’ — 4=°>  x'-f-ayx-f-ay’— 5j^-2=o  , 

et  désignons  leurs  premiers  membres  par  A et  B ; la  division  de 
A par  B donne  le  quotrent  x èt  le  reste  R'=fy — 2)x-f-(y* — 4)  * 

Ce  reste  contient  lé  facteur  y , car  y’*-“4  lé  produit 
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je  y — 2 par  On  a donc  , 

R'  = Cy  — a)  X [x+J+  a)- 

Les  solutions  des  équations  proposées  étant  les  mêmes  que 
celles  des  équations  B=o,  R'  = o (n°  286,),  il  suffit  de  traiter 
les  deux  systèmes 

B = o,  y — as=o||B=o.,  x + y + J = o- 
Le  premier  donne  les  deux  solutions 

y ri  2j  x = o ||  y = 2 , x=  4- 

Pour  trouver  les  solutions  du  second  système,  on  divise  B 
par  x 4 y 4-  2 ; ce  qui  fournit  le  Quotient  i + 'Jf  — 2 et  le 
rrste  y*— 5y465  les  équations 

5y  4 6 = °>  *+y  + a==o, 

déterminent  les  deux  autres  solutions 


L’équation  fiuale  en  y est  donc  (n°  224) 

(y  — 2)  (y  — 2)  (.y  — ?Hj  — 3)  = °*  ou 

yt  gy3  4-  3oy*  — 44.X  4 24  = o. . 

On  parvient  au  même  résultat  en  ne  décomposant  pas  le 
reste  H'  en  deux  facteurs;  car  le  procédé  général  du  n°  287 
conduit  à diviser  B (y  — 2)*  par  R';  ce  qui  donne  le  reste 

y*  — gy®  4 3».y4 — 44.x  + 24- 

200.  En  général,  lorsqu’on  peut  décomposer  les  premiers 
membres  des  équations  proposées  (1)...  A = o,  B = o,  en 
facteurs  algébriques  entiers  , la  résolution  de  ces  équations 
devient  plus  facile;  car  en  égalant  à zéro  l’un  quelconque  des 
facteurs  de  A et  l’un  des  facteurs  de  B,  les  solutions  des  deux 
équations  qui  en  résultent  appartiennent  aux  équations  (1). 

■ Exemple.  Soient 

A=*a  + ayj:4y-i,  »=*’—  zif+Ox+Ly'+zy  — 3) 
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Pour' décomposer  A.  en  facteurs  du  premier  degré,  on  résout 
l’équation  A=o , par  rapport  à x ; ce  qui  donne  x—  — y±  > i • 
Chacune  des  hvpothèses  x= — y+i»  x~  y~l>  r®- 
duisant  A à zéro , A est  égal  au  produit  des  facteurs  premiers 
x+y-  i,  x + ^+i,  (n°  234);  4e  sorte  que 

A = (x  + :>'  — 0 (*+>+  *)•  > 

* ' I ' T , . , ' 

On  trouvera  de  même  que 

B = (x  — j+i)  (x—  y—  3).' 

Toutes  les  solutions  des  équations  A=o,  B = o,  seront 
donc  fournies  par  les  quatre  systèmes 

x+y-i=o,  x-y+i  = o;  d’où  x=  o, 
x+_y — 1=0,  'x — y — 3=o;  d’ou  x = + 2,  _y  1 > 
o,  x — j-ht=!0i'  d’où  x~  'O'—  °> 

x+y-4-  1=0,  x— y — 3 = o;  d’où  x=  + 1 , „ 

On  voit  que  l’équation  finale  en  y est 

Cr— OCH-OO'— o)Cr+*)=0>  ou  y'+*f—y'—2y=°> 

et  que  l’équation  finale  en  X est 

(x-o)(x-2)(r+.)(x— .)=o,  ou  x<— 2X3— xM-2J=o'. 

291.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  fournit 
souvent  le  moyen  de  décomposer  les  premiers  membres  des 
équations  proposées  en  facteurs  entiers.  En  effet , soient  les  deux 
équations  entre  x et  y, 

M = o,  N = o.  :t' 

On  peut  décomposer  le  polynôme  entier  M en  trois  facteurs 
U,  U',  U*,  le  premier  fonction  de  la  seule  inconnue  y,  le 
deuxième  fonction  de  x,  et  le  troisième  fonction  de  x et  y. 

Pouf  trouver  le  premier  facteur  , on  ordonne  M par  rapport 
à x,  et  on  cherche  le  plus  graud  commun  diviseur  U fonction 
de  y entre  les  coclhciens  dçs  diverses  puissances  de  x (n  27)  ; 
on  divise  M par  U , ce  qui  fournit  un  quotient  exact  Q , et 

Ton  a M = U X Q.  • 

On  obtient  le  facteur  U',  fonction  de  x,  en  ordonnant  le  po- 
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Jyfiome  Q par  rapport  à y .et  en  çakulapt  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  tJ'j'lo action  de  x,  entre  lès  coefficient  des  diverses 
puissances  de  y dans  Q file  quotient  de  Q par  V'  est  une  fonc- 
tion.iî*  de  $ et  j,  et  l’on  a • . „*  . 

’ Q^U'U",  M = ÜXU'X»'. 

On  décompose  de  même  N en  trois  facteurs  V,  V',  le 
premier  fonction  de  y , le  deuxième  fonction  de  x,  et  le  troisième 
fonctioç  dex,  y,  ce  qui  donùe 

’ N = V-XV'XV". 

,.*  - •»  { '•  *-  a f , ’ f I. 

On  cherche  le  plus  grand  commun  * diviseur  Y de  U ,et  Y, 
puis  le  plus  grand  commun  diviseur  X de  U'  et  V',  et  enfin  le 
plps  grand'  commun  diviseur, D de  XJ'  et  Y';  on  divise  U et 
V par  Y,  ce  qui  donne  des  quotiens  exacts  u,  t>  ; on  divise 
ensuite  U'  et  V'  par  X , ce  qui  fournit  des  quotiens  exacts 
u , p'-,  enfin’  on  divise  IJ“  et  Y',  par  D,  ce  qui  donne  des 
quotiens  exacts  A,  B.  il  en  résulte:  ••  ' 

. U =VY ~U'=àyx$  • U'  ==  DA*.  M = YXDn«'Ap 
V —vY,  V'=*/X,  Y"=g  DB,  K=;-ÏXÏWB.  \ 

La  question -se  trouve  ainsi  réduite  à déterminer  toutes  les 
valeurs  de  x et  y qui  satisfont  au  système 

«ah  «-ni*  ( !■).«.  YXDmu'A  ï=s  o,  YXDuv'B  = S,  yl  j 

Pour  y parvenir,  on  égalé  successivement  à léro,  P un  quel- 
conque des  facteurs  de  M,  et  l’un  des*  facteurs  dé  N;  les’  deux 
équations  qui  en  résultent  fournissent  des  solutions  des  équa- 
tions proposées;  et  l’ensemble  de  toutes  ces  solutions  déter- 

’ J*  ‘ *'•  '*  ‘ éf  ,**  - J.-  ...  ’ * j/)n  • 

mine  toutes  les  valeurs  des  inconnues  x;  y,  (n°  228). 

Discutons  ces  différens  systèmes  d’équations. 

, En  généra].  Y,  u et  V sont  dès  fonctions  de  la  seule  in- 
connue y \ X,  « ét  v sont' dés  fonctions  de  x;  et  D,  .A,  B, 
sont  des  fonctions  de  x et  y.  D’ailfçurs , vu,et  v sont  premiers 
«jntre  eu<;  il  en  est  de  même  de  u'  et  v',  ainsi  que,de  AetB. 
f)e  sorte  que  le  plus  grand. commun  diviseur  de  M et  N est 
YXD.  Cete  posé,  s 
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1°.  Ou  satisfait  aux  équations  (l)  eu  égalant  à zéro  l’un 
quelconque  des  facteurs  communs  Y,  X,  D. 

L’équation  Y=o  détermiucra  un  nombre  limité  de  valeurs 
de  y,  avec  chacune  desquelles  on  pourra  combiner  des  valeurs 
arbitraires  de  x.  De  sorte  quey*  sera  déterminé,  tandis  que  x 
sera  indéterminé. 

L’équation  X = o,  déterminera  x;  et  y sera  d’ailleurs  arbi- 
traire. 

Enfin, l’équation  D = o , contenant  x et  y , on  pourra  donner 
des  valeurs  quelconques  à x ou  à y , Péquation  résultante  ne 
contenant  plus  que  l’autre  inconnue,  déterminera  les  valeurs 
correspondantes  dé  cette  dernière  inconnue. 

Ainsi,  chacune  des  équations  Y = o,X=o,D=o,  fournira 
une  infinité  de  -solutions  des  équations  (1)  proposées,  et  l’on 
obtiendra  ces  solutions  en  résolvant  des  équations  à une  seule 
inconnue.  . 4 

Les  autres  manières  de  satisfaire  aux  équations  proposées 
consistent  à égaler  à zéro,  eh  même  temps,  l’un  des  facteurs 
u,  u! , A,  de  la  première  équation,  et  l’un  des  facteurs  <•',  y 
B,  de  la  seconde.  Ce  qui  fournit  neuf  systèmes. 

Or,  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  u — o et  v =0; 
car  ces  facteurs  ne  contiennent  que  J",  et  n’ont  plus  de  facteur 
commun  ; donc  aucuuc  valeur  de  y ne  peut  les  rendre  nuis  tous 
deux  à la  fois. 

Par  une  raison  semblable, on  ne  saurait  avoir  en  niéiuc  temps 
v = o. 

Il  ne  reste  donc  que  les  sept  systèmos  possibles 

u=o  | u=o  ||  M = o ||  zf  = o |1  «r=;-o'||  s>*s=ro  jj1  At=*o, 
v'  = o | v- =xo  II  B=:o  } B =o  ||,  A=  o j|  A = o [j  B = o . 

Dans  le  système. u—o,  v'=  o,  chacune  des  valeurs  dey  tirée 
de  l’équation  à une  seule  inconnue  iz=o,  peut  se  combiner 
avec  l’une  quelconque  des  valeurs  de  x tirées  de  l’équation  à 
une  seule  inconnue  v'=>o.  De  sorte  que  si  m et  n désignent  les 
degrés  des  équations  a=o,  v'=o,  le  nombre  des  solutions 
fournies  par  ce  systëtné  sera  rà  X »■  1 
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Par  une  raison  semblable,  le  système  u — o,  v — o,  fournira 
un  nombre  de  solutions  marqué  par  le  produit  des  degrés  des 
équations  à une  seule  inconnue  m'  = o,  v = o. 

Dans  le  système  « = o,  B=o,  la  première  équation  ne  con- 
tenant que  y donnera  un  nombre  limité  de  valeurs  de  cétte 
inconnue,  et  chacune  de  ces  valeurs  substituée  dans  B = o, 
fournira  une  équation  en  x d’où  l’on  tirera  les  valeurs  corres- 
pondantes de  x. 

On  voit  semblablement  que  chacun  des  trois  systèmes 

u — o ||  v = o ||  */  = o, 

B-  = o |j  A = o II.A  =o, 

fournit'  un  nombre  limité  de  valeurs  de  xf  y,  et  que  l’on  ob- 
tient tes  valèurs  en  résolvant  des  équations  à une  seule  in- 
connue. • ‘ • 

Enfin , dans  le  dernier  système,  A = o , B = o , chacune  des 
quantités  A , B,  contenant  les  deux  inconnues  x,  y,  lè  procédé 
du  n“  287  fournira  le  moyen  de  ramener  la  question  a traiter 
deux  équations  dans  l’une  desquelles  il  n’entrera  qn’nne  seule 
des  inconnues;  ces  deux  nouvelles  équations  fourniront  toutes 
les  solutions  du  système  iso,  B==o , et  elles  pourront  don- 
ner en  outre  des  valeurs  étrangères}-  le  procédé  du  n°  283 
fournira  le  moyen  de  distinguer  les  bonnes  valeurs  de  x et  y. 

Les  polynômes  A,  B,  n’ayânt  aucun  facteur  commun,  Je 
système  A=o,  B = o , ne  peut  admettre  qu’un  nombre  li- 
mité de  solutions,  et  une  valeur  dexou  dey'  ne  saurait  à elle 
seule  réduire  simultanément  A et  B à zéro. 

392.  Pour  résoudre  trois  équations 

(i):..p=0,  (2)..; q==o,  (3). . . R=t0, 

qui  renferment  trois  inconnues  x,  y , z,  on  élimine  successi- 
vement z entre  (1),  (2),  et  (t),  (3);  cela  conduit  à deux 
équations  ,r  * ' • 

(4) . . . F(x,  y)  — «,  /(x,  yy—  Q , - 

• 1 ^ 1 *■,  '»  , *• 

qui  servent  à déterminer  x et  y.  L’éliminât iou  dé  x enlte  les 
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équations  (4)  conduit  à une  équation  (5).. . p(y)z=:o,  qui  dé- 
termine toutes  les  valeurs  de  y.  Soit  S une  de  ces  valeurs;  on 
fait  y — G dans  F(r,.y)  et /(c,  y) , on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur  X,  des  résultats  F(r,  C),  f(x,  £);  l’équa- 
tion X = of  fournit  les  valeurs  de  x correspondantes  ay=G', 
si  «désigné  line  racine  de  X=o,  l’une  des  solutions  des  équa- 
tions (4)  est  js=«,  y — G.  La  substitution  deées  valeurs  4®  te 
et  y,  dans  P,  Q,  R,  fournit  trois  fonctions  de  z;  on  cherche 
leur  plus  grand  commun  diviseur  Z;  l’équation  Z=o  déter- 
mine les  valeurs  de  z correspondantes  h x — »,  y —G. 

Exemple.  Soient  les  trois  équations 

(i)—  x+y  + z — 6=0,  (a)...z“ — x* — y‘  — 4 = °> 

(3)...  z*-f-xy — xs  — 7 = 0. 

L’élimination  de  z entre  (1),  (2),  et  entre  (1),  (3),  donne 

(4)—  (7— -6)x— *6y-f-i6=o,  3 (y — 4)JH_y" — 12^4-29=0. 

Eliminant  X éntre  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

(5)...  y—  igy  4-  18=0. 

Une  des  racines  de  l’équation  (5)  est  y=  1 ; pour  obtenir  les 
valeur»  correspondantes  de  x et  de  z , on  fait  y=  1 dans  les 
équations  (4)i  elles  donnent  x=-f- 2 j supposant^=  1,  x=2, 
dans  (1)»  (2),  (3),'  il  vient  ' 

z — 3 = o,  z*  — 9^=0,  zJ  — 9 = 0;  d’où  z = 3, 

de  sorte  que^y=t,  x=2,  z = 3,  es(t  une  solution  des  équa- 
tions proposées. 

Divisant  y s—  19^-f- 18  par  y — 1 ,•  le  quotient  égalé  à zéro 
detef ntinera  les  deux  autres  valeurs,  dfe  yt  les  équations  (4) 
fourniront  les  valeurs  correspondantes  4e  x,  et  ensuite  les 
équations  (1),  (2J,  (3),  donneront  les  valeurs  de  z. 

?g3.  Eli  général  : La  résolution  de  n équations  d’un  degré 
quelconque  entre  fi  inconnues  j tonduit  à des  équations  dans 
chacune  desquelles  il  n’entre  qu’une  seule  inconnue. 

Quand  oh  à n équations  entre  n -j-  ni  inconnues  j on  peut 
assigner  des  valeurs  arbitraires  à m inconnues , car  il  reste  n 
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••quations  qui  serventâ  déterminer  les  n autres  inconnues.  On 
peut  aussi  déduire  des  n équations  données  t une  relation  entre 
m-f-  1 quelconques  des  n-^-m  inconnues , car  il  suffit  d éliminer 
les  n—  i autres  inconnues. 

Enfin,  lorsqu'on  a n-\-m  équations  entre,  n inconnues  j l’éli- 
mination des  n inconnues  fournit  m équations  de  condition; 
la  possibilité  de  satisfaire  au  système  proposé , dépend  de 
ces  équations  de  condition. 

• 

§ VII.  Équation  aux  différences.  Calcul  dîme  quan- 
tité moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entre 
1er  racines  prises  deux  à deux  dune  équation 
donnée.  • 

• • v 

294.  Nous  allons'  calculer  l’équation  aux  différences . . . . 
(2)..  - <t> (y)  — o,  qui  a pour  racines  toutes  les  différences 
ehtre  les  racines  a,  bj  d’une  équation  du  m 

degré  (1). . . f{x)  — o. 

Soient  z et  z'  des  racines  quelconques  de  l’cquation  (1); 
chacune  des  quantités  z,  z , aura  m valeurs  a,  b,  c,...,k , 
et  011  exprimera  que  z,  il,  sont  racines  de  1 équation.  ( 0 en 

posant  '•  - , :«  . 

/(z)  = o,  f{z')=o.  jSoit  z —z~y.  •• 

Le  système  de  ces  trois  dernières  équations  déterminera 
toutes  les  valeurs  de  y correspondantes  aux  m valeurs* .... 
x a,  b,  Cf...,  k,  de  cliaéune  des  inconnues  z,  *';•«»  valeurs 

de  y exprimeront  dont)  toutes  les  différences  entre  les  m ra- 
cines de  l’cquation  (i)  ; et  par  conséquent,  on  obtiendra. l'équa- 
tion en  y qui  détermine  ces  différences  , eft  éliminant  z et 
z entre  les  équations  < , , 

(3>.  ../(*)=  o,  f(z')  = o,  .z'-z=y. 

Tour  éliminer  z,  on  remplace  cette  inconnue 'par  sa  valeur 
z+ y tirte  de  z'  — z=yy  l’éiquatten  f(i'  ) = o devient 
f{z-j-y)  ==,0,  et  d’après  ce  qn’on  a vu  (n®  250  » ■s'1  Von 
veloppe  f (z-\-y)  suivant  les  puissances  croissantes  de  y,  lé— 
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quation  f(z  +j)  =.<>>  détiendra  . 

(4V  • • /(*)  +*/'(?> +-?A»)+^TW  +•  • -+r  = o. 

Cela  posé  : si  l’on  éliminait  directement  z entre  cette  dernière 
équation  et  /(z)  = o,  l’équation  finale  F (_y)  = o détermi- 
nerait non-seulement  les  m(m — il  différences 

b — a,  c — a,...,k  — a , 
a — b,  c — by...,k  — b,  etc.,  * 

entre  chacune  des  m racines  a,  b,  e , . , A , et  les  m — I 

autres,  mais  en  outre  les  m différences 

a — b - — b,  c — c,...,k — k, 

■ ' ' t ^ vm  ■*> 

entre  chaque  racine  et  elle-même;  car  l’équation  finale  F(y)  = o 
doit  fournie  les  m * valeurs  de  y qui  r^ultent  de  la  relation 
y=  z — z en  donnant  successivement  a z et  z les  m valeurs 
a,  b,  c,...,  k.  ' » 

L’équation  F(y)  = o,  admettant  m racines  nulles,  son  pre- 
mier membre  serait  divisible  par^"1,  et  Je  quotient  égalé  à zéro 
donnerait  l’équation  demandée  (2J. . . pCy)  = o,  dont  les  ra- 
cines sont  les  m(m — 1)  différences  entre  chaque  racine  de  l’é- 
quation CO  et  les  m — i autres.  ' ‘ v • 7; 

Mais  ,•  on  peut  parvenir  directement  à î équation  (2)  j en  ob- 
servant d’abord  quc/(t)  étant  nul,  l’équation  (4J  se  réduit  à 

- 

(P)—  y fit)  4-^  ym  — 


Or,  pour,  une  valeur  a de  z,  la  relation  _y=z' — z donne 
y = z — a ; l’équation  (5)  devient 

,/  IJ  ’ 

yf'tà  +1  yf»  -I-  ^3  ff\a)  + . . . +y-  = o; 


'*• 

1 naAnj 


les  m racines  de  cette  dernière 'équation  sont  les  m.  différences 
a — a,  b — oy  c — à-,.  4s. , k i-è,  entre  la  racine’ « et  les 
m racines  a,  b,  c,...,k ; car  les  valeurs  de  y correspon- 


k 


1 

V 


y 
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dantes  à i — a sont  fournies  par  la  relation  y = z' — a,  en 
donnant  successivement  à z ' ses  m valeurs  a,  b , c,...,  t. 

On  voit  donc  que  dans  l’équatiou  (3) , chacune  des  m va- 
leurs a,  b,  c,...,  t,  de  z,  fournit  une  valeur  nulle  de  y. 

Pour  supprimer  les  m valeurs  a — a,  b-^b,  c — cK..,  h — t,  dey, 
qui  sont  nullcs,  il  suffit  de  diviser  le  premier  membre  de  l’cqua- 
tion'  (5)  par  y;  alors  dans  l’équation  résultante 


chacune  des  m valeurs  de  z j fournit  ire  — i valeurs  correspon- 
dantes dé  y qui  expriment  les  ire—  i différences  entre  cette  va- 
leur dez  et  les  ire— i autres.' De  sorte  que  les  m valeurs  nulles, 
a-r-a,  b — fb,...,t — é,  de_y,  qui  satisfaisaient  au  système 

• • ' ■'  i ii'  v . . . t , *■  ’ • ■*.■)  (i  n i 

/(*>  = o,  yf'(z)  +. + ^yT{*)+-  ‘ •+ym  = 

ne  se  trouvent  plus  dans  le  nouveau  système 

(6) . . . f[z)  = o , f\z)  + i yf\z)  + ^T(z)  + ...  +y"-=o. 

Le  système  (6)  déterminant  pour  y. , les  m{m  — i ) différences 
entre  chacune  des  m racines  a,  b, ...  k , et  les  ire — i autres, 
si  l’on  élimine  z entre  ces  équations,  l’équation  finale  cuyi  sera 
l’équatiou  aux  différences 

CO.-  • <pOO  = o. 

On  parviendra  au  même  résultat  en  éliminant  x entre 


(7>1 . . f (r)=o  ; y/  \x) +f-f  “(x)  +i..+x— =o, 

car  le  système  (7)  se  déduit  du  système  (6) , en  changeant  z en 
Ædaas<(6).  >.  . * , - i'  ' 

Par  conséquent  : Pour  déterminer  l'équation  atix  différences 
(ï).  . . p(y)=5io  de . l' équation  donnée  f(x)= 6 ,,il  suffit  de 
calculer  Inéquation  finale  résultante  de  l’élimination  de  X entre 
Igt-éçmüioM  (7)*.'  ...  ■ i ». 
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1er  Exemple.  Soit  l’équation  x3  — 7X  4-  7 = *>•  On  a 
/(x)  = x1 — 7x  4-  7 „/'  (x)  = 3r*  — 7,/'"  (x)  =6x,/*(x)  =6. 

Toutes  les  autres  délurées  de /(x)  étant  nulles,  l’e’quation 
générale 

J'/'W  + ^3^a/"W  + etc.=  o,  , 

sç  réduit  à 

(3x‘  — 7)  + 3xj'+j',=o,  ou  à 3x’4-3yx-f-y — 7=0. 
De  sorte  qu’il  s’agit  d’éliminer  x entre 

,*  , V 

x3 — 7x4- 7 = 0 ‘et  3x* 3yx  + .y* — 7 = 0. 

Le  résultat  de  cette  élimination  est  l’ équation  aux  différence» 

y — 4*y4 + 44  «y- 49=0- 

2e  Exemple.  Soit  l’équation  x1  — 21  — 5 = o. 

On  trouve  que  l’équatioh  aux  différences  est 

y6 — i?y  4-36y-1 4-643  = 0. 

295.  Les  équations  (1). . . f(x)  = o , (2) ...  <p  (y)  = o , jouis- 
sent des  propriétés  suivantes  : 

1°.  IJ  équation  (1)  étant  tfu  mf imt  degré  , l’équation  (2)  aux 
différences  est  du  m {m — l}M“*  degré;  car  chacune  des  m ra- 
cines de  l’équatioq  (1)  donnant  m — 1 différences  entre  celte 
racine  <?t  les  m — 1 .autres,  ces  m racines  déterminent  m(m—  1) 
différences  qui  sont  les  racines  de  l’équation  (2). 

20.  L,’ équation  aux  différences  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  L'inconnue  ; car  toutes  ses  racines  sont  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires  (n°  23 1). 

Posant  donc  m{m  — 1 ) = 2ra , l’équation  aux  différences  sera 
de  la  forme  1 ’ * 

y - 4-  py—  4-  Qy— 44- . ......  4-  Sy*  4*  T = o > 

ce  qui  revient  à 

(3) . . . Çy*)*  4-  P (yY~'  + Q (y  * 4-  • • • + Sy  4-  T = o. 
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3®.  Soit y’  — z y l’équation  (3)  devient 

(45'.  •.  ! a"  + Pi—  + Q a—  + . . . + Ss  + T = o. 

Cette  dernière  est  Y équation  aux  q narrés  des  différences,  parce 
que  ses  racines  sont  les  quarrésdes  différences  eutre  les  racines 
de  l’équation  (î)  prises  deux  à deux.  - 

4°.  Quand  l’équation  (i)  n’a  que  des  racines  réelles , l’équa- 
tion (4)  na  que  des  variations  de  signes  ; car  les  quarrés  des 
différences  entre  ces  racines  étant  réels  et  positifs,  toutes  les 
racines  de  l’équation  (4)  sont  réelles  et  positives. 

5°.  Nous  démontrerons  dans  1 er  neuvième  chapitre  que  la  ré- 
ciproque est  vraie,  c’est-à-dire  que  lorsque  V équation  (4)  n’a 
que  des  variations,  l’équation  (l)  a toutes  ses  racines  réelles. 

6°.  Il  résulte  de  (4°)  que  toutes  les  fois  que  l’équation  (4)  a 
des  permanences , l’équation  (l)  a nécessairement  des  racines 
imaginaires.  j 

Exemple.  Soit  l’équation  ar1  — 2x — 5 = o. 

L’équation  aux  différences  est 

y6 — 127-*  ■+■  36j ■'  + 643  = o. 

Cette  dernière  équation  ayant  une  permanence,  l’équation 
eu  x a des  racines  imaginaires  ^6B)  , et  n’a  par  conséquent 
qu’une  seule  racine  réelle  , car  les  nacines  imaginaires  sont 
toujours  en  nombre  pair  (n°  265 , page  4'2)- 

70.  Si  les  racines  de  l’équation  (l  ) ne  font  que  changer  de 
signes,  l’équation  (2)  aux  différences  rf siéra  la  même ; car  les 
différences  entre  deux  racines  quelconques  a , b,  de  l’équation  (1) 
étant  a — b et  b — a,  les  différences  entre a et  — b sont  les 
mêmes. 

296.  11  est  maintenant  facile  de  calculer  la  quantité  t~  moindre 
que  lapsus  petite  des  différences  entre  les  racines  d’une  équation 
donnée  =.  o,  dont  toutes  les  ratines  sont  inégales.  A cet 
effet, on  cherche  l’équation  aux  différences,  Ç (_y)  = o,  des  ra- 
cines de  la  proposée,  et  l’une  quelconque  des  limites  inférieures 
des  racines  positives  deip  (y)  = o,  exprime  l. 
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Exemple.  Soi t x3  — çx  -J-; 7 = o ; 

on  -vient  de  vpir  {page , 461)  que  l’équation  aux  .différences  est 

y — 4*y' + 44  lyx — < 49 

La  limite  inférieure  des  racines  positives  de  cette  dernière 
équation  étant  ^ (2e  Exemple , page  377),  onaJ  = 

Remarque.  Nous  avons  supposé  que  1 '-élimination  conduisait 
à l’équation  aux  différences  (2). . . p (y)  = o;  mais  on -a  vu 
(n°  287)  que  cette  élimination  donne  quelquefois  une  équation 
$>(j/)  X F (y)  — o compliquée. de  valeurs  étrangères  de  y\  ce- 
pendant on  péril  prendre  pour  Pline  quelconque  des  ' limites 
inférieures  des  racines  positives  de  l’équation  <f  (y)  X F — o 
car  cette  limite  est  à plus  forte  raison  moindre  que  la  plus  petite 
racine  positive  de  l’équation  (2) . . .<p  {ÿ)  ~ o. 

§ VIII.  Équations  binômes  et  trinômes ; équations 
irrationnelles. 


297,  Les  équations  qui  peuvent  se  ramener  à la  forme 
y”  dtz  b = o , ont  reçu  le  fiom  A’ équations  binômes. 

fes  équations  binômes  n’ont  pas  de  racines  égales  ; car  le  bi- 
nomey,n‘  ± b n’a  pas  de  diviseur  Commun  avec  sa  dérivée 

Pour  simplifier  la  résolution  des  équations  binômes,  on  clierclie 

* •*  . ' ••-***’  m - r 

d’abord  la  valeur  arithmétique  a de  y b ; on  fait_y  = eue-,  subs- 
tituant cette  valeur  dey  dans  ym±b  = o,  remplaçant  A par 
et  divisant  ensuite  par  alh,  la  question  se  trouve  réduite  à ré- 
soudre l’équation  x“‘  :t  1 = o.'  . 

i°.  Soit  l’équation  (1). . . x”  — 1 = 01; 

une  de  ses  racines  est  -f- 1. 

La  division  de  — 1 par  x — 1 donnant  le  quotient  exact 

x*!-1  -Jr  -H -f-  -Ça  + X + _!,.( page  33),  on* a l’identité 

x"  — 1 =(x  — i^x”-1  -f. . . + x*  +i  + i),'  1 

et  les  autres  racines  de  l’équation  (1)  dépendent  de  l’équation 


(3) . . . x*"1  -f-  x"-*  -J-  x*  -}-  x + 1 — o. 
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Lorsque  m est  un  nombre  impair,  l’équation  (3)  n’a  pas  de 
racine  réelle;  car  des  valeurs  positives  de  x ne  sauraient  y sa- 
tisfaire , et  une  valeur  négative  de  x ne  réduisant  jamais  x*1  — t 
à zéro,  cette  valeur  ne  peut  satisfaire  à l’équation  (3). 

Quand  m est  un  nombre  pair  2 n,  l’équation  x“  — i = o 
a deux  racines  réelles  -f-  i , — i . 

Pour  trouver  les  autres  racines,  on  divise  x“ — i par  le  pro- 
duit jt*  — i des  facteurs  * — i , x ■+• 1 ; le  quotient  égalés  zéro 
conduit  à 

(4) • . . x**-*  + X**-"4  -4^. . . ■+•  x*  + i = o. 

Cette  équation  n’a  pas  de  racine  réelle  ; car  tous  les  expOsans 
de  x étapt  des  nombres  pairs , une  valeur  réélle  de  x ne  saurait 
y satisfaire. 

Pour  résoudre  l'équation  (4) , on  y fait  x*  ?=  z j elle  sè  ré- 
duit à 


*»-*  + *»-»  + ...  + z + i = o; 
cètte  dernière  détermine  n — ■ i valeurs  de  z , et  la  relation 
x = dzÿz  donne  les  an  — 2 racines  de  l’équation  (4). 

Le  binôme  x**  — I étant  le  produit  de  x"  -f-  i par  x1* — i , 
les  racines  de  l'équation  x’"  — i = q.,  peuvent  aussi  se  déduire 
des  équations  plus  simples  x*  •+•  i = o , x"  — i = o. 

2°.  Soit  l’équation  (2) . . . x"  -f- 1 o. 

Lorsque  m est  un  nombre  impair  .2«'-f-  1 , l’hypothèse 
x=—  1 satisfait  à l’équation  (2).  Pour  obtenir  les  autres  racines, 
on  divise  x*"4"'  -f-  1 par  x -H  1 ; le  quotient  ( page  34)  égalé 
à séro  donne  . ' 


(5) . . . x**  — 4-  x“-*  — fcam~3  -f- . .• , -f  x*  — x + 1 = o, 

et  on  a l’identité 

®,M-,+-TO(x+  0 (x“-x“-  + ...+  x‘—  x,+  1). 

Toutes  les  racines  de  l’équation  (5)  sont  Imaginai  res;  car  elle 
i»’a  pas  de  racines  réelles  négatives  (page  368,  2*  Rbmabqus), 
et  chacune  de  ses  racines  devant  réduire  x*"*1  ■+■  1 à zéro,  l’é- 
quation (5)(  n’admet  pas  de  valeurs  positives  de  x. 

Quand  m est  un  nombre  pair , l’équation  (2) . . . x"  -j- 1 = o , 
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n’a  pas  de  racine  réelle,  car  toute  puissance  paire  d’ une  quantité 
réelle  est  positive.  4 

D’après  cette  discussion  : V équation  x-a,l+1  — 1 = o a une 
seule  racine  réelle  -j-  i ; 1‘ équation  x*"  — i = o n’a  que  deux 
racines  réelles  -f-  ïj  — i ; la  seule  racine  réelle  de  l’équation 
x**+'  -J-  i = o est  — i j et  l’équation  xa"  -f-  i = o n’a  pas  de 
racine  réelle. 

Appliquons  cette  théorie  générale  à des  exemples.  ^ 
L’équation  x * — i = o donne  x = -f-  i , x = — 1. 

Les  racines  de  xa  + i = o sont  -f-  \/  — t et  -^-l/  — r. 

Les  racines  de  .t^— 1=0  , sont  déterminées  par  les  équations  ■ 
xa  — i = o,  x*  + i = o ; car  x4  — i est  le  produit  de  xa  — i 
par  xa  -f-  *•  Ces  racines  sont  donc  di  i et  dt  \/  — i . 

Une  des  racines  de  l’équation  x3  — t = o étant  -f*  i , on  ob- 
tient les  deux  autres  racines  en  égalant  à zéro  le  quotient  de 

x3  — i par  x — i ; ce  qui  donne  x = - ( — i ± \/  — 3). 

On  trouve  de  même  que  les  trois  racines  de  x3  -}-  i = o , 

sont  — i et  — fi  ± y/ — 3). 

2 ' 

On  obtient  les  racines  de  x6 — i = o,  en  égalant  à zéro  les 
facteurs  x3  — i , x3-!-  i,de  x6- — î.  Ce  qui  fournit  les  six  ra- 
cines dt  i , - ( — i — V — 3),  I(,  ± V — 3). 


298.  Un  radical  d autant  de  valeurs  qu’il  y a d’unités  dans 

son  indice.  En  effet,  si  l’on  désigne  par  y la  valeur  de  \/  p , il 
faudra  que  la  m,im‘  puissance  de  y reproduise  p , c’est-à-dire 
que  ymz=p -,  et  comme  cette  équation  admet  m valeurs  inégales 
de  y (n®  297) , le  principe  est  démontré. 

m 

Pour  calculer  les  m valeurs  de  ^ p , nous  distinguerons 
deux  cas  : 

i°.  Quand  p est  un  nombre  positif,  on  prend  la  valeur 

3o 
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arithmétique  c de  Vp , °"  fait  y = « dans  y"-p  = o,  ce 

qui  conduit  à 1=0}  d’oJ.  x=  |/i. 

4 T ps  m racines  de  cette  dernière  équation  expriment  les  m va- 
leurs ai,  a3,...,  °m,  de  la  racine  m"-»  de  l’uniü;  et  en 

multipliant  la  racine  miim‘  arithmétique  c de  |//>,  par  chacune 
des  m racines  a. , a„ de  l’unité,  les  produits  ca, , ca„ 

* ca»,  sont  les  m valeurs  de  V P- 
Suivant  que  l’indice  m est  pair  ou  impair,  le  radical  a deux 
valeurs  réelles , ou  n’a  qu’utoe  seule  valeur  réelle  (n°  297). 

3°.  Lorsque  p est  un  nombre  négatif  b,  on  a 

m 

J™  +b  = o,  y — \/—b. 

On  cherche  la  valeur  arithmétique  c de  }/b  , et  en  faisant 
y — ex  dans  y*  + b = o,  on  trouve 

J m 

X">4-I=0,  d’où  X=\/ !• 

Les  m racines  de  !“+>  = « expriment  les  m valeurs 

de^/ZTl  ; et  en  multipliant  c par  chacune  de  ces  valeurs,  les 

m produits  sont  les  m valeurs  de  \/-b.  _ ^ 

Si  m est  pair,  toutes  les  valeurs  de  V -b  seroht  imagi- 
naires; et  si  m est  impair,  le  radical  n’aura  qu  une  seule  va- 
leur réelle  (n°  297).  3 _ 

,«r  Exemple.  Calculer  Us  trois  vaUurs  de  |/8. 

On  cherche  les  racines-f  1,  -(— 1 de  x 1 

la  valeur  arithmétique  de  V 8 étant  a^le.  valeurs  de  1/8  sont 

4-2,  — « + V — 3,dt  1 V 

Remaequb.  Les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  que  le  quarre  de  chacune 
d’elles  reproduit  l’autre.  En  effet,  soient 
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•={  (-*  + V — 3),  c = ^ (-  3), 

Les  racines  de  x3  — 1=0,  étant  -f-  1 , « et  £ , on  a *3  = 1 , 
et  le  principe  du  n“  225  donne  1 X«Xî=i  ; donc 

a3  = I X * X £ , d’où  = Ç . ' 

Toutes  les  puissances  des  racines  cubiques  imaginaires  «,  «*_, 
üfe  V unité j reproduisent  les  racines  l,a,  car  la  relation  a3  — 1 
donne 

a?n  =.  I , «■'«+1  = a3*  X « = a , a3n+*  = et3"  X «*  = a. *. 

6 

2e  Exemple.  "Déterminer  les  six  valeurs  de[/+i. 

On  pose  x6  — 1 = 0. 

Nous  ayons  tu  (page  465)  que  les  valeurs  de  x sont  données 
par  les  équations  .x3  — 1 = o , x’3  -J-  j =0. 

Les  trois  racines  de  x3  — 1 =0,  étant  — 1 , « et  <*%  celles 
de  x3  + 1 = o , qui  n’en  different  que  par  le  signe  , sont  — 1 , 
— « et  — •*. 

e 

Les  six  valeurs  de  V'+i  sont,  donc  ±1,  ±«, 

t 

299.  Le  procédé  du  n°  1 3g  conduirait  aux  m valeurs  de  la 
racine  mlim‘  d’un  polynôme  P ,•  car  la  racine  1 nUm‘  du  premier 
terme  de  P ayant  m valeurs-,  chacune  d’elles  exprime  le  pre- 
mier terme  d’une  des  m racines  du  polynôme  proposé,  et  la  di- 
vision fournit  les  autres  termes  de  chaque  racine.  Mais, on  par- 
vient plus  simplement  aux  mêmes  résultats  en  multipliant  la 

m ___  m 

valeur  arithmétique  de  l/P  par  chacune  des  m valeurs  de  \/î . 

300.  Les  règles  qui  ont  'été  données  pour  opérer  sur  lès  va- 
leurs arithmétiques  des  radicaux , ne  sont  pas  toujours  appli- 
cables aux  valeurs  algébriques  de  ces  radicaux. 

m 

Par  exemple , la  valeur  arithmétique  de  l/ a est  la  même 

mn 

que  celle  de  V a" , (page  225,5°);  mais  les  valeurs  algébriques 
de  ces  radicaux  sont  différentes,  car  le  premier  radical  a m 
valeurs  inégales , tandis  que  le  second  enamX». 

3o. . 
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Pour  lever  toutes  les  difficultés  relatives  au  calcul  des  radi- 
caux algébriques j il  suffit  d’opérer  successivement  sur  chacune 
des  valeurs  de  ces  radicaux. 

3 _ 6 

Exemple.  Calculer  le  produit  de  \/  Q par  72g. 

Les  valeurs  arithmétiques  de  ces  radicaux  étant + 2 et  +3, 

3 6 3 6 3 6 

on  a [/8  X 1/729  = 2 [/ 1 x3  \/ 1 =&}/  1 x l/ï. 

3 

La  question  est  doue  réduite  à former  le  produit  de  \/  i 

s 

par  y/ 1 ) multipliant  successivement  chacune  des  valeurs 
s _ 

-j-  1 , * , e? , de  y/ 1 , par  chacune  des  valeurs  dr  i , 

B _ . » 

de  y/  1 , et  ayant  égard  aux  relations  «e5  = i ,«*  = «,  on  verra 

3 6 

que  le  produit  de  y/ 1 Par  V' 1 » n’a  que  les  six  valeurs  difie— 

• • s 

rentes  ±:i  l’expression  générale  du  produit  de  y/ 1 

6 _ 6 _ 

par  \/ 1 est  donc  y/ 1. 

La  règle  qui  a été  donnée  (page  225,  5°)  conduirait  direc- 
tement au  même  résultat , en  réduisant  d’abord  les  radicaux 
au  plus  petit  indice  commun. 

Équations  trinômes  réductibles  au  second  degré. 

3oi.  La  résolution  des  équations  binômes  donne  le  moyen 
de  calculer  les  rqeines  des  équations  trinômes  de  la  forme 

(l).  . . x‘m  -J-  2pxm  -f-  q =c  o ; 

car  en  faisant  xm  = y,  l’équation  (i)  devient 

y'  -+■  *py  + q = « ; d’où  y=—p±  y/p'—q. 

Désignant  ces  deux  valeurs  de  jr  par  a et  b,  la  question  est 
réduite  à résoudre  les  équations  binômes  xm  — a,  rm  — /. 

Remarque.  L’équation  (i)  n’admet  jamais  plus  de  quatre 
racines  réelles ; car  lorsque  a et  b spnt  réels,  chaque  équation 
binôme  ne  peut  donner  plus  de  deux  valeurs  réelles  de  x 
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(n°  297)'»  et  si  a ou  b est  imaginaire,  b par  exemple,  aucune 
valeur  réelle  de  x ne  saurait  satisfaire  à xm  — b,  puisque  la 
miimt  puissance  d’une  quantité  réelle  ne  peut  être  égale  à une 
imaginaire  b. 

Résolution  des  Équations  irrationnelles. 

3o2.  Nous  allons  actuellement  nous  occuper  des  équations 
irrationnelles j c’est-à-dire  des  équations  dans  lesquelles  les 
inconnues  entrent  sous  des  radicaux. 

Pour  résoudre  ces  équations,  on  égale  chaque  radical  à une 
nouvelle  inconnue  ; on  fait  ensuite  disparaître  les  radicaux  ; ce 
qui  fournit  des  équations  rationnelles  entre  les  inconnues  pri- 
mitives et  les  nouvelles  inconnues;  l’élimination  dfe  ces  nou- 
velles inconnues  conduit  à des  équations  rationnelles  entre 
les  inconnues  primitives,  et  nous  avons  vu  comment  on  résout 
ces  dernières  équations. 

i,r  Exemple.  Soit  (1). . . \/ x -f-V^ x — 5 = 5. 

On  fait  ÿx  = y et  ÿ' x — 5 = z;  d’où 

(a)- • • y 4-*=5,  y — x,  z*  = x — 5. 

Pour  obtenir  X équation  finale  eni,  il  suffit  d’éliminer  y et 
z entre  les  équations  (2);  à cdt  effet,  on  remplace  d’abord^ 
par  sa  valeur  5 — z tirée  de  _y-f-z=5,  l’équation  y*  = * 
devient  z1  — 1 oz  + 25  — x = o ; or , z“  + 5 — x — o ; l’élimi- 
nation de  z entre  ces  deux  dernières  conduit  à x=:9;  cette 
valeur  de  x satisfait  à l’équation  (1). 

Remarque.  Le  seul  moyen  de  rendre  l’équation  (1)  ration- 
nelle, est  de  faire  disparaître  les  radicaux  en  les  élevant  au 
quarré;  ce  qui  fait  disparaître  le  double  signe  dont  la  valeur  de 
chaque  radical  doit  être  affectée;  chacune  des  équations 

x — V x — 5 = 5,  — [/x  + \/x — 5 = 5, 

()'"l  — \/x  — \/x^5  — 5 , 

conduirait  donc  à la  même  valeur  x = 9;  et  cependant  en-ncv 
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prenant  que  la  valeur  arithmétique  Je  chaque  radical,  la  va- 
leur x=g  ne  satisfait  à aucune  des  équations  (3). 

En  général , lorsqu’on  fait  disparaître  les  radicaux  contenus 
dans  des  équations  j les  valeurs  des  inconnues  tirées  des  équa- 
tions rationnelles  qui  en  résultent  j peuvent  ne  convenir  quà 
certaines  combinaisons  des  diverses  valeurs  dont  ces  radicaux 
sont  susceptibles.  

Ainsi,  l’équation  [/ x — {/  x — 5=5,  n’admet  pas  de  solu- 
tions arithmétiques ; mais  en  prenant  la  valeur  négative  de 
\/ x — 5,  l’hypothèse  r = g fournit  une  solution  algébrique 
de  cette  équation. 

a*  Exemple.  Soit  (i). . . |/2 — x=  i — \/x  — i; 

*3  

ou  fait  V^2  — x—y>  Vx — d’où 

(a). . .y  = i — z,  (3)...y  = 2 — x,  (4)...a’  = x—  i. 

Pour  éliminer_y , on  remplace  y par  sa  valeur  î — z,  et  les 
équations  (3) , (4) , deviennent 

z3  — 3z*-f-3z — (x — i)=o,  z” — (x — i)  = o. 

Éliminant  z entre  ces  deux  dernières,  on  trouve 
(x — OC*’ — 3 2X  + J.o)  = o;  d’où  x=l,  x = 2,  x=  10. 

§ IX.  Des  équations  réciproques. 

3o3.  Lorsque  cl  désignant  une  racine  quelconque  d’une  équa- 
tion, - est  aussi  racine,  on  dit  que  cette  équation  est  réci- 

A 

proque. 

Nous  allons  chercher  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
les  coejp.de ns  d’une  équation  pour  qu’elle  soit  réciproque. 

Afin  de  fixer  les  idées,  considérons  d’abord  l’équation  de  degré 
impair  (î). . . x5  + jdx*  -j-  qx3  •+-  rx * + sx  •+•  t = o. 

Pour  qu’elle  soit  'réciproque,  il  faut  et  il  suffit  qu’en  chan- 
| ,1 
géant  x en  - , la  nouvelle  équation 
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admette  les  mêmes  racines  que  la  proposée. 

Multipliant  par  x5,  divisant  par  i,  et  ordonnant  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x,  on  obtient  la  transformée 


(2)...x>+;^4-;x=+?x'  + ^ + 7 = o. 

t t t € • t 


Les  équations  (i),  (2)  , devant  avoir  les  mêmes  racines,  les 
coefficiens  des  puissances  semblables  de  x doivent  être  égaux 
dans  les  premiers  membres  de  ces  équations  ( n°  226,  6*).  Les 
relations  demandées  sont  donc 


La  dernière  donne  f’  = 1,  d’où  < = +r  et  t—  — ». 

Substituant  ces  valeurs  de  t dans  (3),  on  voit 

que  e = -f-i  donne  s—p,  r — q , 

et  que  t =' — 1 donne  s = — p,  r — — q . 

Ce  qui  conduit  aux  équations  réciproques 

(4)  ...  x5  -f-  px'  -J-  qx'  + qx%  -f-  px  -f-  1 = 0, 

(5) .  . . x5  -f- px*  + qx 3 — qx*  — px  — 1 = 0. 

Par  conséquent  : Pour  qu’une  équation  de  degré  impair  soit 
hÉciproque,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficiens  des  termes 
également  distans  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe, 
ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

3o4-  Toute  équation  réciproque  de  degré  impair  a une  racine 
égale  à — t ou  à -f- 1 , selon  que  les  coefficiens  des  termes  égale- 
ment distans  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe , ou 
égaux  et  de  signes  contraires  ; et  en  divisant  le  premier  membre 
par  le' facteur  correspondant  x -f-  1 , ou  x — ij  on  obtient  une 
équation  réciproque  de  degré  pair  dans  laquelle  les  coefficiens 
des  termes  également  éloignés  des  extiémes  sont  égaux  et  de 
même  signe.  En  effet  : 


r 
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i°.  L’hypothèse  x — — i satisfait  à l’équation  (4);  son  pre- 
mier membre  est  donc  divisible  par  x -f-  i (u°  221). 

Pour  faciliter  cette  division , on  observe  que  l’équation  (4) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(is  + i)-ffr(i3+i)  + yx*  (x  + i)=o. 

On  a vu  ( n°  29  ) que  les  binômes  x5  -f-  1 , x-1  -j-  1 , sont  di- 
visibles par  x-f- 1 , et  fournissent  les  quotiens  x * — x3-f-xa — x-f- 1 , 
x*  — x-f-  1.  Divisant  donc  le  premier  membre  de  la  dernière 
équation  par  x -+-  1 , ce  qui  ôte  la  racine  — 1 , et  ordonnant  le 
quotient , on  parvient  à l’équation  réciproque 

•r44-(p—  i)x3  + (i  —p  + q)x*  + (j>—i)x+  1=0. 

Remarque.  On  pouvait  prévoir  que  l’équation  (4)  aurait  une 
racine  égale  à — 1 , et  que  son  premier  membre  divisé  par  x -+-  1 
conduirait  à une  équation  réciproque.  En  effet,  les  cinq  racines 

de  cette  équation  sont  nécessairement  delà  forme  a,  b,  ct 

et  leur  produit  °X^Xix|xC|  ouc,  est  égal  au  dernier 

terme  -f-i  de  l’équation  (4)  pris  avec  un  signe  contraire  (n6  225); 
donc  c=  — 1.  D’ailleurs,  si  l’on  égale  à zéro  le  quotient  du 
i,r  membre  de  l’équation  (4)  par  x -J-  1 , l’équation  qui  en  ré- 
sultera sera  réciproque , puisque  ses  racines  sont  a,  b et 

20.  L’hypothèse  x = 1 satisfait  à l’équation  (5);  son  premier 
membre  est  donc  divisible  par  x — 1. 

Pour  faciliter  la  division , on  met  l’équation  (5)  sous  la  forme 

(x5  — 1)  -f-  px  (x3  — 1)  -f-  qx‘  (x  — 1)  = o. 

Les  quotiens  des  binômes  x5  — 1 , x3  — 1 , par  x — 1,  étant 
x*  + x3  -f—  xa  -J-  x -J-  1 et  i'  + x+i  (n*  29) , 


la  dernière  équation  divisée  par  x — 1 conduit  à l’équation 
réciproque 

^+(?+')x,1  + (i  -fp  + q)x4-f-(/>-fi)x+  1 =0» 
I^e  principe  est  donc  démontré. 
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3o5.  Occupons  - nous  actuellement  des  équations  de  degré 
pair,  et  considérons  l’équation 

( i ) . . . x8  + pxs  -f-  qr4  -f-  rx3  + sx*  -f-  (x  -+•  u = o. 

Pour  qu’elle  soit  réciproque , il  faut  et  il  suffit  que  si  l’on  y 
change  x en  - , l’équation  transformée 


* P . Q . r . s . t . 

-6+3  + ^+-3+-;+-  + « = o> 


admette  les  mêmes  racines  que  la  proposée. 

Multipliant  par  x6,  divisant  par  »,  et  ordonnant  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x , on  trouve 


(2)  . . . x6  - x5  -j-  - x4  -f-  - x3  -f-  -xa+-x-f--=o. 
u u u u u u 

Les  équations  (1)  et  (2)  devant  avoir  les  mêmes  racines,  les 
coefficiens  des  puissances  semblables  de  x doivent  être  égaux  \ 
les  relations  demandées  sont  donc 


La  dernière  donne  »'  = 1 , d’où  » = ±:  1 . 

Discutons  ces  deux  valeurs  de  ». 

Soit  »=-f-  1;  les  relations  (3)  s’accordent  à donner  t=p, 
s~q,  r=  r;  et  l’équation  (1)  devient 

(4) . . . x6  px?  -f-  qx4  + rx3  +.  qx?  +px  -f-  1 =0. 

Cette  dernière  équation  est  réciproque,  quelles  que  soient  les 
valeurs  qu’on  assigne  aux  coefficiens  p,  q,  r. 

Soit  »= — 1.  La  relation  - = r devient  r = — r,  d’où 

u 

2r  = o , r — o\  et  les  autres  relations  s’accordent  à donner 
t=, — p,  s — — q;  l’équation  (1)  devient 

(5) . . . x6  -|- px 5 + qx4  — qxa  — px  — 1=0. 

D’un  autre  côté,  l’équation  (4)  étant  réciproque,  quel  que 
soit  r,  ott  peut  y faire  r=o,  ce  qui  fournit  l’équation  réci- 
proque (6) ...  x6  -f- px 5 -h  qx4  + qx2  -+■  px  •+•  1 sa  o. 


v» 


Digitized  by  Google 


474  ALGÈBRE. 

Par  conséquent  : Pour  qu  une  équation  de  degré  pair  soit  ré- 
ciproque, il  faut  et  il  suffit,  si  elle  renferme  le  terme  du  milieu , 
que  les  coefficient  des  termes  également  distans  des  extrêmes 
soient  égaux  et  de  même  signe  ; et  si  elle  ne  renferme  pas  le 
terme  du  milieu,  il  faut  que  les  coefficiens  des  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux 
et  de  signes  contraires. 

3o6.  Toute  équation  réciproque  de  degré  pair,  manquant 
du  terme  du  milieu , et  dans  laquelle  les  coefficiens  des  termes 
également  distans  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires , 
a une  racine  égale  à -f-i  et  une  racine  égale  à — I ; son  premier 
membre  divisé  par  le  produit  x* — l des  facteurs  x — i,  3c  — f-  1, 
correspondons  aux  racines  + l,  — i,  conduit  à une  équation 
réciproque  de  degré  pair  qui  est  complète , et  dans  laquelle  les 
coefficiens  des  termes  également  distans  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe. 

En  effet,  soit  l’équation  de  cette  espèce 

(l). . . x* pxb qxi  — qx 4 — px — i=o. 

Il  est  d’abord  facile  de  -soir  qu’elle  est  satisfaite  par  chacune 
des  hypothèses  x = -f-  î , x = — i,  car  les  résultats 

* -hp  + q — q—p—  i,  « — P +q  — 9+p  — i, 

sont  identiquement  nuis. 

Pour  faciliter  la  division  du  premier  membre  par  x*  — i , on 
met  l’équation  proposée  sous  la  forme 

(2). . . (x6 — 1)  4-pr:  (x*  — 1)  -4-  qx*  (x*  — i)  = o. 

Chacun  des  binômes  x6 — 1,  x4 — 1,  est  divisible  exacte- 
ment par  x* — 1 ; car  en  faisant  x4  = z,  ils  deviennent  zs  — 1 , 
z4 — 1 , et  l’on  a vu  (n°  29)  que  ces  deux  derniers  binômes  di- 
visés par  z — 1,  donnent  les  quotiens  exacts  a*  -pz  -4-  1 , z -f- 1 ; 
remplaçant  z par  X4,  on  voit  que  les  quotiens  des  binômes 
x6 — 1 , x4  — 1 , par  x4 — t , sont  x*  + x4  -f-  1 et  x*  -f-  î. 

Par  conséquent,  la  division  du  premier  membre  de  l’équation 
(2)  par  x*  — - 1 conduit  à 
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(x*  ■+■  i) -}-/jx  (x“  -f  i)  -f-  <jx%  = o,  ouà 
(3). ..  x^-f/^  + Cq-f-x}.  **+/>*  + i =?=o. 

Ce  qui  démontre  les  propriétés  énoncées. 

Rïmauque.  On  pouvait  prévoir  que  le  quotient  du  premier 
membre  de  l’équation  proposée  par  xa  — i conduirait  à une 
équation  réciproque.  En  effet,  deux  racines  de  l’équation  (i) 
étant  -f- 1 et  — i , les  quatre  autres  sont  nécessairement  de  la 

forme  a,  b,  or  en  divisant  l’équation  (i)  par  le  produit 
x*  — i des  facteurs  x — i , x -f-  i , correspondans  aux  racines 
+ i , — i , l’équation  résultante  aura  pour  racines  a,  —,  b, 
elle  sera  donc  réciproque. 


307.  Il  est  facile  de  conclure  des  propriétés  que  nous  venons 
d’établir  ,que  la  résolution  cfune  équation  réciproque  quelconque 
se  réduit  toujours  à déterminer  les  racines  d’une  équation  réci- 
proque de  degré  pair j dans  laquelle  les  coejjficiens  des  termes 
également  distans  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 
En  effet  : 

i°.  Si  l’équation  proposée  est  d’un  degré  impair  2«  -j-  i , on 
pourra  diviser  son  .premier  membre  par  r+i  ou  par  x — 1 , 
selon  que  le  dernier  terme  sera  +1  ou  — f,  et  le  quotient  égalé 
à zéro  donnera  une  équation  réciproque  du  degré  pair'  in,  dans 
laquelle  les  coefficiens  des  termes  également  distans  des  extrêmes 
seront  égaux  et  de  même  signe,  (n°  3o4). 

2°.  Si  l’équation  réciproque  proposée  étant  d’un  degré  pair  2», 
les  coefficiens  des  termes  également  éloignés  des  extrêmes  ne 
sont  pas  égaux  et  de  même  signe,  il  faudra  nécessairement 
que  ces  coefficiens  soient  égaux  et  de  signes  contraires,  et  que 
le  terme  du  milieu  ( affecté  de  x"  ) n’entre  pas  dans  l’équa- 
tion ( n°  3o5).  Dans  ce  cas,  l’équation  admettra  les  racines 
+ > , — 1 , et  son  premier  membre  sera  divisible  exactement  par 
x*  — 1 ; le  quotient  égalé  à zéro  fournira  une  équation  réci- 
proque du  degré  pair  2/1 — 2,  qui  déterminera  les  2 n — 2 autres 
racines  de  l’équation  proposée , et  dans  laquelle  les  coçfüciens 
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•les  termes  également  distans  des  extrêmes  seront  égaux  et  de 
même  signe  (n°  3o6). 

Le  principe  énoncé  est  donc  démontré. 

3o8.  La  recherche  des  racines  d’une  équation  réciproque 
quelconque,  se  trouvant  ainsi  réduite  à la  résolution  d’une  équa- 
tion réciproque  d’un  degré  pair  •in  dans  laquelle  les  coefficiens  des 
termes  également  distans  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même 
signe , nous  allons  faire  voir  qu’il  est  toujours  possible  de  faire 
dépendre  la  résolution  de  cette  dernière  équation  de  celle  d’une 
équation  du  n“Mt  degré. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  l’équation 

(O  • • • + pr5  -b  qxS  -f-  rx3  -f-  qx * + px  + > = o. 

Cette  équation  étant  réciproque,  ses  racines  sont  de  la  forme 


Or,  pour  ces  six  valeurs  de  x , la  fonction  x-f--^  n’a  que  les 

trois  valeurs,  a -f-  - , 6 + t,  c -f-  -, 

abc 

Posant  donc  (a). . . x 4-  - = z, 

x 

l’inconnue  z n’aura  que  trois  valeurs.  Par  conséquent,  si  l’on 
élimine  x entre  (i)  et  (2),  l’équation  finale  en  z séra  du  troi- 
sième degré;  elle  fournira  les  trois  valeurs  de  z;  et  en  les  subs- 
tituant successivement  dans  (2),  on  obtiendra  trois  équations 
du  second  degré  en  x qui  fourniront  les  six  racines  de  l’équa- 
tion (1). 

Pour  chaque  valeur  de  z,  l’équation  (2)  détermine  deux  racines 
réciproques  de  l’équation  (1);  car  l’équation  (2)  revient  à 

(3).  . . x‘ — zx  -j-  1 = o, 

et  le  dernier  terme  -+-  1 de  l’équation  (3)  exprimant  le  produit 
des  deux  racines  de  cette  équation  , si  l’une  de  ces  racines  est  a, 

l’autre  sera 
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Pour  simplifier  les. calculs  relatifs  à V élimination  de  x entre 
(i)  et  (2)  j on  observe  que  x=o  ne  satisfaisant  pas  à l’équation 
(1)’  on  ne  change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  divisant 
son  premier  membre  par  x3,  ce  qui  conduit  à 

(5) . . . (r+j)  +P (xl+j0  + ?(X'l"î)  + r~°' 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’exprimer  les  binômes  qui  entrent  dans 
cette  dernière  équation  , en  fonction  de  2.  On  peut  y parvenir 
en  formant  successivement  le  quarré  et  le  cube  de  la  valeur 

x 4-  - de  a : car  on  trouve 

x 

s*  = x14-^,  + 2,  d’où  xa  + = s”  — 2 ; • 

^ = (*3+^)+3(*+^)=(^+p)+**ï  d’où 
x3  + -.  = a3  — 3a. 

x3 

Substituant  ces  valeurs  des  binômes  qui  entrent  dans  (5),  on 
trouve  que  l’équation  finale  en  z est 

(6)...  a3  + pz'  + (q  — 3)s+  (r—  2/?)  = o. 

En  général,  lorsque  l’équation  proposée  est  du  degré  2 m,  en 
la  divisant  par  xm,  on  la  ramène  à la  forme 

CO-  (*”+^)  +p(x"-+^,)+...+  ^+i)+fco. 

Pour  résoudre  cette  dernière,  on  pose  (2 ).  . . x + ~=z  ; 

la  fonction  z n’ayant  que  m valeurs,  dépend  d’une  équation  du 
degré,  que  l’on  obtient  en  éliminant  x entre  (1)  et  (2). 
Cette  élimination  se  réduit  à exprimer  les  binômes  qui  entrent 
dans  (1),  en  fonction  de  z.  On  y parviendrait  en  formant  les 

puissances  entières  successives  de  l’expression  x+- de  2;  mais 

on  peut  les  obtenir  par  une  formule  très  simple-  En  effet,  la  mul- 
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tiplication  de  x"  4-  ^ par  x-J-^,  conduit  à l’identité 

(*■  + ^)+(**-+ ^)- 


Remplaçant  x-j-  - par  z,  on  en  déduit 


(*•*■ + = (*■ + i) * ■ - (**"'  + p=y 

Cette  dernière  formule  jouit  de  la  propriété  demandée  ; 
car  en  donnant  successivement  à n les  valeurs  1,  2,  3,  etc., 
et  remplaçant  les  binômes  qui  entrent  dans  le  second  membre, 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  on  trouve 

x*+4 i=a1-—a,  xs4--^==z3 — 3z,  etc. 

x ar 

i*r  Exemple.  Soit  l’équation  réciproque 
(1) . . . x7  — 5x6  -f  8x5  — ^ — 4X3  -f-  8x* — 5x+  1 = o. 
Une  de  ses  racines  est  — 1. 

Pour  former  l’équation  qui  détermine  les  autres  racines,  on 
divise  le  premier  membre  par  x4~  1;  et  en  opérant  comme  il 
a été  indiqué  ( page  472  )i  on  parvient  à l’équation  réciproque 

(2}. . . x6 — 61?  + i^xi-‘  i8x34-  iix“ — 6x-|-  1 = 0. 

Pour  résoudre  cette  dernière , on  pose  x 4-  - = z , et  afin 

x. 

d’éliminer  plus  facilement  x,  on  divise  tous  les  termes  de  (2) 
par  x3,  ce  qui  conduit  à ‘ 


(3) . . . (x3  4-  ÿ)  - 6 (x*  4-  i-^4-  1 4 (*  4-  I-  1 8 = o. 

Mais,  1 + ' = 2,  X*  4- J;  = za — 2,  x34-pi=z3  — 3z. 


Substituant  ces  valeur^  dans  (3) , on  parvient  à 

z3  — 6z*  4-  1 1*  — 6=0;  d’où  z=i,  z = 2,  zr=3. 
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Or,  x = a donne  (4).  • • x = ^ (2  — V — 4)- 

Si  l’on  met  les  -valeurs  de  a dans  la  formule  (4) , les  valeurs 
correspondantes  de  x seront 

~ O — V — 3) , î ±o,  i(3±  ^/S). 

De  sorte  que  les  sept  racines  de  l’équation  (i)  sont 

+i,  +>,  ;(i±V/=3),  ^(3±l/5). 

2 2 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  réciproque , 

(5) . . . x6  + 4x*  -+•  4x*  — 4x»  — 4X  — i=o. 

Cette  équation  étant  privée  du  terme  du  milieu,  deux  de  ses 
racines  sont  -f-  i et  — i.  Pour  obtenir  l'équation  qui  déter- 
mine les  quatre  autres  racines,  on  divise  le  premier  membre 
par  le  produit  x*  — i des  facteurs  x — i , x -J-  1 , correspon- 
dans  aux  racines  -f-  i , — 1 ; et  en  opérant  comme  il  a été  in- 
diqué (n°  3o6),  on  trouve  que  l’équation  demandée  est 

x4  -f-  4X3  + 5x*  + 4x  4-  i = o. 

Pour  la  résoudre , on  pose  x + = a ; et  afin  d’éliminer  plus 

facilement  a,  on  divise  tous  les  termes  par  x4,  ce  qui  conduit  à 

(*a  + ^)+4(*  + £)+5=°. 

Or  x -4-  - = a donne  x2  -f-  ^-  = aa  — a; 
x x3 

l’équation  finale  en  a est  donc 

(a*  — 2)  + 42  + 5 = o ; d’où  x=  — 1 et  a = — 3. 

Substituant  ces  valeurs  de  a dans  (4) , on  trouve 

x = U-i±]/~3),  x = ^(-3±V/5). 

2 2 


.j.- 
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Remarque.  Les  équations  binômes  xm — i = o,  xm-f-  i =o, 
étant  réciproques , on  peut  les  résoudre  par  les  méthodes  que 
nous  venons  d’exposer. 

Par  exemple , pour  résoudre  l’équation  x*  + 1 = o , on  divise 
d’abord  ses  ternies  par  x’,  ce  qui  donne 

x’  = o.  On  pose  x ^ =.  i ; d’où 

(4)...  x=^(a±  v/*‘  — 4)  et  x‘-hp=z'—  2. 

L’équation  **  — 2=0,  donne  zz=±\/  2. 

Substituant  ces  valeurs  de  z dans  (4),  on  trouve  que  les  ra- 
cines de  x*  1=0,  sont 

^ (1  ± ^ — i)\/2  et  — I ± V' — 1)1/2. 

Les  racines  de  x1  — 1=0  sont  ± 1 , ±;  l/ — 1 , (.page  465). 
On  verra  de  même  que  les  racines  de  x5  — 1=0  sont  + 1 , 

I{-.+1/5±v/-2(5  + i/5)}, 
1{-i-1/5±V/-2(5_7^[. 

Ces  racines  prises  avec  des  signes  contraires  expriment  les 
racines  de  x5+  1 = 0;  car  x^-j-  I =0  se  déduit  de  x5 — 1 =0, 
en  changeant  x en  — x. 

Les  racines  de  x8  — i = o sont  déterminées  par  les  équa- 
tions x4  — 1 = o , x4 -f- 1 = o j car  x8 — 1 = (x4 — 1)  (x4-!-  1). 
Enfin  les  racines  de  x'°  — 1=0,  dépendent  des  équations 

x5  — i = o,  x5-}-  1 =0,  car  x10  — i = (x4 — 1)  (x5  + 0- 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VIII. 


48i 


wwwwwwwwi»  iwmwvwvvvvwivn 


t »V»V%VVWMiVVVWiW»^VVW>VVVVWVW^ 


CHAPITRE  y III..  . 

PROBLÈMES. 

§ Ier.  Questions  relatives  aux  intérêts  composés. 


309.  i*r  Problème.  Déterminer  combien  le  capital  a francs 
vaudra  dans  t années  j en  ayant  égard  aux  intérêts  composés 
d’année  en  année.  JJ  intérêt  de  ioo  francs  par  an  est  y francs. 

Nous  supposerons  qu’on  a pris  les  intérêts  composés  comme 
il  a été  indiqué  ( Arith.j  n°  111,  page  12.5);  c’est-à-dire  que  si 
le  temps  t années  est  composé  d’un  nombre  entier  n d’années , et 
de  m mois  {m  pouvant  être  entier  ou  fractionnaire,  mais  moin- 
dre que  12)  , on  a eu  égard  aux  intérêts  des  intérêts  d’année  en 
année  pendant  les  n premières  années  ; et  qu’on  a placé  ensuite 
le  nouveau  capital  à intérêt  simple  pendant  m mois.  Cela  posé  : 
r y 

L’intérêt  de  1 par  an  étant francs, 

1 100 

if  comptant  vaut  dans  un  an 

(1  + francs,  ou  Z100  ~t~y\  francs  ou  y\ 

\ iooy  \ 100  / 100  ) 

Par  conséquent , pour  trouver  combien  une  somme  placée  au 
commencement  d’une  année,  vaut  à la  fin  de  cette  année,  il 

suffit  de  la  multiplier  par  — v-, 

* ‘ inn 


Il  en  résulte  que  le  capital  a francs  vaudra, 


Mbm 


.00  , • 

<*  X — J— — francs  à la  fin  de  là  i.r"  année, 


100 


« X 


/ 1 00  -f-  yV 

( ) francs  à la  fin  de  la  V année, . , 

\ 100  / * 


(1 00  -h  y\n'  ' , 

— — J,  francs  a la  fin  oc  Ja  nlim*  annéo.* 


Y 

, et 

iiîV 

* 


3i 


i 


4 


À 
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Il  s’agit  maintenant  de  trouver  ce  que  cette  dernière  somme 
vaudra , lorsqu’on  l’aura  augmentée  de  ses  intérêts  simples  pen- 
dant m mois-  Or, 

l’intérêt  de  if  en  i mois  est  le  la*  de  — francs,  ou  — ; 

i oo  ' i 200  . 

l'intérêt  de  if  en  m mois  est  donc  francs. 

1200 

i*  payable  à la  fin  de  la  niim‘  année  vaut  donc  tn  mois  après, 

my  1 200  + my  , 
i -1 ou francs. 

1200  1200 

(i  oo  -f  V\-  , 

— — J à la  fin  de  la 

nlim ' année,  vaudra  donc  dans  n années  m mois, 


/loo  + yy 
\ ioo  ) 


. 1200  + tny 

fois  — ■ francs. 

iaoo 


Désignant  donc  par  C francs  la  valeur  cherchée  du  capital 
et  francs  après  n années  m mois,  on  aura 

(.)...c=.(’i5î±ryx  Y 

\ IOO  / V 1200  / 


Ce  qui  déterminera  l’inconnue  £. 

La  formule  (i)  donne  le  moyen  de  calculer  Fane  quelconque 
des  quantités  <,  C tj  y , quand  les  trois  autres  sont  connues. 
On  en  déduit  la  solution  des  problèmes  d’intérêt  composé  que 
nous  avons  traités  daris  l’Arithmétique. 

Quand  le  temps  t années  est  donné,  on  connaît  n et  m. 

Lorsque  ce  temps  est  inconnu , on  trouve  b et  m par  une 
méthode  analogue  à celle  qui  a été  exposée  daus  l’Arithmétique 
(3l ’ prob.j  pages  127  et  128). 

Lorsque  et,  C,  m et  n étaDt  donnés , on  veut  trouver  le  taux 
y de  l’argent,  l’inconnue  y dépend  de  l’équation  (1)  qui  est  du 
n — |—  iH“*  degré.  Cette  équation  ne  peut  admettre  qu’une  seule 
valeur  réelle  positive  de  y;  car  y étant  positif,  le  second  membre 
augmente  ou  diminue  en  meme  temps  que  y. 
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Exemple.  Trouver  dans  combien  de  temps  le  capital  480000 
francs  vaudra  564921  francs  ; l'argent  est  à 5 pour  100. 

On  connaît  * = 480000 , C = 564921 , y,  = 5. 

Le  temps  demandé  t années  (composé  de  n années  m mois), 
étant  corâpris  entre  n et  re-{-  1 années,  la  valeur  de  C est  com- 

prise  entre  e. 

Par  conséquent , si  l’on  pose 


g=,/,oo+>y 

\ 100  / 


la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  t , tirée  de  cette  équa- 
tion, exprimera  n. 

Substituant  les  valeurs  de  et , S et  y,  on  trouve 
s 564g2i  =480000  (i,o5)';  d’où 

£64921  = /480000  + tx  l(  i,o5), 

/564q2 i — Z480000  0,010^ 

1 — * — 7TT~k\ = - — ~ — ~ =3,3  etc. 

t(i,oo)  0,02119 

Donc  n - — 3. 

Pour  déterminer  m,  on  remplace  a,  C,  y et  n par  leurs  “va- 
leurs, et  la  formule  (1)  donne 

12O0  4-5OT  = ^VXl2O0  . 

480000  X’(i|o5)3  ■ ' 

On  en  déduit  m = 4- 

Si.  l’on  fait  usage  des  logarithmes , on  aura 

/(1200  -f-  5m)  = /564921  — /480000  — 3/(i, o5)  I12.00. 

Or,  dans  la  recherche  de  n,  on  a déjà-trouvé 

: 


(*)  Cela  rciulte  d’ailleurs  de  la  formule  (r),  car '(lie  relent  h 


f = « ( 1 -f-  f i+2-  x‘:^Sk 

\ 10e/  V.  100  . rfj 


- 1 


m . 

e(—  étant  par  1 hypothèse  moindre  que  l'unité,  Kfettc  valeur  de  C tombe 


Cnlre  “('  + .fo)"  Cl  « (’  + 7m>)"  (’  + £)  ’ 


3i . . 


f 


h 

* 


*' 
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1564931  — ^480000=  0,07075,  Z(i,o5)=a:o, 0211g. 
D’ailleurs  h 700  = 3,07918.  On  en.déduit 
Z(i2oo+  5/n)  = 3,o8636  = ^(i22o),  1200  -f-  5m=.  1220, 01= 4- 

Le  temps  cherché  est  donc  3 ans  4 mois. 

2*  Problème.  Un  particulier  place  a.  francs  au  commence- 
ment de  la  1 ” année j »,  francs  à la  fin  de  la  1 re  année , a,  francs 
à la  fin  de  la  1*,.  . .,  et  enfin  ct„  francs  à la  fin  de  la  n'tm‘  an- 
née; lJ  intérêt  annuel, de  100  francs  est  y francs,  et  on  a égard 
aux  intérêts  composés  d' année  en  année.  Il  sJagit  de  trouver  la 
somme  G francs  qui  sera  due  à ce  particulier  à la  fin  de  la 
nltmé  année. 

D’après  ce  qu’on  a vu  (page  481  ) , si  l’on  pose  l0"^  ^—b, 

les  n-f- 1 placemens  a,  et,,  »„,  évalués  à la  iin  de  la 

n,imt  année,  vaudront  respectivement 

»bn , ct,bH  , aaè"  ’,...,  »„ — tb , 4^  donc 

(i)...C=  b—'  + m,  b—'  + ...  +«*_,*+•„. 

I*r  Exemple.  Un  particulier  place  a francs  au.  commencement 
de  la  ïre  année,  et  et  francs  à la  fin  de  chaqup  année  ; calculer  la 
somme  C francs  qui  lui  sera  due  d la  fin  de  la  niim‘  année. 

On  obtiendra  la  valeur  de  G én  supposant  dans  la  formule  (1) 
que  chacune  des  sommes  », , . . . , an , est  égale  à »;  ce  qui 

conduira  à 

r_*{b*+'-i) 
b—i  ' 


2*  Exemple.  Un  particulier  place  » francs  au  commencement 
de  la  ir*  année , et  prélève  é francs  à la  fin  de  chaque,  année. 
Combien  restera-t-il  à ce  particulier  après  n années. 

Si  l’on  remplace  chacune  des  quantités  <*„ , par 

— t',  la  valeur  porrespondante  de  G exprimera  la  fortune  du 
particulier  à la  fin  de  la  n,im'  année;  on  trouvera 


G—ctb" 


l(ba—i) 
b—x  * 
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Scion  que  cette  valeur  de  £ sera  positive  ou  nulle  ou  négative, 
le  particulier  possédera  G francs,  ou  ne  possédera  rien,  ou  de- 
vra G francs,  à la  lin  de  la  niime  année. 

3'  Exemple.  Un  particulier  qui  doit  a francs , voudrait  s’ac- 
quitter au  moyen  de  n paiemens  égaux  effectués  à la  fin  de 
chaque  année.  Calculer  la  valeur  de  chaque  paiement. 

On  fera  G = o dans  la  formule  (2)  , la  valeur  correspondante 
de  ^exprimera  l’inconnue  du  problème  actuel  ; on  trouvera 

La  formule  (3)  donne  la  solution  des  problèmes  relatifs  aux 
annuités. 

Soient,  «=nooo,  n = 2,  y=  20; 

g 

on  en  déduit  b — g,  et  la  formule  (3)  conduit  à £“  = 7200. 

Ce  qui  s!accorde  avec  le  résultat  que  l’on  a obtenu  ( Aritli.  , 
32'  problème , pages  128  et  129). 

§ II.  Problèmes  qui  dépendent  de  la  théorie  des 
progressions. 

3lo.  3e  Problème.  Veux  progressions  croissantes  , l’une 
arithmétique  j l’autre  géométrique,  ont  le  même  premier  terme  q, 
et  le  même  nombre  de  termes  ; lu  raison  de  la  ire  progression 
est  5;  la  somme  des  termes  de  la  ire  progression,  ajoutée  à la 
somme  des  termes  de  la  2 ‘,  donne  l83y  et  en  retranchant  la 
lr*  somme  de  la  2 ’,  le  reste  est  m.  Il  s’agit  de  trouver  ces 
progressions. 

Cela  se  réduit  à déterminer  le  nombre  n des  termes  de  chaque 
progression,  et  la  raison  q de  la  progression  géométrique. 

Les  ternies  des  deux  progressions  demandées  sont 

7>  7 + 5,  7 + 5X2,  7 + 5x3  ,...,  7+5(«—i)v 
7>  7X?,  7X?1,  7 X î3,  . . . , 7 X y"-1. 

Or,  d’après  les  formules  connues, 


Sè 
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* =-  (a  + *) > * = 1 , ( pages  268  et  273), 

la  somme  des  termes  de  la  première  progression  est 

~ { 7 + 7 + 5 (»—  O J,  ou  ^(9  + 5«)> 

la  somme  des  termes  de  la  seconde  progression  est  — . 

11  faut  donc  que 

(>)•••  7--CfSJt)  + i"(9+5n)=>83, 

( 2 )•••  7 ^ ~ l n (9  + 5n)  = »”• 

Pour  éliminer  q , on  retranche  la  2®  équation  de  la  ir®,  ce 
qui  conduit  à 

n (9 -H 5m)  =72;  d’où  »3s3  et  n=  — 

o 

* 

Le  nombre  n des  termes  devant  être  entier  et  positif,  on  ne 
doit  prendre  que  n — 3.  Substituant  cette  valeur  de  n dans 
l’une  quel  conquêtes  équations  (1),  (2), et  divisant  q3  — 1 par 
q — i , on  parvient  à 

+ î — 20=0;  d’où  q—  4 et  q = — 5. 

Pat-  conséquent,  la  progression  arithmétique  demandée  est 

, ' ' r , ■ * , 

J 7.  12. 17, 

et  il  y a deux  progressions  géométriques  qui  satisfont’ è la  ques- 
tion, savoir 

ff  7 :28:11a  et  H 7*.  — 35:-f  i75. 

4"  PhojbiAme.  Un  "ambre  est  formé  de  plusieurs  chiffres  qui 
composent ^ à partir  du  chiffre  de  l'ordre  le  plus  élevé,  une 
progression  arithmétique  croissante  dont  la  raison  est  2;  la 
somme  des  chiffres  de  ce  nombre  est  0.5,  et  le  nombre  des  pro- 
duits distincts  que  ces  chiffre  s peuvent  fournir  en  les  multipliant 
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dtux  à-deux  est  égal  à la  somme  des  deux  chiffres  extrêmes.  On 
propose  de  déterminer  ce  nombre. 

Soit  x le  premier  chiffre  à gauehc  du  nombre  cherché,  et 
supposons  que  ce  nombre  contienne  n chiffres,  les  valeurs  de 
ces  n chiffrés  seront  * 

X,  X-J-2,  X-f4>  * + 6|'  X + I(n  i), 

leur  somme  sera  [2X  -+-  2 (»  — 1)]  X - »,  ou  n{x-\-  n *— >0  ; 

le  nombre  de  leurs  produits  deux  a deux  sera  - n (n  — »)> 
et  la  somme  de»  chiffres  extrêmes  se  réduira  à ax  + 2 (»—  *)• 
On  devra  donc  avoir , 

(1)...  n(x  + »— 0 = 25,  (2)...^»(n—  i)  = 2(x+«—  »)• 

Pour  éliminer  x,  on  égale  les  deux  valeurs  de  x-f-n — 1 
tirées  de  (1)  et  (2) , ce  qui  conduit  à 

n3 — n* — 100  = o. 

La  seule  racine  réelle  de  eette  équation  étant  5 , on  fait  n=5 
dans  (0  ou  (2),  ce  qui  donne  x—  1.  Le  nombre  demandé  est 
donc  13579.  Il  est  facile  de  s’assurer  que  ce  nombre  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

5'  PhoSlAm*.  Déterminer  la  somme  des  puissances  semblables 
des  termes  d’une  progression  arithmétique. 

Soient  a * b,  c,  d, . . . , k,  l , les  termes  de  la  progression,  èt 
f la  raison;  on  a 

6p=:a  + t-,  c = b + },  d = c + f,...,  l — h + à',  d’où 
'/+  iV— * m(m— 0 (m— a) «“-V 5 -P etc.  , 

— ^J1»— *<f * + - m(m — i)  ( m — 3-+-etc., 

't+-  mlm — n m(m—  1)  (m— a)  km~ î/,  + etc. 
a o . 

Ajoutant  ces  équations  membrd  à- membre,  et  désignant  par 


’ 4 
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S„,  Sm — , , Sm_,,  etc. , les  sommes  des  puissances  /7»,  771  — Ty 
m — 2,  etc.  , des  termes  de  la  progression,  on  trouve 

S« — a"=S«— (m — i)  V*  — /“—*)-+■  etc.; 

d’oil 

(■)••  -Sm-1  = + — (/“ — a»)  — - - — — (S.-.  — /—’) — etc. 

Cette  dernière  formule  fait  dépendre  Sm_,  des  puissances  in- 
férieures Sm_»,  Sm_3, . . . , s»,  s,,  s». 

Donnant  successivement  à m les  valeurs  i,  2,  etc.,  on 
trouve 

s«=  1 + — a),-S,  =/-+ ^ -^(S0 — *)>  etc-5 

ce  qui  détermine  les  sommes  S0,  S,,  etc.  , en  fonction  du 
premier  terme  a,  du  dernier  terme  l,  et  de  la  raison 

Pour  exprimer  S0,  S,,  etc.,  au  moyen  de  a,  de  7,  et  du 
nombre  n des  termes'de  la  progression , il  suffit  de  remplacer  l 
par  sa  valeur  a + [n  — i)  «T,  (page  268). 

Exemple.  Soit  propose  de  calculer  les  sommes  des  puissances 
entières  successives  des'  n premiers  nombres  naturels  1,  2,  3, 
4 j 5*  6.,  7 j 8,. — i,b. 

Dans  ce  cas,  a = 1 , ï=  1 , /=  n ; et  la  formule  (1)  con- 
duit à . • 

Sm_,  = nm~‘  + - (^Li)  ( S^_  - n"-*)  — etc. 

Donnant  successivement  à m les  valeurs  1 , 2,  3,  4,  etc., 
on  trouve 

2 2 , o A 

On  voit  que  la  somme  des  cubes  des  nombres  1,2,  3,...,», 
est  égale  au  ijuarrè  de  la  somme  de  ces  nombres. 

Soit  n — 5,  les  relations  (2)  donnent 

S,  = 1 5 , S,  = 55,  S3  = 225  = 1 5*  = S,a. 

6'  Problème.  Calculer  le  nombre  des  boulets  contenus  dans 
une  pile  dont  la  base  est  un  triangle  équilatéral  ABC  (jig.  ’l), 
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ou  un  rectangle  ABCD  {jig.  3),  ou  un  qunrri  ABCD  (jig.  4)  j 
tous  Us  boulets  se  touchent  et  sont  de  même  diamètre. 

i°.  Considérons  la  piU  triangulaire  SA  UC  {Jig.  x)y  pour 
calculer  le  uoinbre  des  boulets  contenus  dans  cette  pile,  on  la 
divise  en  tranches  horizontales  à partir  du  sommet  S,  on  obtient 
les  tranches  représentées  {Jig.  2)  (*)  ; la  première  tranche  con- 
tient un  seul  boulet  S,  la  seconde  a£y  en  renferme  1 + 2 ou  3, 
la  troisième  abc  en  contient  1 -f-  2 + 3 ou  6, . . et  en  général, 
la  niimt  tranche  est  composée  de  1 + 2 -f- ...  -1-  n boulets. 

Les  nombres  3,  6,. . . , 1 + 2 + . . . + n,  etc.,  ont  reçu  le 
nom  de  nombres  triangulaires , parce  qu’ils  expriment  combien 
il  faut  prendre  de  cercles  égaux  et  tangeus  pour  qu’on  puisse 
disposer  ces  cercles  en  forme  de  triangle  ( jig.  2 ). 

Le  nombre  des  bouleis  de  la  pile  SABC  {Jig.  I ),  étant 
i+3+6+io+i5ou35,  on  formerait  des  piles  trian- 
gulaires eu  prenant  1 + 3,  ou  1 -f-  3 +6,  ou  î + 3 + 6 + 10 
boulets. 

Les  nombres  1 — (—  3 , 1 — 3 — f- 6 , etc.,  s’appellent  des  nombres 
pyramidaux j parce  qu’ils  expriment  le  nombre  de  sphères  égales 
et  tangentes  qu’on  peut  disposer  en  pyramide  triangulaire. 

Les  nombres  de  boulets  contenus  dans  ces  piles  sont  faciles  A 
déterminer.  En  efTet,  en  partant  du  sommet  6,  (fig.  1 et  2), 

la  ir'  tranche  contient 1 boulet  S, 

la '2e  tranche  en  contient l 4-2, 

la  3e  tranche  abc  en  contient 1 -f-  2 + 3, 

la  (n — 1)“"‘  en  contient 1+2  + 3+  — + (n — 1). 

Ajoutant  les  nombres  contenus  dans  chaque  colonne  verti- 
cale, et  désignant  par  X„_,  le  nombre  total  de  boulets  des  n — 1 
tranches,  on  voit  que 

X_i=(/i — i)foisr+(n — 2)  fois  a+n — 3)  fois3-f-...+{n — (n — 1)}  fo»(n — 1) 
=n{  t+ a +3 +..!(» — 1)}  — { i‘ +2’  + 3* (n—i)*  }. 

(*)  La  figure  (3)  représente  les  cinq  scctious  horizontales  faites  dans  la  py- 
ramide SABC  (iig.  1) , par  des  plans  mènes  par  les  centres  des  boulets.  ” 
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Lorsqu’on  prend  une  tranche  de  plus,  le  nombre  total  des 
boulets  des  n tranches  s’obtient  en  remplaçant  n parn  + i dans 
ce  qui  conduit  à . • 

x„  = (n-f-  i)  (l  + 2 + 3 +...  + «)  — («“  + 2* + 3a  -f-.-.+  'i’)- 

Substituant  pour  i-J-2  -J-  3+...-t-»  et  i*-f-2I-4-3î-f-.. 
leurs  valeurs  g n («  -f-  i)  (2n+  i),  (page4B8),on 

trouve 

(i).i.  X„=g/i(n+ i)(n  + 2). 

Le  nombre  n des  tranches  est  égal  au  nombre  des  boulets  du 
côté  AB  de  la  pile  SABC. 

Exemple.  Soit  la  pile  triangulaire  SABC  {fi g-  i),  composée 
des  cinq  tranches  indiquées  ( fig.  a).  Ona  n= 5;  la  formute(i) 
donne  X5  =:  35.  Et  en  effet,  les  cinq  tranches  contiennent 

i-f-3-(-6+io-T-i5  ou  35  boulets. 

Remarque.  Le  nombre  X des  boulets  contenus  dans  la  pile 
tronquée  aicABC  (fig.  1).,  se  déduit  de  la  formule  (1).  En 
effet,  désignons  par  m le  nombre  des  boulets  du  côté  ab  de  la 
tranche  supérieure  abc  ; le  côté  «£  de  la  tranche  *Gy  immédia- 
tement supérieure  renfermant  m — 1 boulets,  on  obtient  le 
nombre  des  boulets  de  la  pile  SaCy  en  remplaçant  n par  m—i 
dans  la  formule  (1);  la  différence  entre  les  nombres  de  boulets 
des  piles  SABC,  S»£y,  exprimant  X,  on  trouve 

(2). . . X = g { rc(n-f-  0 (»+  2)  — (m — 1)  m(m  i)Jf. 

m et  n sont  les  nombres  de  boulets  des  côtés  ab,  AB,  des  deux 
bases  du  tronc. 

Exemple.  Soit  la  pile  triangulaire  tronquée  flic  ABC  {fig.  1), 
composée  des  trois  tranches,  abc,  a'b'c  , ABC,  (fig,  2).  On  a 
m = 3,  n = 5;  la  formule  (2)  donne  X = 3i. 

Et  en  effet,  les  tranches  abc,  a'b'c' , ABC,  contenant  res- 
pectivement 6,  10  et  1 5 boulets,  le  nombre  total  de  ces  boulets 
est  6-f-io-J-t5  ou  3t. 
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2°.  Pour  calculer  le  nombre  Y„  des  boulets  contenus  dans  la 
pile  rectangulaire  EFABCD  ( fig . 3) , nous  désignerons  par  J'-f- 1 
Je  nombre  des  boulets  de  la  fde  supérieure  EF,  et  par  n le 
nombre  des  tranches  horizontales.  Les  faces  latérales  de  la 
pile  sont  deux  triangles  équilatéraux  EAD,  FBC,  et  deux  tra- 
pèzes EFBA,  EFCD.  La  file  supérieure  EF  contenant  S -j-  i 
boulets,  la  deuxième  tranche  a'b'c'd'  est  un  rectangle  dont  les 
côtés  a'b’ , b'c  , renferment  respectivement  <1+2  boulets  et  a 
boulets;  il  y a donc  (^-)-2)X2  boulets  dans  cette  tranche; 
la  troisième  en  contient  (J'+3)x3,...;  enfin,  la  n1*”1'  et 
dernière  tranche  AB£I>  renferme  (J'-j-n)n  boulets;  les  côtés 
AD,  AB,  contiennent  respectivement»  et  n -f-  ï boulets.  On  a 
donc 

-em 

ï«=(^+i)Xi  + (^-f  +3)  x 3 -J-. ..+  + »)  X» 

=^(i  + a + 3-j-...-|-n)  + (i“  + 2î-i'3a+.. 

Remplaçant  i +2  + 3 + . . . + ti  et  ,»+2.+  3a+...+/l>, 
par  leurs  valeurs  ^ t»(»+  i),  g t»(b+i)  (a»  + i),  (page  488)* 
on  trouve 

Y„  = g ti  (»  + i)  + 2/I-J-  «)• 

Dans  cette  formule,  d marque  le  nombre  des  boulets  moins 
un  de  la  file  EF,  et  n représente  le  nombre  des  boulets  du  plus 
petit  côté  Ab  de  la  base  inférieure. 

Si  l’on  veut  exprimer  Y„  en  fonction  des  nombres  de  boulets 
des  côtés  AD,  AB,  de  la  base  inférieure,  on  fera  n -f-  <1=  m, 
d’où  S=m  — 7i. 

Les  côtés  AD,  AB,  contiendront  respectivement  n et  ni  bou- 
lets, et  en  remplaçant  î~  par  rn  — n,  on  trouvera 

(3)...  Y„  = g»(»+,)(3m  — ,/+,). 

Exemple.  Soit  la  pile  rectangulaire  EFABCD  {fig.  3)  , com- 
posée de  cinq  tranches  horizontales  de  boulets.  On  a 
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AD  = /i  = 5,  A 15=  m =8, 

et  la  formule  (3)  donne  Y$  — ioo. 

Il  est  facile  de  vérifier  l’exactitude  de  ce  résultat;  car  la  fiTe 
supérieure  EF  renfermant  4 Boulets,  les  côtés  a b' , ad',  de 
la  deuxième  tranche  contiennent  respectivement  5 boulets  et  a 
boulets  ; de  sorte  que  cette  tranche  est  composée  de -5  X 3 bou- 
lets. Par  une  raison  semblable,  la  troisième  tranche  contient 
(5-f-i)X(a-f  i)  ou  6x3  boulets;  la  quatrième  en  contient 
(6+0  X(3-f-i)  ou  7X4)  et  cinquième  en  contient... 

(7+OX(4+  0 ou  8x5. 

Le  nombre  total  de  ces  lvoulets  est  donc 

4-f 5X2-f6x3  + 7X4  + 8x5,  ou  ioo. 
Remarque.  Le  nombre  Y des  boulets  contenus  dans  une  pile 
quadrangulaire  tronquée  aécifABCD  {fi g-  3)  se  déduit  de  la 
formule  (3),  car  il  suffit  de  prendre  la  différence  entre  les 
nombres  de  boulqts  des  piles  EFABCD,  EFa'i'c'd'. 

Désignons  par  n et  m les  nombres  de  boulets  des  côtés  ad, 
ab , de  la  base  supérieure  du  tronc;  les  nombres  de  boulets  des 
côtés  a'd',  ab',  de  la  base  de  la  pile  EF ab'c  et , seront  n — i 
et  m1  — i ; on  obtiendra  doue  le  nombre  des  boulets  de  cette 
dernière  pile  en  remplaçant  dans  la  formule  (3) , n et  m par 
n — i et  ni  - — i;  ce  qui  donnera 

(4). . . Y=g  { n(n-+-l)  (3/71 — /i+O — {n — i)ri{Zm — n — i)  J. 

Dans  cette  formule , n,  rn,  n et  m',  sont  les  nombres  de  bou- 
lets des  côtés  AD,  AB,  ad,  ab,  des  deux  bases  de  la  pile  tron- 
quée. Or, 

AB= ^+71=771,  ab  = ^-f-  n'  — m' ; donc  m — n— ni — n'  ; 

Cette  dernière  relation  donne  le  moyen  d’éliminer  de  la  for- 
mule (4),  l’une  quelconque  des  quantités  n,  m,.  n , m'. 

Exemple.  Soit  la  pile  tronquée  abcdABCD  {fig.  3) , com- 
posée de  trois  tranches  horizontales  de  boulets,  on  a 

/i=AD=5,  7/i  = AB=8,  n'=od=3.  m'  — ab—  6. 
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La  formule  (4)  -donne  Y = roo  — 1 4 = 86. 

Et  en  effet , le  nombre  des  boulets  contenus  dans  les  trois 
tranches  qui  composent  la  pile  abcdABCD  est  '< 

3X6  + 4X7+5X8  ou  86. 

3°.  Enfin,  pour  dé  terminer  le  nombre  des  boulets  contenus 
dans  une  pile  SABCD  (fi g-  4 dans  un  tronc  de  pile 

oicdABCD , dont  la  base  est  un  quarré  ABCD.,  il  suffit  de 
faire  m — n et  ni'  = n , .dans  les  formules  (3)  et  (4)  elles 
donnent 

(5).. -Y (n4-i )(s«+0.  Y=  g { "(n+i) } . 

La  pile  SABCD  est  terminée  par  un  seul  boulet,  car  on  a 
/=  m — n—  o,  et  la  file  EF  (fig.  3)  contient  ^4*  l boulets. 

Exemple.  . Soient  les  deux  piles  SABCD  abcd  ABCD  (fig-  4)  > 
on  a n = 5,  n'  — 3 ; les  formules  (5)  donnent, 

Y5  = 55,  Y = 5o. 

Et  en  effet,  si  l’on  évalue  les  tranches  qui  composent  ces  piles, 
on  verra  que 

Ys  = 1 * + 2*  + S*  4-4*4-  5* = 55 , Y==  31  4-  4>  4-  5* = 5o . 

§ III.  Questions  relatives  à la  théorie  générale  des 
Équations.  . 

3 1 1 . 7®  Problème.  Déterminer  les  diviseurs  du  nUm‘  degré  du 
polyrwme  (1), . . xM  -f  px"-1  4-?*m_1  + . . .-h  sx-f-  t,  que 
nous  désignerons  par  f (x). 

Ces  diviseurs  étant  de  la  forme 

. x»  4*  ax*~'  4-  bxn~ * 4*  cx*~ 3 4*  • • ■ • 4*  hx  4-  ly 
on  divise  x“  4-  pxm~'  4-  etc.,  par  x"  4 - axH~'  4-  etc.  ; ce  qui 
conduit  à un  reste  de  la  forme 

Ax*“‘  4-  Bx"—  + Cx*-3  4-'. . . .4-  Kx  4-  L. . 

Ce  reste  devant  être  nul  quel, que  soit  x,  les  n équations" 
(a)...A=o,  B=r  o,  C ==  p K=o,  L = o, 
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détermineront  te  a coefficiens  inconnus,  q,  b,  , l\ 

chaque  solution  du. système  des  équations  (2)  donnera  un  des 
diviseurs  demandés. 

Le  nombre  de  ces  diviseurs  est 

A:  ® " 0 (m  — î)  • • fl  -j-  1 ) 

“ I • 2 : 3 .7.  . n.  » 

car  le  polynôme  x“  -f  px™-'  + etc. , étant  le  produit  de  m 
facteurs  du  premier  degré,  tous  les  produits.»  à » de  ces  fac- 
teurs sont  les  diviseurs  cherchés. 

Par  conséquent,  si  l’on  élimine  entre  les  équations  (2)  toutes 
les  inconnues  a,b,cf...,  k , 7,  excepté  une,  l’équation  finale 
sera  du  degré  N. 

iet  Exemple.  Calculer  tous  les  diviseurs  du  premier  degré  du 
polynôme  (l).  . .x“  +pxm~'  -f  çx"— ..+  sx  + t. 

Les  diviseurs  cherchés  sont  de  la  forme  x — a,  et  l’on  a dé- 
montré (n°  220)  que  la  division  du  polynôme  (ï)  par  x — a 
conduit  au  reste  y (a).  Les  racines  de  l’équation  f (a)  = o , 
étant  les  mêmes  que  celles  de  f (x)  = o,  on  voit  qu’il  suffit 
de  chercher  les  m racines  a, , a% , a3 , ai , as , . . , am,  de  cettè 
dernière  équation  ; les  diviseurs  demandés  sont  u 

x — o,,  x— a»,  x — o3,  x— .a4,  x — aS) ... , x — am. 

2'  Exemple.  Calculer  les  diviseurs  du  second  degré  du  poly- 
nôme (1) . . .xm  -f-  px”-’  -f  qx**-*  +.  . . + sx  -|-  t. 

On  divise  ce  polynôme  par  x*  -f-  ai  -f-  b ; ce  qui  conduit  à 
un  reste  de  la  forme  Ax  ■+■  B,  les  équations  (2)...A=o,  B=so, 
déterminent  lès  inconnues  a,  b!  Lé  nombre  de  ces  diviseurs 

1 V 

étant  -m(rn — 1),  l’élimination  d’une  des  inconnues  a,  b, 

2 • * 7 

entre  les  équations  (2),  conduira  généralement  à une  équation 
du  degré  - Vra  (ot  — r) . 

i°.  Soit  /(x)  = x3  — • 2x  — 4,  , ( 4 •• 

Les  équations  (2)...À=o,  tf=o,  déviennent  ■/< 
(3)...aa  — b — 2 = 0,  ai  — 4 — 0; 
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l’ élimination  de  b conduit  à 

a3  — smi  — 4 = o;  d’où  û = 2,  0 = — 1 ±\/—i . 

Supposant  a = a,  les  équations  (3 J donnent  b=z 2;  cé  qui 
fournit  le  diviseur  du  sefcond  degré  xs-f-2x-f-2- 

La  division  dç  x3  — 22  — 4 P31,  x3  + 7.x  -f-  2 , détermine 
le  quotient  exact  x — 2.  - 

20;  Soit  /(ar)  = x44-x34- ax-4-6.  , 

Les  -équations  (2)...  A = o,  B = o,  deviennent 
2 + 2 ab  — a — a3  =:  o , i3  5 — (o’+  i)ft  + 6 = o; 

Une  des  solutions  réelles  de  ces  équations  est  a — — 2., 
b ■=  3;  ce  qui  détermine  le  diviseur  x* — 2X-f-3. 

La  division  de/(x)  par  x*  — 2X+3,  fournit  le  quotient 
exact  x*  + 2i  + J;  et  les  équations  x3  — 2X  4-  3 = o , 
x*  -f  2x^-2  = 0,  donnent  les  quatre  racines 

x=i±.ÿ'~ 2,  x — — 1 î'  de/(x)  ==o. 

3l2.  8'  PboblÙmb.  Une  racine*  de  F équation  f(x)=zo,  satis- 
fait à une  condition  donnée  ç («)  = o ; déterminer  cette  racine. 

Les  équations  f{t c)=o,  <p(*):=o,  devant  admettre  une 
même  valeur  de  * , où  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
F («)  entre  f(*j  et  <p  (•)  ; l’équation  à une  seule  inconnue 
F («)  = o , détermine  * (n°  2^4)  • 

Exemple.  Soient, 

f (x)  = x4  — ax — 12=  q,  ç («)  =«! -J-  3a  — 14  = 0. 

On  a f (*)=*/> — 3* — I?. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f (*)  et  ç (*) , est 
F («)  = «■—  2 ; et  l’équation  * — 2=0,  détermine  la  racine 
demandée  a=  2. 

g*  Problème.  Deux  racines  *j  ? , de  Fèquation  _/"(  r) ==  °j 
satisfont  à une  relation  donnée  p (cl  , £)  ==  o ; calculer  ces  racines. 

L>es  racines  cherchées  doivent  satisfaire  aux  conditions 

(i).../»  = o,  (a) .../(£)  = o , (3)...  f («,  5)=o,. 
et  toute  solution  commune  à ces  trois  dernières  équations  jouit 
de  la  propriété  demandée. 
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Pour  découvrir  ces  solutions  communes,  on  élimine  G entre 
(2)  et  (3)  , ce  qui  conduit  à une  équation  (4)  • • • F (et)  — o ; les 
équations  (1)  et  (4)  devant  admettre  une  même  valeur  de  et,  on 
obtiendra  cette  valeur  en  cherchant  le  plus  grand  commun  di- 
viseur A entre /"(a)  et  F («)  ; l’équatioii  A = o déterminera  ». 

Pour  obtenir  la  valeur  de  G correspondante  à une  valeur  par- 
ticulière/' de  » tirée  de  A = o,  on  fait  <*  = / dans  ç (»,  G)  =0, 
ce  qui  donne  p (/,  G)  = o;  d’ailleurs  f(G)  = o.  La  valeur  cher- 
chée de  G devant  satisfaire  à ces  deux  dernières  équations,  on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  B,  fonction  de  G,  entre 
<p  (/ , G)  et/  (£)  ; l’équation  B = o détermine  les  valeurs  de  G cor- 
respondantes à » = /. 

Remarque.  Lorsque  l’équation  tp  (/,  £)  = o n’est  que  du 
premier  ou  du  second  degré,  on  peut  éviter  de  Calculer  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  p (/,  G)  èl  f ( G)\  car  toute  valeur 
de  G,  tirée  de  <p  (/,  G)  = o , convient  à la  question  si  elle  réduit 
f(G)  a zéro 

i'r  Exemple.  Soit 

f (x)  — x'  — 4xa  -f-  x -f-  6 = 0,  <p  («,  G)  = S' — «-4-1=0. 
On  a 

/(«)—  — 4 «“  + * + 6=0,  f(G)  = & — 4e»  + £ + 6 = 0. 

Il  s’agit  de  trouver  les  valeurs  de  « et  G qui  satisfont  au  sys- 
tème de  ces  trois  dernière*  équations. 

L’élimination  de  G entre  <p(«,6)  = o,  /(ff)  = 0,  conduit  à 

F («)  = *’  — + 1 2*  = o. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  A entre /"(a) 
et  F («),  on  supprime  d’ahord  dans  F («)  le  facteur  a qui  est 
premier  avec  / («) , et  la  question  se  réduit  à chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  A entre  **■ — 4 «“+*+6  et  a* — -jà-(-i2  ; 
on  trouve  A = a — 3;  l’équation  « — 3 = o,  donne  «= 3. 

Pour  calculer  la  valeur  de  G correspondante  à *=3,  on  fait 
ct=3  dans  <p  (*,  G)  = o,  ce  qui  donne  G — 2==o;  d’où  G = 2. 
Cette  valeur  de  G réduisant  f(G)  à zéro,  bn  voit  que  les  racines 
cherchées  sont  « = 3 , G = 2. 
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2*  Exemple.  On  sait  que  l’équation 

f(x)  = x4-f-x'i — yx*  — x + 6 = o, 

a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  ; il  s’agit  de  trour- 
ver  ces  racines. 

La  relation  $ («,  C)  =o,  devient  « + C=o.  On  a 

f (a)  = a.1 e?  — "jet*  — et  -f-  6 = o , 

f(C)  = ff4  +C3  — 7C*  — C + 6 = o. 

Pour  éliminer  S,  on  tire  C de  la  relation  * + C=o,  ce  qui 
donne  £= — a;  et  la  substitution  de  la  valeur  — « de  ff  dans 
f( C)  = o , donne 

F (*)=*♦ — 43  — 7«’-f-«  + 6 = o. 

On  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  A entre  f (a.)  et 
F (et) , et  l’on  trouve  A=«* — I ; l’équation  et* — l =o  donne 
m = + * et  * — — 14  les  valeurs  correspondantes  de  C,  déduites 
de  ol  + S = o , sont  C = — 1.  = -f-  1 . Chacune  de  ces  valeurs 
de  C Satisfaisant  à l’équation  f(C)  = o , on  voit  que  les  racines 
demandées  sont  + 1 et  — 1 . 

Remarque.  On  peut  parvenir  plus  simplement  aux  valeurs 
de  « qui  conviennent  au  système  f (2)  = 0,  F (et)  =0;  car  il 
donne  . 

/(<*)  + F (*)  = 2 (*4  — 7**  + 6)  = o, 

/(*)  — F (et)  ==  1»  («” — 0 = o, 

et  l’équation  et* — 1=0 , fournit  les  deux  valeurs  -f- 1 , — 1 , de 
• qui  conviennent  au  système  f(*)  = 0,  F(*)  = o. 

3*  Exemple.  La  différence  entre  deux  racines  inconnues  ctj  C, 
de  L équation  f(x)  = x3  — 1 3x  -f-  1 2 = o.,  est  2 ; trouver  ces 
racines. 

On  a /"(«)=« ts — i3et  + 12=0»  /’(£)  = ?’ — >3®  + 12=0. 

La  relation  $(«,€)  = 0,  devient  S — « — 2=o;d’où  £=«-)- a. 

Substituant  cette  valeur  de  C dans  f(£)  = o,  on  trouve 

F (et)  = u3  + 6et*  — et  — 6 = 0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f(e)  et  F (et)  est 

32 
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A b « — i • L’équation  A s=o  donne  ■»  i ; la  valeur  corres- 
pondante de  G , déduite  de  C=  <t  + 2 , est  C = 3.  De  sorte  que 
les  racines  cherchées  dq  x3  — 1 3x  -f-  1 a = o , sont  -f- 1 et  + 3 ; 
la  troisième  racine  est  o — (1  3)  ou  — 4 3 67 , 5e). 

10*  Problème.  On  sait  que  les  trois  racines  de  V équation 

(1)..  ,f(x)  = x3 — i5x*4-  71X — io5  — o 

sont  en  progression  arithmétique  ; il  s^agit  de  trouver  ces  ra- 
cines. 

Les  racines  cherchées  étant  de  la  forme  o,  a l,  a -J-  2/, 
les  relations  du  n°  225  donnent 


a -J-  (o  + ^3  + (a  "f"  2 J}  — *5  > 

a (a  -+-  i)  + a (a  + 2^)  -+-  (a  -{-  È)  (a  -f*  2JO  = 7 1 . 

Ces  deux  équations  se  réduisent  à 

0+^=5,  3a*  + 6J'û-i-  2/*=  71. 

Pour  en  déduire  les  inconnues  a,  i',  on  tire  de  la  première 
équation , 1=5 — a;  et  en  substituant  cette  râleur  de  i'  dans  la 
deuxième  équation,  on. parvient  à 

a * — » 10a  -f-  2 1 = o ; d’oïl  a = ’j  et  a“  3; 

les  valeurs-  correspondantes  de  l,  déduites  de  i^=5 — a,  sont 
d‘=— 2,  <T  = -J-2. 

Chacun  de  ces  deux  systèmes  détermine  les  mêmes  racines  3 , 
5,  7,  de  l’équation  (1). 

U»  Problème.  On  sait  qu'une  équation  du  mitm'  degré 
f(x)=o,  a n racines  qui  forment  une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raison  est  une  quantité  donnée  l' ; il  s'agit  de 
trouver  .ces  n racines. 

S h désigne  la  plus  petite  des  » racines  cherchées , les  i»** - 1 
autres  seront  a -t"  l,  a -J-  il, . , . a + (n  — 1.)  È,  et  on  aura 

f{a)  — o,  /(a  + /) = 0,  f(a + ni) = o ,... , f\a+nl—  *=  o. 

L’hypothèse  x = a réduisant  h zéro  les  » fonctions 

£■*),  * f{x  -f-  i) , f(x+  f(x  + ni- 1), 


f: 
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elles  sont  nécessairement  divisibles  par  x — a;  et  par  conaérr 
quent,  si  l’on  cherche  leur  plus  grand  commun  diviseur,  ce  di- 
viseur'"égalé  à ïéro  donnera  x = a.  Connaissant  q et  S',  on  en 
déduira  les  n — i autres  racines  a 4-|^,  a a+  (/i — t)  «T. 

Exemple.  Soient,  « = 3,  ^=2,  et  ' **«•  In 

f (x)  ==  X4' — iSx3  rf  4ix“  3-jx  —Zio  — o. 

' * f l 

■ On  trouve  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  fonctions 
f (x)  , f (x4*  5.},  f (x  est  x — 3 j et.  l’équation  x^-i3=»o 

détermine  la  racine  4-  3 de  f (x)=zso  -,  les  deux  autre»  racines 
demandées  sont  3 4-  a et  3 + 4-  La  somme  des  trois  racines  3, 
5,  7,  étant  *5,  la  quatrième  racine  est  1 3 — i5ou  — a. 

Lorsque  les  fn  racines  de  l’équation 

x"  +. pxm~‘  4-  qxm~~*  -j- . . . -f-  sx  t = o 

forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  une 
quantité  connue  t',  ces  racines  font  de  la  forme 

< i , a 4- A <*  + */",.)  t)};  * 

• . <•  ■<  !r,  >ï  ;i  ■ 

leur  somme  est-  m { aa  4-  (m — i)J}  ( n°  «47);  et  cette 
somme  devant  être  égale  à — p (n°  aa5)  ^pn  ».  , 

-p;  d 'oh  (i)...a= — ^ (m — i)/— — . 

Exemple.  Soit  l’équation  . •»  . ..  ; i . , , 

» , j . „ x3*-*  i.5a^4-^iiPTT-  soSasso,  i > 

dont  les  racines  forment  une  progression  arithmétique  ayant  a 
pour  raison;  on  aura  m—  3,  p x= — i5,  et  la  for- 

mule (i)  donnera  a = 3.  De  sorte,  que  les  trqjs  racines  de  l’é- 
quation .r3  — i5x^  4-  71X  — io5  = o sont  3,  5 et  7, 

3i3.  la*  Problème.  On  propose  d’ exprimer  quJune  équation  a 
deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

Soit  l’équation  - ■ ■ •' 

t , . u ’ ■ 

(1). . . xm  + -f. . . .-f.  qx3  -grx*  + ii+lco. 

Si  l’on  désigne  par  4"  o et  -—a  les  deux  racines  dont  il  s’a- 

3a.. 
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fiat 

git,  on  aura 

(a). ..  o“+Aa^-*H-Ba"_*rt-Ca“-3+. . .-+■  qal  -f~sa-bt  = or 

(3^. . am — Aa«— I — Ca"-3+. . .ipça3  — ra’  ^ Ja±<  = 0, 

et  on  prendra  le*  signes  supérieurs  ou  inférieurs , selon  que  rn 
sera  un  nombre  pair  a»  ou  un  nombre  impair  an  -+•  i. 

Les  équations  (2)  , (3) , devant  avoir  des  solutions  communes, 
il  faut  que  leurs  premiers  membres  admettent  un  commun  divi- 
seur. Si  l’on  continue  les  calculs  relatifs  à la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur,  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à 
un  diviseur  du  second  degré,  ce  diviseur  sera  de  la  forme  a1— a, 
et  le  reste  correspondant  sera  indépendant  de  a ; bn  exprimera 
que  l’équation  (1)  a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires 
en  égalant  ce  reste  à zéro. 

On  peut  simplifier  les  calculs  précédens.  En  effet,  supposons 
d’abord  que  m soit  un  nombre  pair  2 n-,  les  équations  (2),  (3), 
auront  le  même  dernier  terme  -f- 1 -,  si  on  les  ajoute  membre  à 
membre,  et  si  ou  les  retranche  ensuite  l’une  de  l’autre,  on 
obtiendra  le  système  équivalent 

(4). . . a“  + Bo‘— * -f-  • • .+  ra*  + t = o, 

(5) . . . (Au1—  + Crf*-*  -f  •)  a = o. 

Le  dernier  terme  t n’étant  pas  supposé  nul , on  peut  ôter  le 
facteur  a contenu  dans  l’équation  (5) , car  l’hypothèse  a=*  o 
ne  satisfait  pas  à l’équation  (4)  ; si  l’on  supprime  ce  facteur, 
et  si  l’on  pose  ensuit»  la  question  sera  réduite  à trouver 

les  valeurs  de  a qui  satisfont  au  système  • , 

,/v  f -f-f=xo, 

W ’ l As"-’  4-  Cz«—  + . . . •+■  qz  + s = o. 

t’  ' ( ' 

Pour  y parvenir,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  les  premiers  membres  des  équations.  (6),  et  on  continue 
les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste  R indépendant 
de  z ; la  condition  nécessaire  pour  que  l’équation  (1)  admette 
deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  est  R==o;  le  reste 
P (.*•)  qu‘  précède  R,  devient  le  plus  grand  commun  diviseur 


Di 
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des  premiers  membres  des  équations  (6-);  et  chaque  valeur  «de  a, 
tirée  de  p (z)  = o , fournit  deux  racines  -f-  [/  « , — l/m,  de  l’é- 
quation (i) , car  la  relation  a*  = z donne  a = ±V/s, 

Exemple.  Soit  l’équation  , 

(7) . . . x4  4*  Ax3  -f-  Bi*  4-  Cx  + D = o. 

On  a -f- An3  + Ba*  -f-Cn  + D==o, 

a ♦ — Aa3  + Ba*  — Ca  4-  D = o j 

et  en  opérant  comme  il  a été  indiqué,  on  parvient  aux  équations 
z*  4-  Bz  4-  D = o , Az  4-C  = o. 

Pour  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  pre- 
miers membres  de  ces  deux  dernières  équations , on  multiplie 
z*4-Bz  -J-  D par  A“,  et  le  produit,  divisé  par  Az  4-  C,  condui- 
sant au  reste  C‘4-DA* — ABC,  la  relation  qui  exprime  que 
l’équation  (7)  a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  est 

(8)  . . . C*  4- DA*  — ABC =0. 

Quand  A,  B,  C,  D,  satisfont  à cette  dernière  condition,  l’é- 
quation A*4-C=o  détermine  une  valeur  * de  z,  et  les  racines 

demandées  sont  — V *•  * 

On  peut  parvenir  plus  directement  à la  relation  (8),  car  il 
suffit  d’exprimer  que  As  4-  C divise  z*4-Bz-j-D;  ce  qui  re- 

g 

vient  à tirer  dç  Az4~  G=o,  la  valeur  — — de  z,  et  à mettre 

cette  valeur  dans  z*  4-  Rz  4"  ^ = 0i 

Si  l’on  suppose  A = « , B=  — 7,  C= — I,  la  relation  (8) 
donnera  D = 6 ; on  aura  z = I , a = ±1  1 ; l’équation  (7)  de- 
viendra x*  -f-  xs  — 7X*  — x -f-  6 = o,  et  cette  dernière  admet 
les  racines  -f  1,  — # ce  qui  s’accorde  avec  le  2e  exemple  ( p.  497)- 
Lorsque  l’équation  p (z)  ==  ° est  du  »""•  degré,  l’équa- 
tion (1)  admet  n couples  de  racines  égales  deux  à deu,x  et  de 
signes  contraires. 

On  opère  d’une  manière  semblable  quand  l’équation  (l)  est 
de  degrédmpair. 
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»3*  Problème.  Déterminer  Un  relations  qui  doivent  exister 
entré  les  coefficient  de  Y équation  ■ .» 

(i). . . x"  4 ar"-.'  4 -bxm~t  4 «r*-34-.  ..+  kx  + tx=  o, 

pour  que  toutes  les  racines  de  cette  équation  soient  égales  entre 
elles.  ' -t.  -t 

i'*  Solution.  Chacune  des  m racines  devant  être  égale  à upc 
quantité  inconnue  — et,  les  relations  du  n°  225  donnent 

, » . "t(m — i)  mtm — i',(m — s)  , , 

b—- e=“ j— /=«■». 


ie 


(3)... 


La  première  équation  donne  et  = ^ , et  la  substitution  de 

cette  valeur  de  a.  dans  les  m — i autres  équations  (2),  Conduit 
aux  relations  demandées 

V * " 

m(m — 1)  ^ a 

! *=" ©"•'=©■ 

Quand  ces  m — 1 relations  ont  lieu,  toutes  les  racines  de 
l’équation  (1)  sont  égales  à — —.De  sorte  qu’ofl  peut  donner 

des  valeurs  arbitraires  au  Æoefficient  a. 

Remarque.  Si  chacune  des  m racines  de  l’équation  (1)  devait 
être  égale,  à nn  nombre  donné  les  équation^  (2)  .exprime- 

raient les  m relations  demandées. 

2*  Solution.  Le  polynôme  xm  axm'~-'  + 4 

doit  être  égal  au  développement  de  (x:4-«0m>  et  çn  a vu  (n°  127) 
que  ce  développement  est  . 

. ■ *(*— 0 


. 4 m»xm~~'  4 


‘a -• 


4-*  ■ • 4 rn*m~'  X -h  a” 


Les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x devant  être  égaux 
dans  ces  denx’polyhomes,  on  en  défait  les  équations  (2),  et 
l’élimination  de  l’inconnue  « conduit  aux  relations  (3)  de- 
mandées. • • 

3*  Solution.  La  racine  fn,imt  dé'  x*  4 oxm—l  4 etc. , devant 
être  de  la  forme  x 4 »,  on  calcule  les  deux  premiers  termes 
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je  -f-  — de  cette  racine  (n°  l3g);  le  reste  correspondant 


}**->+  etc.  , 

1 i.a.  m'i  { 1.2.3, 


devant  être  nul  quel  que  soit  x,  il  faut  que  les  coefficiens  des 
diverses  puissances  de  x soient  séparément  nuis;  ce  qui  fournit 
les  relations  (3)  demandées.  . , v- 

4*  Solution,  Le  polynôme  xm-f-axln_l+èxm~a-f-etc,,  devant 
être  de  la  forme  (x+«)m,sa  dérivée  — i)axm_a-f-etc. 

doit  être  égale  à m(_x  + (n°  248).  Or,  le  quotient  de 

(x+*)m  par  1 est  ou  -J-  — ; le  quotient  de 


xn'-\-axn~'-\-bxm~" ‘-f-etc. , par  mxm~i-\-{m — i)ax”~ ’-f-çtc. , 

ne  doit  donc  avoir  que  deux  termes.  Si  l’on  détermine  les  deux 

premiers  termes 1 -de  ce  dernier  quotient,  le  reste  cor- 

* m m* 

respondant 


m{m — ij a*  2 
I . 9 ..**  | 


L S ab  ? 

m ( 3m  $ 


x“-*  •+•  etc. , 


devra  être  nul  quel  que  soitx;  ce  qui  exige  que  les  coefficiens 
des  diverses  puissances  de  x soient  séparément  nuis.  On  en  dé- 
duit les  relations  (3)  demandées. 

5e  Solution.  Soit  f(ix)—xm-\-axm~l+bxm~%-\- . . . +Ax-f-/. 

Le  polynôme  f(x)  devant  être  égal  à (x  -f-  a)m,  il  résulte  du 
principe  du  n°  249  que  ses  dérivées  successives 

f (x)=mx*~*+(m— +(m  — î)ix“-î-4-etc.f 
f (x)  =m( au—  1 ) x*-*4•(»,— 1 X"» — » )ax*->*  -f-(m — t)(m — etc. , 
; 1 

fm->  (x) (r* — »),..3,3  .x 4- (m— I ) {m — a)(m— 3)...  3.a.  1 

doivent  contenir  respectivement  les  facteurs  (*  + <*  )■"■', 
(ï  + « )"~* , . . . , ( x *f-.« )•  Par  conséquent , si  l’on  pose 

f*~'  (x)  ■==  o , la  valeur  x = — — tirée  de  cette  équation , sera 


Digitized  by  Google 


5o4  ALGÈBRE.  .<  . 

égale  à — •;  de  sorte  que  «==  — , Or,  l’hypothèse  • x -as  — — 

m m 

doit  réduire  à zéro  chacune  des  fonctions  y-"-*  (x>,/—3(x),..., 
/*  (x) , f (x) , f(x)  ; on  fera  donc  x = — — dans  ces  (m  — i) 

771 

fonctions  de  x , les  résultats  égalés  & zéro  conduiront  aux  rela- 
tions (3). 

l4‘  Phoblème.  Déterminer  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coejfwiens  a,  bj...  kj  lj  de  V équation 


(1). . . x " -f-  üi’"'1  4-  bxm~*  +..  .4-  tx+  1=  o, 


pour  que  n racines  de  cette  équation  soient  égales  entre  elles. 

Le  polynôme  x®  + ai”-1  -f-  etc. , doit  être  le  produit  du 
développement  de  (x-f-  et)n  par  un  polynôme  entier  de  la  forme 
x*1-"  + pxm~n~'  -f- . . . 4-  sx  -f-  <;  par  conséquent , si  l’on  effec- 
tue ce  produit,  et  si  on  l’ordonne  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  x,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

xm  4-  Axm~‘  4-  Bxm~*  +...  4-Kx  4-  L , 
qui  devra  être  identiquement  égal  à 

f 

x">  4-  ox”-'  4-  bxT~*  + . . . 4-  kx  4-  /.  ■ 


11  faudra  donc  que 


(aJ...A  = a,  B = 6,...,  K=k,  L>  — 1. 


Pour  en  déduire  les  relations  demandées,  on  élimine  les 
m— n-j-i  inconnues  m,  p s,  t , entre  les  m équations  (a); 
ce  qui  conduit  an  — 1 équations  de  condition  entre  les  m cœf- 
ficiens  a,  b , . . .,  t,  l.  On  peut  donc  assigner  des  valeurs  arbi- 
traires à m — (n — 1)  coefficiens  de  l’équation  (1);  les  n — 1 
équations  de  condition  donnent  les  valeurs  correspondantes  des 
n — 1 autres  coefficiens  de  l’équation  (1),  et  pour  ces  valeurs 
des  m coefficiens  a,  b , . . . , i,  l,  l’équation  (1)  admet  nécessai- 
rement n racines  égales  entre  elles. 

Remarque.  Le  principe  du  n"  249  conduit  à un  plus,  grand 


nombre  d’équations  de  condition.  En  effet,  J^jwlynpq^.  ^ 
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xm  -f-  axm~'  -f-  etc. , devant  admettre  le  facteur  (x-J-n)1*,  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée 
mxm~'  -|-  (m — i)  BrM  + etc. , doit  être  (x-j-a)*-1  ■,  cher- 
chant ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  parviendra  à un  di- 
viseur A'x*-1  -f-  B'x*- ’ . .-j-R'x  -)-  L'  ; le  reste  correspon- 
dant, -f-. . . Pa?  —J—  Q , devant  être  nul  quel  que 

soit  x,  il  faut  d’abord  que  les  ni  coefficiens  a,  b k,  l,  satisfas- 
sent aux  n — I conditions 

(3)...M  = o,  N=o,...,  P = o,  Q = o; 

et  ces  conditions  ne  paraissent  pas  suffisantes,  puisque  toutes  les 
racines  de  l’équation 

(4) . . . A'x—1 • -f  B'x—  + . . . + R'x + L'  = o 

devant  être  égales  entre  elles,  on  obtiendra  n — 2 autres  équa- 
tions entre  a,  b,...,  k,  l,  (i3e  Problème );  ce  qui  fournira  en 
tout  2 n — 3 conditions,  au  lieu  des  n — i conditions  que  l’on 
avait  obtenues. 

Pour  lever  cette  difficulté , observons  que  les  n — i équa- 
tions (3), qui  expriment  qu’il  y a un  commun  diviseur  du  degré 
n — 1 entre  le  polynôme  xm  -f-axm-,-f-etc.  et  sa  dérivée, 
s’appliquent  nécessairement  au  cas  général  oh  les  n— - 1 facteurs 
(x  — a,),  (x  — a») , , (x  — r a„_,) , de  ce  diviseur  sont  iné- 
gaux ; ce  qui  correspond  au  cas  général  oh  le  premier  membre 
de  l’équation  (i)  contient  lès  2 n — 2 facteurs  égaux  deux  à deux, 

(x  — a,)*,  (x— a,)*,...,  (x— 
de  sorte  que  cette  équation  est  dé  la  forme 

(5)...{(x  — a,)  (x  — p,).. . (x  — X R = o. 

Quand  on  supposcensuitequeles  n— ■ i racines  a,,  a,  ,...,a»_i 
de  l’équation  (4)  sont  égales  entre  elles,  on  obtient  n — 2 nou- 
velles conditions  (i3"  Problème );  l’équation  (5)  devient 

{(x — a,)*- ’}*  X R = o,  ou  (x  — a,)**-*  X R = oj 

de  sorte  que  l’ensemble  dès  on  — 3 conditions  qui  en  résultent, 
exprime  que  l’équation  (i)  proposée  a an — a racines  égales,  et 
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non  pM  seulement  qu'elle  en  a nj  le  dernier  procédé  devait  donc 
conduire  à an— 3 équations  de  condition  (i3e  Problème );  on  ne 
peut  donc  pas  en  faire  usage  pour  résoudre  le  problème  proposé. 

Cette  remarque  mérite  toute  l’attention  des  élèves. 

> |5*  Problème.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficient  des  équations  à une  seule  inconnue 

(i). . . xm  + Px”- 1 + etc.  = o,  x"  + px*-'  -J-  etc.  = o, 

pour  que  ces  équations  admettent  e solutions  communes. 

Il  s’agit  d’exprimer  que  les  polynômes  xm  -f-  Pxm-‘  -+-  etc.  , 
x*  •+■  px*~‘  •+■  etc. , ont  un  plus  grand  commun  diviseur  da 
degré  a..  A cet  effet,  on  continue  les  calculs  du  na  ai5  jusqu’à 
ce  qu’on  parvienne  à un  diviseur  du  degré  a, 

ax*  -f-  bx*~ ' ■+■  ex*-3  -f*  • • • + Ex-f-Z; 
le  reste  correspondant 

Ax*— 1 +Bx‘t-î  + Cx«-3+...+  Rx+L  ' 
devant  être  nul  quel  que  soit  x , les  relations  demandées  sont 
(a)...A=ao,  B=o,  C = o,...,  K = o,  L = o. 
Quand  ces  » relations  sont  satisfaites,  l’équation 

(3)  . .'.  ax‘  -f-  bx*~l  + cx*_a  + . . . kx  -J-  l = o 
détermine  les  * valeurs  de  x qui  satisfont  au  système  (i). 

Exemple.  On  propose  d‘ exprimer  que  les  équations 

(4) . . . x3  + Qx  + R = o,  x3  -J-  px*-f-qx+  r=o 

admettent  deux  solutions  communes. 

On  divise  x3-j-Qx-J-R  par  x* +px*+ qx-{- r,  ce  qui 
donne  le  reste  — px* -f- (Q — q)  x -f-  (R  — r)\  la  division  de 
p^x3  4- pxa  +i|i  + r)  par  ce  reste , conduit  au  reste  du  pre- 
mier degré 

{p’Q-HQ-</)*+p(R— r}x  + p’R-f  (Q  — q)  (R— r). 

Ce  dernier  reste  devant  être  nul  quel  que  soit  x,  les  relations 
demandées  sont 
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(5) . . . p-Q  + (Q— <f)*+p(R— r)  = o , p’R-f- CO— <7)(R~r)  e»  o. 

' On  peut  donc  donner  de*  râleurs  arbitraires  à trois  «les  coef- 
ficiens  Q,  R,  p , q , r-,  les  équations  (5)  fournissent  les  valeurs 
correspondantes  des  deux  autres  coefficiens,  et  ensuite  les  deux 
solutions  du  système  (4)  sont  fournies  par  l’équation 

(6) . . . — px*  -|-  (Q  — q)  x -f-  (R  — r)  = o. 

- « .•  » ‘ t • 

Soient  Q = — ig,  R = — 3 o,  q = i; 
les  équations  (4) , (5) , (6) , se  réduisent  à 

(7) . . . x3 — igx — 3o  = o,  x3  4- />x* x + r = o , 

(8)  . . . p (r  + 3o)  =±  4oo  — 1 9p* , 2 (r  + 3o)  ==  3/>î, 

(9) . . . px * -f-  aox  -f*  (r  -f-  3o)  — o. 

Les  relations  (8)  déterminent  les  trois  systèmes 

* .*  r I • i 

20 

P = — 10  />  = — y .t 

s . 110 

r=  r2o  r = -r-. 

ô 

t . , ' 

Chacun  de  ces  systèmes,  substitué  dans  (7),  fournit  deux  équa- 
tions'du  troisième  degré  qui  ont  deux  rafcines  communes,- et 
ces  deux  racines  se  déduisent  de  l’équation  (9). 

Ainsi , pour  p c=  4 et  r x=-—6,  les  équations  (7)  deviennent 

(10) . . . x3  — 19*-*  3o=  o,  x3  -f-  4x*  -f-  X — 6’=®; 

et  l’équation  (g) , qui  se  réduit  It  x*  -j-  5x  + 6 =±  o , donne  les 
deux  valeurs  xi=r—  2,  — 3 ,qui  satisfont  au système^io). 

Remarque.  On  pouvait  prévoir  qu’il  y aurait  trois  manières 
d’introduire  deux  solutions  communes  aux  équations '(7);  car 
ces  équations  revenant  à 

(x-f-a)  (x-4-3)  (x-^-5)  = o,  x*  + px’  4-  x -J-  r = o , 

il  ÿ a trois  manières  de  déterminer  les  coefficiens  p,  r,  de  telle 
sorte  que  deux  des  racines  — i,  —3,  +5,  de  la  première  équa- 
tion , conviennent  à la  seconde.  ■" 

Si  x= — a et  xts*— 3 doivent  satisfaire  à x3-f-/>x*-f-x-f-»"=s=  o, 


P *=  + 4 

r = — 6 
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on  aura 

—8+4 />— 3+r=o>  — a^+gp — 3+r=o;  d’où p=4>  r~— 6. 

Lorsqu’on  demande  que  les  a.  solutions  communes  aux  équa- 
tions (i)  soient  égales  entre  elles,  il  faut  que  les  a racines  de 
l’équation  (3)  soient  égales  entre  elles;  ee  qui  fournit  « — i au- 
tres relations  entre  les  coeffieiens  des  équations  proposées. 

16e  PhoblÈmb.  On  propose  d’exprimer  qu’un  polynôme  du 
second  degré  en  X et  y , est  dicomposable  en  deux  facteurs  ra- 
tionnels du  premier  degré. 

Si  le  polynôme  donné  est 

y*  + axjr  + bx * + cy  + dx  + e, 
ses  deux  facteurs  rationnels  du  premier  degré  seront  de  la  forme 
y — mx  — n , y — m n . 

Leur  produit 

J*  — (ni  + m!)  3 y + mmx1 — (ra+n,)iy+  (mn-\-  nm)  x + nn' , 

devant  être  identique  avec  le  polynôme  donné,  on  a 

771+771'=— a,  mmzxzb,  n+7i'=— c,  mn  -\-nml  — d , nn=e. 

Éliminant  m,  m',  n,  n , entre  ces  cinq  dernières  équations, 
ou  parvient  à l’équation  de  condition 

(a«  — ad)2  = (a*  — 4 b)  (c*  — 4*)  > 
elle  se  réduit  k dk  — acd  — 4 be  — e*r  — bc*. 

Quand  les  coeffieiens  a,  b,  c,  d,  e,  satisfont  à cette  condi- 
tion, le  polynôme  donné  est  décomposable  en  deux  facteurs 
y — mx  — n,  y — mx  — n , et  les  valeurs  des  quatre  incon- 
nues m,  n,  ni  , n,  se  déduisent  de  quatre  quelconques  des 
cinq  équations 

771+771':=— a,  mm'—bf  71+71':=  — c,  mn-^-nm'—d,  nnx=e. 

, . s . 

Si  l’on  demandait  que  le  polynôme  fût  un  quarré,  il  faudrait 
que  l’on  eût  ml  — m et  7»'  = n ; les  équations  précédentes  de- 
viendraient 

27»  = — a*  77»”  = 6 , .30»=.—  C’-  177171  ss  d, 
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Éliminant  metn,  on  parviendrait  aux  trot*  conditions 
ac=2c/,  a*  = 4^*  c*=4«. 

3 «4-  17e  Problème.  On  propose  de  transformer  l'équation 

(l). . . xm  -f-  pxm~l  -f-  qxm~t  -f-. . . + sx  -f-  <= i=  a,  ’• 

en  une  autre  f(y)  — Oj  qui  ne  renferme  pas  une  puissance 
donnée  de  y. 

On  fait  x=y  -f-  * dans  (i),  et  l’on  développe  les  diverses 
puissances  de  y-\-*  suivant  les  puissances  décroissantes  de  y, 
le  résultat  est  de  la  forme 

(a)...  y + Py— 1 + Qy”M  +...+  S<y+T  = o;  ‘ 
et  l’on  a 

P = m*  -J-p,  Q = — i)a2-r  (m  — i)pa  -j-  q,...t 

S ==  mam~‘  -J-  (m  — l)prnm~%  -f-  (m  — 2)  qrnm~3  +. . .+  s, 

T = +p*K-'  •+■  ?*m_*  + • • • + sa  + t. 

-*4  « ***  ï ‘ 

L’indétermipée  a-  entrant  dans  tous  les  coefficiens  P,  Q...S,  T, 
servira  à faire  disparaître  la  puissance  indiquée  de  y. 

Quand  il  s’agit  de  faire  disparaître  le  second  terme j on  égale 
son  coefficient  P à zéro;  ce  qui  donne 

m*+p  = o,  «=?-£,  x-y-t. 

, - -I  ••  : : •.  ■ V V > .'•> 

Par  conséquent  : Pour  faire  disparaître  le  second  terme  dJ  une, 
équation  xm  -f- pxm~'  -f  qxm~%  +...  + *J+t=o,  il  suffit 
d'égaler  l'inconnue  à une  nouvelle  inconnue  augmentée  du  coef 
ficient  du  second  terme  pris  avec  un  signe  contraire  et  divisé 
par  F exposant  tn  du  premier  terme. 

Et  en  effet,  soient  a,  b, . . . , t,  le$  racines  de  l’équation  (i)  , 
et  a',  b',...,  I' , celles  de  l’équatioq  (a),  ou  aura  (n°  2a5)  , 

•,p  = -Ca+i  + ..-+*)>  P = -(*'+i'+...-M0. 

Or,  la  relation  + ^ frit  voir  que  les  racineè  de  l’équa- 


f 
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tion  (2)  sont  égales  « colles  de  l'équation  (i)  Augmentées  de  — ; 

TTL 

donc  • ...  ^ 

a'=a  + K V**k  + E-, 


ajoutant  ces  m égalités , on  trouve 

la'  -f-  b’  rf*.  - .-+i  i')  — (o  «+■  b -f*. . . -J*  k)  -f-  T»  fois  Sm  r~  on 

Ttl 

p 

~P=s-*-p  4- '»»  X — !=*  — p-f-  p = o. 

771 

Le  coefficient  P de  y- 1 est  donc  zéro.  •.  . . 

Exemple.  Soit  proposé  de  faire  disparaître  le  second  terme 
de  F équation 

x3  + 6x*  — 4æ  + 2 = o;  on  pose  cç=y  — x=y — a» 
etTa  transformée 

(y  — 2)s  + 6 (.y  — a/  — Ç(y  — 2)  + 2 = 0 

se  réduit  à y*  — i6y  -f-  26  = o. 

St  Bon  vent  faire  disparaître  le  troisième'terme  de  l'éqnation 
(2) , on  égalera  son  coefficient  Q à zéro  ; l’équation  qui  déter- 
mine « étant  du  seeond  degré,  donnéra  deux  valeurs  de  a.  De 

sorte  qu’il  y a deux  manières  de  faire  disparaître  le  troisième 
terme. 

En  général,  quand  on  veut  faire  disparaître  le  réim‘  terme, 
c’est-à-dire  le  terme  affecté  dey"*- , l’équation  qui  détermine 
« est  du  degré  n — 1 . 

Enfin , s’-il  s’agit  de  faire  disparaître  le  dernier  terme  , on  sera 
conduit  à résoudre  l’équation  du  m,lm‘  degré, 

i ■ • • . , . • 

am  + p«m_l  -f-  ÿ»”-1  .,4-  «•  -|-  l = o , 

■qui  a les  mêmes  racines  que  l’équation  (1). 

On  pouvait  prévoir  corésultat.  En  effet , la  valeur  cherchée  de 
« devant  réduire  à zéro  le  dernier  terme  T de  l’équation- {2) , il 
faut  que  y — o satisfasse  à cette  équation  ; or  la  valeur  corres- 
pondante de»,  déduite  de  la  relation  a?s=y«+>»,  est  «=x; 
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on  doit  donc  prendre  pour  « une  quelconque  des  valeurs  de 
x qui  satisfont  à l’équation  (i). 

Il  est  facile  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficiens  de  V équation  (i)  pour  qu’une  même  valeur  de 
r indéterminée  a.  fasse  disparaître  à la  fois  plusieurs  termes 
de  l’équation  (a)  ; car  cela  revient  à exprimer  qu’une  même 
valeur  de  » réduit  à zéro  les  coefiiciens  des  termes  qu’on  veut 
faire  disparaître. 

Par  exemple , soit  proposé  de  faire  disparaître  le  deuxième  et 

le  troisième  terme  ; il  faut  que  la  valeur  — —de  »,  tirée  de  f*a=o, 

m 

réduise  Q à zéro;  substituant  cette  valeur  de  « dans  Q=o, 
on  trouve  que  la  relation  demandée  est  2 mq  = (m  — i)p\ 

S’il  s’agit  de  l’équation 

(3). . . xs-t-pxM  4-  yx-f*  r = o, 

la  relation  a mq  = (us—  1)  p*  donnera  q = ^ p‘f  et  l’équation 
(3)  deviendra 

(4). . . x3  4 -px’  + ~ p'x  4-  r^± !o. 

En  faisant  x~JT — 5 dans  (4),  la  transformée  est 

Soient  p=  6,  r=zq-  l’équation  (4)  devient 
xs  + 6x*  4-  »nx  4-  7 = 

et  en  faisant  x — y — 2,  la  transformée  est  y* — 1=0. 
Cette  dernière  donne 

* • f ’ t • 

y=r  I.  y = l (—  » ±.V— ' 3),  {page  465) ; 
les  valeurs  correspondantes  de  x sont 

x=  — r,  x = i (— SiV'— ~3). 
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Pour  faire  disparaître  le  second  terme  et  le  dernier  > ou 

pose  P = o,  T = o;  la  première  équation  donne  et  = — » — , 

et  la  substitution  de  cette  -valeur  de  a dans  T = o,  conduit  à 
la  relation  demandée 

(-£)'+K-£r+K-£r+-+*(->=»- 

18e  Pboblùme.  Transformer  Viquation  (1). . . ,f(x)  = o, 
en  une  /quation  (2). . . F(_y)=0j  telle  que  x et  y satisfassent 
à une  relation  donnée  (3) . . . <p  (x,  y)  = o. 

L’élimination  de  x entre  (1)  et  (3)  conduit  à l’équation  (2) 
demandée. 

1"  Exemple.  On  demande  que  toutes  les  racines  de  l’èqua- 
tion  (2)  soient  égales  à celles  de  V équation  (1)  diminuées  de  h. 

Dans  ce  cas,  la  relation  (3)  dévient  y=x — h ; et  en  rempla- 
çant x par  h+y,  l’équation  (r)  donne  l’équation  cherchée 

(4)-  • +5. y'f'W  + ■ • . +ym=o , (n°  a5o). 

Si  l’on  veut  que  toutes  les  racines  réelles  de  l’équation  (4) 
soient  négatives , on  prendra  pour  h la  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  l’équation  (1). 

2*  Exemple.  On  demande  que  toutes  les  racines  de  Viquation 
(2)  soient  égales  à celles  de  Viquation  (1)  augmentées  de  h. 

On  pose  y — x -f-  h , d’où  X — y — h. 

Pour  obtenir  la  transformée  én  y , il  suffit  de  changer  le 
signe  de  h dans  (4),  ce  qui  donne  ■ 

(5) . . .f-h)+yf{-K)+l-f{-h)+, . .+_y“=o. 

Lorsqu’on  demande  que  toutes  les  racines  réelles  de  Viqua- 
tion (5)  soient  positives  j on  prend  pour  h la  limite  supérieure 
des  racines  négatives  de  l’équation  (1). 

Au  moyen  de  cette  dernière  transformation,  la  recherche  des 
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racines  réelles  positiveset  négatives  de  l’équation  (i),  se  réd&it 

à calculer  les  racines  réelles  positives  de  l’équation  (5).  A , n 
Ainsi , pour  transformer  l'équation  ' t» 

(6) ...  x3  — qx  + 6 = o , 

en  une  autre  dont  toutes  Us  racines  réelles  soient  positives  > 
on  cherche  la  limite  supérieure  des  racines  négatives  de  l’équa- 
tion (6)  , cette  limite  est  — 4 (n°  ^36);  on  pose 

y=x  + 4,  d’où  x = y — 4; 

et  en  substituant  cette  valeur  de  x dans  (6) , on  obtient  l’équa- 
tion demandée  ' * -, 

(7)  • • • f — \*y  — 3o=o, 

. , — ; vc  ♦ . .rjt  — 

dont  toutes  les  racines  sont  nécessairementpositives. 

Et  en  effet , les  racines  de  l’équation  (6)  étant  -j-i , -J-s , — 3 , 

la  relation  _y=x-f- 4 fait  voir  que  les  racines  de  l’équation  (7) 

sont  -4-5,  -f-  6 et  -f-  i. 

3”  Exemple.  On  veut  que  toutes  Us  racines  de  l’équation  (2) 
soUnt  égaUs  à celUs  de  l'équation  (1)  , multipliées  par  un 
nombre  donné  a.  ‘ ' • -h*»  >'M  « 

La  relation  (3)... . <p(x,  y)  = 0 devient  y — etx-,  pour.éK- 

miner  x,  on  remplace  x par  sa  valeur  l’équation  (1)  donne, 
l’équation  demandée o.  ' 

3i5;  19"  Problème.  On  propose  de  former  une  équation 
$(y)  =Oj  dont  Us  racines  soient  Us  différentes  sommes  qu'on 
peut  former  en  ajoutant  deux  à deux  Us  racines  de  l’équation 
du  mitm‘  degré  (1). . ./"(x)  = o. 

Si  l’on  raisonne  comme  dans  le  n°  '294,  et,  si  l’on  désigne 
par  a et  z deux  racines  quelconques  de  l’équation  (1)  , on  sera 
conduit  à éliminer  a et  z entre  les  trois  équations 

/(*)=  o,  /(  0=o,  ,y  = a'+a;  . 

l'équation  finale  F (jy)  =0  aura  pour  racines,  non-seulement 

33 
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les  sommes  a + b , b + a , a + c,  (c  + a,  etc.,  deb  m racines 
a,  b,  c,...,  b,  de  l’équation  (i),  mais  en  outre  les  doubles 

a _p  o,  6 + 6, , * + de  ces  racines;  car  la  relation 

y — z'  + z détermine  ces  m*  valeurs  dey,  en  mettant  suc- 
cessivement pour  z'  et  z chacune  des  m racines  a , b,  c,.  ■ , b. 
Le  premier  membre  F (y)  sera  donc  le  produit  des  m%  Facteurs 


y—  {a+b),  y — (a+c), , y — (a+b),  etc., 

(*+o) , y — (c  +u) ■ • • • , y—  (*  +«) » elc-  > 

y— 2U,  y—zb,  y — IC,...,  y—zb\ 

ce  qui  revient  au  produit  des  facteurs 

{.y— (a  + 0 , {y  — («+•*)}’>  etc., 
y — aa,  y — 2b,  y — 2 c,...,y— ai. 

Or,  ?(y)  = {y— (or+6)}  {y  — (a  + c)}- • • f y—  («+*)}• 
Donc  F(y)  = {?  (y)}’  X (y  — 2a)  (y  — *b) . . . . (y  — 2b) . 

Pour  supprimer  dans  F (y),  les  facteurs  étranger?  y — aa , 

y 2 b,. ..,  y — 2 /b,  on  forme  l’équation  dont  les  racines  sont 

les  doubles  des  racines  a,  b,  c,...,  b,  de  l’équation  ( 1 ) ; et  à cet 

effet,  on  pose  y = 2x,  d’où  x=  la  substitution  de  cette 
valeur  de  x dans  (1) , donne  l’équation  demandée  /Q  y)  = 0 

la  division  de  F(y)  par/Qy),  fournit  le  quotient  {<p(y)}*, 

et  la  racine  quarrée  de  ce  quotient  est  le  premier  membre 
de  l’équation  demandée  <p(y)  = o,  qui  a pour  racines  les 

- m(m — 1)  sommes  a + b,  a + c,  b+c,  etc.,  des  m racines 
2 

de  l’équation  (1  )....  f (x)  = o. 

Remarque.  On  peut  préparer  les  équations  • 

/(*)  = o,  f(z')  — o,  y=z'  + z, 

de  manière  que  l’élimination, de  z et  z'  conduise  directement 
à l’équation  ^(y)  = o;  à cet  effet,  011  remplace  d’abord  z 
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if 


par  sa  .valeur  y — a ; il  reste  à éliminer  a entre  * , y ^ 
f (a)  — o et  f(y—z)  = o, 
ou  ce  qui  revient  au  même,  à éliminer  x entre 
/(x)  = o et  f(.y  — x)=o. 

«î  *• 

Pour  débarrasser  ce  dernier  système  des  m valeurs  étrangères 
20,26,  2 dey,  correspondantes  à y = 2x>  onM^u.. 

substitue  le  système  équivalent 

/(x)  = o,  f(y  — x)—  /(x)=o;  ' 


t< 


or,  le  polynôme  f(y  — x) — f(x)  est  divisible  par  y — 2x, 
car  la  valeur  y — ix  le  rend  identiquement  nul;  effectuant 
donc  cette  division , on  supprime  les  m valeurs  étrangères 
sa,  2 b,  2c,...,  2 h,  dey,  correspondantes  à y = 2x;  et  si  l’on 
désigne  le  quotient  par  F,(x,y),  l’élimination  de  x entre  les 
équations  f{x)  — o,  F,(x,  ^)  = o,  conduira  directement  à 

l’équation  demandée  ç> (y)  = o,  dont  les  ~ m(m — i)  racines  sont 
les  différentes  sommes , a + b , a-\-c,  etc.  * > 

Exemple.  Soit  f (x)  = x3  — 2 x*1  — x -f  2 =='o.r 

On  trouve  F,(x,  y)  = x“  — yx  -f-y*  — 2 y — 1 ia=  o.  #■*.. 

. . , * i v 

Pour  éliminer  x entre  ces  deux  équations,  on  divise  fÇx\  ■ 

par  F, (x,  y),  ce  qui  donne  le  quotient  x + y — 2' et  le  reste 
— y3  + 4y‘  — 3y  = ç(y).  On  a *'*<- 

(2).../(x)  = F,(x,  jO  X (x4-.y  — 2)  + tp(y). 

Les  racines  o,  1 , 3,  de  l’équation  — y3  -f-  4j 0) 
sont  les  sommes  que  l’on  obtient  en  ajoutant  deux  àfd'eifx  les 
racines +1,  — J,  4-2,  de  f(x)  = o:  ^ . V * 

On  peut  observer  que  pour  chaque  valeur  S de  y tirée  -<|e 
fW  = o,  l’équation  F,(x,  y)  =0,  détermine  les  deuj^  ra- 
cines de/(x)  = o dont  la  somme  est  f ; car  la  spmrae  dés  deux 
racines  de  F, (x,  C ) = xa  — Cx  + G2  — 2C—  1=0  est  égale  à 
S (n°  225),  et  _y  = C réduisant  p(^)à  zéro,  la  relation  (2) 

33.. 
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démontre  que  les  valeurs  de  x tirées  de  F,  (* , £)  — o sont  des 
racines  de/Cxl^o. 

20'  Problème.  Déterminer  l’équation  <p  ( y ) = °j  dont  les  ra- 
cines sont  tous  les  différent  produits  deux  à deux  des  m racines 
a,  bJ  Cj. . • j ij  kJ  de  l’équation  du  mlimt  degré  (1).  . ,/(x)  = o. 

Si  z et  2' désignent  deux  racines  quelconques  de  l’équatiou  (1), 
on  sera  conduit  à éliminer  2 et  2 entre  les  trois  équations 

/(s)  = o , j?(z')  = 0,  zX%'  — y. 

La  dernière  équation  donne  z j et  en  substituant  cette 
valeur  de  2 dans  f(s')  = o , il  ne  reste  qu’à  éliminer,  z entre 

/(*)  — o et  /(f)  = o, 

ou , ce  qui  revient  au  même , à éliminer  a:  entre 

/(*)  = *>  ^ /(ï)  = °> 

l’équation  finale  F O)=o , à laquelle  on  parviendra,  aura  pour 
racines  les  m‘  valeurs  • 

ab,  ba,ac,  ca , bc , cbt...,  it , ki , a®,  6%  c*,...,,»*,**, 

qui  se  déduisent  de  la  relation  y = zz  en  donnant  successive- 
ment à s et  2'  chacune  des  m valeurs  a,  b,  c., • • *,  k. 

’ Or,  ab  = ba,  ac—ca,bc  — cb , . . . , ik  xé  ki)  donc 

f(jO={pOO}*x  (y— «*)  (y.—ùfLr*  (y—n = 

Pour  supprimer  les  m valeurs  étrar A*,  on  forme 
l’équation  dont  les  racines  sont  a* , v et  à cet  effet  on 
pose  JT— > Fé^j^ation  de  x entré /(-c)==o  et  x*—y  = o 
conduit  à'Vétÿtfàitron'V,  (j')=o,  dont  les  racines’sont  les’quarrés 
des  racines  cfe  l’équation  f (x)  = o ; la  division  de  F (y)  par 
<pt(y)  donne  le  quotient  { 9 (>')}’;  et  en  extrayant  la  racine 
quarréë  de  ce  quotient , on  obtient  le  premier  membre  de 
l’équation  demandée  ip  (jk)  = o. 

Remarque.  Si  l’on  veut  parvenir  directement  à l’équation 
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<p  (/)=o,  on  remplacera  le  système  f(x)  = o,  f(~ç)  — P , P31" 
f (■*)  ==  a»  f(^c)  — f ~ 0 > ^hypotlii'se  y = x*  réduisant  à 

*éro  le  premier  membte/^Q  — / (x>,  il  est  divisible  par 


y — x*;  désignant  le  quotient  par  F,  (x,  y),  le  systènie 
(a). . . f (r)  = o,  F, (a: ,_y)  = o , n’admet  plus  les  valeurs  a", 
b*,...,  F‘,  dejf,  correspondantes  à y = x“;  et  l’élimination  dex 
entre  les  équations  (2)  conduit  à l’équation  demandée  $ (y)—  0 . 

Exemple.  Soit  y(x)-=x3 — 2xa — x + 2 = o. 


On  trouve  F,(r,  y)=zx* — 2X3  ~h(y  — i)x*  — ayx-f-y*. 


Pour  éliminer  x entre  les  équations  y(x)  = o,  F1(x,j’)  = o, 
011  divise  F,(x,  y ) par  f(x),  ce  qui  fournit  le  premier  reste 
yx*—  2(_y-f-i).r-f-  y1;  la  division  de  (x3 — 2X* — x+2) y'  par 
ce  premier  reste, conduit  au  second  reste  ( — y3 — y%+/\y-\-l£)x. 
La  valeur  x = o ne  convenant  pas  à l’équation  proposée 
/(x)  = o,  on  peut  supprimer  le  facteur  x contenu  dansTe  se- 
cond  reste,  ce  qui  conduit  directement  à l’équation 

00 = — y — ^* + 4 ^ “P  4 = 0 . 


dont  les  racines  — 1 , -f-  2 , — 2 , sont  tous  les  produits  deux  à 
deux  des  racines  •+•  1 , — 1 , + 2,  def  (x)  = o. 

Pour  chaque  valeur  G dey  tirée  de  ^(_y)=o,  l’équation 
y. r3 — 2 (y  1 ) x -f-  y%  = o , fournit  les  deux  racines  de 
/(x)  = o dont  le  produit  est  G-,  cances  deux  valeurs  dex  réduisent 
/(r)  à zéro et  dépendent  de  l’équation  Sx* — 2(ff-f-,)x4-0*==o 
dans  laquelle  le  produit  des  racines  est  G (n°  225). 

2i®  Problème.  On  propos»  de  former  une  équation 

(2). <p  (y)  = o,  dont  toutes  les  racines  soient  égales  aux  quo- 

tités que  fon  obtiendrait  si  l’on  divisait  successivement  cha- 
cune des  m racines  a , b , ù, . . . , i,  h de  l’équation  du  m"Mt 
degré  (1).../ (x)  =Oj  par  chacune  des  m — 1 autres. 

Soient  s et  z deux  racines  quelconques  de  l’équation  (1)  , on 
est  conduit  à éliminer  z et  si  entre  les  trois  équations 
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/(*)  = ©>  /(*')*=  °»  r=7- 


La  dernière  équation  donne  a'  — zy , et  en  substituant  la 
valeur  zy  de  a',  dans  /'(z,)=  o,  il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  z 
entre /"O*)  — © et/’(y')=;0;  ce  qui  revient  à éliminera:  entre 

/(x)=o  et  y(xy)  = o; 

l’cquation  finale  F (y)  = o aura  pour  racines  les  /res  valeurs 


a b a o 
b a c a 


i k a b c 

V 7 ’ c’  ï’  7’’ 


i k 

P V 


qui  résultent  de  la  relation  y = — en  donnant  successivement  à 

z et  il  les  m valeurs  a,  b,  c, . . i,  k. 

L’équation  F (y)  ==  o admettant  m valeurs  de  y égales  à 
l’unité,  F (y)  sera  divisible  par  ( y — i)m,  et  le  quotient  <p  (y) 
égalé  à zéro  donnera  l’cquation  demandée  (2) — tp  (y)  = o, 
dont  les  m ( m — 1 ) racines  sont  les  quotiens 

a b a c i k 

ïi  —»•••*  îi 

o a c a k i 

Il  résulte  de  la  forme  des  valeufs  de  y que  l’équation  (2)  est 
réciproque  (n°  3o3);  la  recherche  de  ces  valeurs  dey  ne  dé- 
pendra donc  que  de  ‘ la  résolution  d’une  équation  du  degré 

-m(m. — 1),  (n°  3o8). 

Remarque.  Pour  parvenir  directement  à l’équation  (2),  on 
remplace  le  système  f (x)  = o , f (xy)  = o , 

par  le  système  équivalent  y(x)  = o , f{xy)  — y(x)  = o. 

Le  polynôme  f(pcÿ) — f (x)  est  exactement  divisible  par 
(y — 1)  x;  car  chacune  des  hypothèsesy  = 1 , x = o , le  réduit 
à zéro.  D’ailleurs  y = 1 correspond  aux  m valeurs  étrangères 
a b i k . . 

->  t,  1 , et  x = o ne  satisfait  pas  af(x)=z o (*);  dé- 

du'  1 k 


(f)  On  suppose  que f(x)  = o n'a  pas  de  racine  nulle. 
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signant  doDC  par  F,  (x,  y)  le  quotient  de  f (xy) — /(x)  par 
(y  — i ) x , le  système 

/(x)  = o,  F,  (x,y)  = o, 

n’admet  plus  les  m valeurs  de  y égales  à l’unité,  et  l’élimina- 
tion de  x entre  ces  deux  dernières  équations  conduit  directe- 
ment à l'équation  demandé^  (2) . . . < p (y)  — o. 

Exemple.  Soit  f(x)  = x3 — 2x*! — x4-2  = o. 

On  a / (xy)— /(x)  •=  (y3 — i )x3— 2 (y* — i )xa — (y — t)x  = o ; 

et  en  divisant  par  ( y — 1)  r , on  obtient  le  quotient  exact 

L’élimination  de  x entre  f (x)  = o et  F,  (x,  y)  — o , con- 
duit k l’équation  finale 

ç>(y)  — 4 y6  — 8y5 — t3y*-f-34y3 — i3ya — 8y + 4=  0> 
Cette  dernière  équation  est  réciproque,  (n°  3o5) , et  ses  racines 

— i, — + — 2,  — -,  sont  tous  les  quotiens  que 

2 2 

i 

l’on  obtient  en  divisant  successivement  l’une  par  l’autre , les 
racines  -H-  i , — i,  4-2,  de  l’équation /(x)  = o. 

3i6.  22e  Problème.  Déterminer  les  coefficiens  arbitraires 
d’une  équation } de  manière  que  cette  équation  admette  des  so- 
lutions données. 

Nous  avons  vu  (n°  58)  comment  on  résout  ce  problème  quand 
l’équation  donnée  est  du  premier  degré. 

On  opère  d’une  manière  semblable , quel  que  soit  le  degré  de 
l’équation  proposée;  car  la  sùbstitution  de  chaque  solution 
donnée  dans  l’équation  proposée , fournissant  une  équation  du 
premier  degré  entre  les  coefficiens  inconnus,  on  peut  se  donner j 
au  plus  j autant  de  solutions  qu’il  y a de  coefficiens  arbitraires. 

Ier  Exemple.  Soit  l’équation  générale  du  miim‘  degré  à une 
seule  inconnue  j 

4-p»xm-a4-. . .4-pm_1x4-f„=o. 
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Cette  équation  ne  l’enfermant  que  m coefficiens  arbitraires, 
on  ne  saurait  jamais  se  donner  plus  de  m solutions.  Ces  m solu- 
tions sont  les  m racines  de  l’équation  proposée.- 

2*  Exemple.  Soit  l’équation  complète  du  miimr  degré  à 'deux 
inconnues , 

**4 (aJr+b)x—'+(<y»+djr+é)x-‘*+...+(py-+...+,y+t)—0' 
Le  nombre  des  coefficiens  arbi traires  a,  b,  c , d>  e, . . . , s , t, 
étant  2 + 34...  .-f-  (»i+  1),  ou  ^ m {m- f-  3)  , (n°  147)»  on 

peut  se  donner  au  plus  ^ m{m  4 3)  solutions. 

Lorsque  m = 2,  on  a - m (/n  -j-  3)  =3  5;  de  sorte  qu’on  ne 

peut  jamais  se  donner  plus  de  cinq  solutions  d’une  équation 
complète  du  second  degré  à deux  inconnues j 

t 

x%  + («y  + b)  x+  (cy“  -f-  dy  -f  e)  = o. 

Si  l’équation  proposée  est 

x*  4-  cix  J—  y%  — 7jr  4 b = o , 

on  pourra  s’en  donner  deux  solutions  arbitraires. 

Soit  x — — ij  y = o,  la  première  solution)  ces  râleurs  de 
x et  y devant  satisfaire  à l’équation  proposée,  il  faut  que 

( — >)“+ « ( — 1)  4 b = o;  d’où  b — a — 1. 

De  sorte  que  x = — 1 , _y  =3  o , satisfont  à l’équation  ' 

x“  4 ax  — y‘  — 2y  -j-  (a  — i)  = o,t  ,qu^,gjie  soit  a. 

Si  la -seconde  solution  donnée  est  x=ii  “W  ==  — 2,  on 
trouve  a=o.  h . 

L’équation  qui  admet  les  deux  solutions  données  est  donc 

xa  — y*  — a y — 1=0. 

23e  Problème.  Déterminer  les  coefficiens  arbitraires  contenus 
dans  deux  équations , de  manière  que  le  système  de  ces  équations 
admette  des  solutions  données. 

On  peut  généralement  se  donner , au pluSj  autant  de  solutions 
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communes  qu’il  y a de  coefficiens  arbitraire s dans  f équation  qui 
en  renferme  le  moins  ; car  chaque  solution  doit  convenir  à l'é- 
quation qui  contient  le  moins  de  eoefficiens  indéterminés,  et  on 
ne  saurait  se  donner  plus  de  solutions  de  cette  dernière  équation 
qu’elle  n’a  de  coefficiens  arbitraires. 

i'r  Exemple.  Soient  les  deux  équations  à une  seule  inconnue, 

(i). . . ar’-f-Qx-f  R = o,  x3  +pxa  + qx+  r=s o. 

On  peut  se  donner , au  plus , deux  solutions  arbitraires  com- 
munes à ces  équations. 

Si  les  solutions  données  sont  x= — 2 ,15 — 3 , ces  valeurs 
de  x substituées  dans  les  équations  (1)  conduiront  à 

— 8 — 2Q  + R = o , — 27  — 3Q-f-R=o, 

— 8 + 4/».—  2<7  + r = Q,  — 27  + 9/7 —3q+r  = o. 

Les  deux  premières  équations  donnent  Q = — 19,  R= — 3o. 

Les  deux  autres  renfermant  les  trois  coefficiens  p,q  ,r,  on 
peut  assigner  des  valeurs  arbitraires  à l’un  quelconque  de  ces 
coefficiens.  . . 

On  peut  aussi  exprimer  deux  des  coefficiens  p,  q , r,  en  fonc- 
tion du  troisième;  on  trouve  de  cette  manière  que 

<7  = 5/7—  19 > r = 6(p  — 5).m 
De  sorte  que  le  système 

x3 — igr — 3o=o, 

X 5 + px * + (5/7  — 1 9)  X -f  6 {p  — 5 ) = o , 

admet  les  valeurs  x= — 2,  x= — 3,  quel  que  soit  p. 

Et  en  effet , si  l’on  divise  les  premiers  membres  de  cés  équa- 
tions par  le  produit  X*  5x  +6  des  facteurs  correspoudana 
aux  racines  communes  x — — 2,  x = — 3 , on  obtiendra  des 
quotiens  exacts  x-— 5,  x -j~ p — 5;  le  système  précédent  re- 
vient donc  à 

(x+2)  (x+3)  (x— 5)  = o , (x+2)  (x +3)  (x+/>— 5)  = o. 

Remarque.  Lorsqu’on  donne  à l’ indéterminée £7  Ja  valeur  +4» 


* a. 
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ou  retrouve  le  système 

X3 — igr — 3o  = o,  x8-f-4*a-l-x  ~ 6 = °, 

auquel  on  était  parvenu  ( page  5o']). 

Ou  est  conduit  aux  mêmes  résultats,  en  exprimant  que  cha- 
cun des  polynômes  x3  + Qx-f-  R,  x3  -h  </x-J-  r,  est  di- 

visi.tîl'epâr.  le  produit  x*  + 5x+6  des  facteurs  correspondans 
aux  r^çéues' C.0RUW11  nés  — 2 et  — 3;  car  en  elTectuant  ces  deux 
jp^Wc.nt  aux  restes 

(Q  ^-*'93  x + W 4*  3o)  > (<7  — 5/)  + 19)  x + r — 6 (p  — 5) , 

et  ces'ï'eîSlei  dev^iïf  être’mils  quel  que  soit  x,  il  faut  que 

Q-|- 19=0;  R -|-3o-=o,  q — 5/> -J-  19  = 0,  r — 6 (j> — 5)  =0, 

d’où 

Q = — 19,  R = — 3o,  qz=5p—  ig,r=  6(p~ 5). 

2e  Exemple.  Soient  les  deux  équations  à deux  inconnues  ^ 

X‘+ax—y'—i.y+b—o , x^Ccy-f-aOx-f (y’-f-2y4-r)=  o ; 

JT  . 

ou  peut  se  donner  deux  solution^  communes  arbitraires. 
Supposons  que  ces  solutions  StHfent 

x=—  1,  y = — ‘x- 

Ces  valeurs  de  x et  y devant|>atisfaire  aux  équations  propo- 
sées, on  obtiendra  quatre  équations  entre  a,  b,  c,  d,  e,  qui 
donneront  a = o,  b =x — 1,  c = d=  1 +e;  de  sorte  que 
les  équations  demandées  sont 

**— (y‘+2y+0=<> , (e+ 1 )(y+  • )x-h(ya+2^+e)=o. 

Chacune  des  solutions  données  satisfaisant  à ces  équations  quel 
que  soit  e,  on  peut  déterminer  e de  manière  qu’une  des  so- 
lutions de  la  1".  équation  convienne  à la  2e  équation. 

Par  exemple,  soit  y xz  1 ; la  ir*  équation  donne  x=±  25  si 
l’on  exprime  que  y = 1 et  x = — 2 satisfont  à la  2*  équation  . 
on  trouvera  e = 1 . 

Il  en  résulte  quelle  système 

, x1— x’-f-2(y  -f  1 )x+(ya-I-2y+  Ü=° > 
l?vT:V*  /’:  * 
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admet  les  trois  solutions  . 

x~  — i,  y— o ||  x=  i , y=—  a ||  y = i,  x=  — a. 

3*  Exemple.  Soient  les  deux  équations  générales  à deux  in- 
connues, 

x-+(ay+b  )x—'  +(cy ■ -H/j-  +*  )*"_*  +•  • • - Kp/ ~ +•  • • •+■ <r  +0=0, 
**  4-(a‘y-f-i')x"-'  +.  +. . .-ys'y- t-t')=o, 

fu/ie  afu  »»H"*  degré j Vautre  du  niim*  degré. 

Si  l’on  désigne  respectivement  par  M et  N le  nombre  des 
coefficiens  arbitraires  de  chaque  équation,  on  aura 

M = - m (m  + 3) , N = -ra(«-f3),  (page  52o). 

Lorsque  n est  moindre  que  m,  on  peut  se  donner  au  plus 
N solutions  communes,  car  ces  N solutions  déterminent  les 
N coefficiens  de  la  seconde  équation.  La  première  équation 
contient  encore  M — N coefficiens  arbitraires  que  l’on  peut 
clicncher  à déterminer  de  manière  que  M — K autres  solutions 
de  là  seconde  équation  conviennent  à la  première;  les  équations 
qui  en  résultent  admettent  M solutions  communes. 

Quand  n = m,  on  ne  peut  se  donner  au  plus  que  N — I so- 
lutions communes,  et  il  reste  un  coefficient  arbitraire  dans 
chacune  des  équations  proposées.  Si  l’on  prenait  N solutions 
communes,  les  coefficiens  de  la  première  équation  seraient  dé- 
terminés par  les  mêmes  équations  que  ceux  de  la  seconde  ; de 
sorte  que  les  deux  équations  se  réduiraient  à une  seule. 

irc  Remarque.  Les  propriétés  précédentes  supposent  que  les 
équations  du  premier  degré  qui  fournissent  les  valeurs  des  coef- 
ficiens arbitraires  sont  possibles  et  déterminées.  Quand  on  est 
conduit  à des  équations  indéterminées  ou  contradictoires  , la 
question  proposée  est  indéterminée  ou  impossible. 

2.°  Remarque.  On  démontrera  dans  le  n°  334  que  le  nombre 
des  solutions  communes  à deux  équations  du  mUm‘  et  du  nUm‘ 
degré  entre  x et  y,  est  tout  au  plus  égal  à raXn.  On  ne  doit  donc 
jamais  chercher  à déterminer  les  coefficiens  arbitraires  de  ma- 
nière que  les  deux  équations  proposées  admettent  plus  de  m'y.  n 
solutions  communes. 
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Par  conséquent,  lorsque  m>  n,  on  peut  se  donner  au  plus 

- n(n  4-  3)  solutions  communes,  pourvu  que 

- d’où  n>2m — 3,  (n°68,  page  142). 

Quand  m=n , on  peut  toujours  se  donner  + 3)  — v 

solutions  communes,  car  la  condition 

-i»(»-f-3) — 1 conduit  à 

n*  — 3/»-|-2<o,  oui  (n — i)  (« — aj<o, 
ce  qui  a nécessairement  lieu  puisqu’on  suppose  que  n est  un 
nombre  entier  positif. 

Si  l’on  voulait  introduire  un  plus  grand  nombre  de  solutions 
communes,  les  équations  entre  les  coefticiens  arbitraires  se- 
raient contradictoires  ou  indéterminées;  dans  le  premier  cas,, 
la  question  serait  impossible*,  dans  te  second  cas,  les  équations 
entre  x et  y admettraient  une  inimité  de  solutions  communes, 
ce  qui  tiendrait  à ce  que  les  valeurs  des  coefiiciens  introdui- 
raient uu  facteur  commun  entre  les  premiers  membres  de  ces 
équations. 

317.  Nous  avons  prouvé  (n°  220)  que  si  la  valeur  i=«  ré- 
duit un  polj  nome  entier  à zéro , ce  polynôme  est  exactement 
divisible  par  x — a.  Nous  allons  généraliser  ce  principe  en  dé- 
montrant que  si  l'hypothèse  x = et  réduit  à %éro  une  fonction 
algébrique  f (x)  j rationnelle  ou  irrationnelle,  cette  fonction 
peut  toujours  se  ramener  à la  forme  (x  — «)“  X F (x),  l’ ex- 
posant m désignant  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire  , 
et  F (ce)  n'étant  jamais  nul  ni  infini. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  on  met  le  facteur  (x — «)" 
en  évidence , en  remplaçant  le  binomé  x — <t  par  un  monome  h ; 
ce  qui  revient  à faire  x=m  -f"  h dans  y (x)  ; le  résultat  fije+h) 
devant  devenir  nul  quand  on  y fait  A=o,  il  faut  que  le  déve- 
loppement Aef{a  -1-  h)  suivant  les  puissances  croissantes  de  A, 
ne  contienne  que  des  ct  posa  11s  positifs  de  A;  car  s’il  renfermait 
des  puissances  négatives  de  h , ou  des  termes  indépendans  de  h, 

M- 
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en  y faisant  h — o,  il  y aurait  des  termes  qui  deviendraient 
infinis,  ou  qui  ne  se  réduiraient  pas  à zéro;  le  développe- 
ment def  (<*  -fi  h)  est  donc  de  la  forme 
f (a  -J-  A)  = ph"  -fi  rhm+t  -fi  etc.  = hm  (p  -fi  rh * -f-  etc.). 

Si  l’on  remplace  h par  sa  valeur  x — a,  on  trouvera 

/(x)  = (x  — «)m  X {p  + r (x  — <*/-fi  etc. }. 

Donc,  F (x)  =p  -fi  r(x — «)* etc. , et  F («)=/>. 

Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Esemfle.  Soit  /(x)  = V/r  — * -fi  (x*-fi*r — 2**). 

L’hy  pothèse  x=<t  réduisant  f (x)  à zéro,  on  fait  x = <t  -fi  h 
dans  f (x),  et  l’on  trouve 

f (<*  4-  h)  = A*  ( i -fi  3«A*  -fi-  A*  ). 

Remplaçant  h par  sa  valeur  x — a , on  voit  que 

f(x)  = (x  — «)ï  {i -fi3«(x  — «)5-f-(x— a)1  . 


3i8.  24*  Problème.  La  fraction^— j se  réduit  à ^ lorsqu1  on 

y fait  ic=<t;  il  s'agit  de  déterminer  la  valeur  que  prend  cette 
fraction , lorsqu1 après  avoir  supprimé  le  facteur  (x  — «)*  qui 
entre  dans  ses  deux  termes  j on  fait  X—  » dans  la  nouvelle 
fraction  qui  en  résulte. 

Désignons  par  z la  fraction  donnée.  D’après  le  principe 
précédent,  on  a y(x)  = P(x  — d)m , <p (x)  = Q (x — «)*  , 
m et  n sont  des  nombres  positifs , entiers  ou  fractionnaires;  et 
pour  x = «« , les  fondions  P,  Q,  prennent  des  valeurs  parti- 
culières, p,  q,  qui  ne  sout  jamais  nulles  ni  infinies. 

Or,  on  peut  avoir , m=s=n,  ou  m>n,  ou  m<^n, 
et  en  supprimant  les  facteurs  communs  à j(x)  et  Q (x),  les  va- 
leurs correspondantes  de  z sont 

P P P 

Q ’ Q(-r  — -)'n  *>  Q(x  _ „)*-"*■ 

En  supposant  x = a , la  valeur  de  z se  réduit  à une  quantité 

finie  - , ou  à zéro , ou  à l’infini. 

9 -, 
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Pour  obtenir  cette  valeur  déterminée  de  z , on  met  les  facteurs 
(x — fO",  (x — *)m,  en  évidence  en  faisant  x = «-f-A  dans 
f (x)  et  <p  (x)  ; on  développe  f («  -4-  A)  et  Ç>(*  + A)  suivant  les 
puissances  positives  et  croissantes  de  A,  ce  qui  conduit  à 
/~(«  -)-  A) pA“  -j-  rhm  + t-\-  etc. 

^ Z”_  — qhm  + shn  + > + etc.' 

On  divise  les  deux  termes  de  cette  dernière  fraction  p«rla 
plus  haute  puissance  possible  de  A , et  on  fait  ensuite  A = o. 
Je  résultat  est  la  valeur  de  z correspondante  à x = «. 

Ier  Exemple.  Soit 

x*  + «x  — a«’ 


L’hypothèse  x = a réduisant  z à -,  on  fait  x=a-|-A  dans 
la  fraction  proposée , et  l’ôn  trouve 

3 »»A  -f-  A*  3m  -4“  A 
z 2«A  -f-  AV  tm+K 

En  supposant  A=  o,  on  voit  que  la  valeur  de  z correspondante 
3 

a x=«,  est  — . 

2 f 

2*  Exemple.  Soient  les  fractions 

_ s 

t/x  — l/ 2 x*  — 4 V x — 2 


3 _ 3 _ 1 

y'  x — i/2 


x — 2 5 1/  X — t/  : 


L’hypothèse  x = 2 les  réduisant  à - , on  fait  x=  2 + A dans 
les  deux  termes  de  chaque  fraction;  elles  deviennent 


l/ 2 -f-  A — v/2  4A  4- A* 


1/A 


t/Â  l/ 2 + A — V/s 


t/2  A — v/2 
On  extrait  la  racine  quarrée  et  la  racine  cubique  de2-|-A, 
on  supprime  les  facteurs  communs  aux  deux  ternies  de  chaque 
fraction;  et  en  supposant  ensuite  A = 0 , on  trouve  que  pour 
x = 2 , les  valeurs  des  fractions  proposées  sont  respective- 

3 6/— 

ment,  - t/2  , *éro  et  l’infini. 

’ 2 
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ir*  Remarque.  Lorsque  la  valeur  de  x qui  réduit  ) à ” 

<p(x)  o 

est  x=o,  la  méthode  précédente  revient  à développer  f(x)  et 
<p  (x) , suivant  les  puissances  positives  et  croissantes  de  x;  les 
deux  termes  de  la  fraction  qui  exprime  z deviennent  divisibles 
par  une  même  puissance  de  x,  et  cette  division  effectuée  donne 

une  fraction  que  l’hypothèse  x=o  ne  réduit  plus  à 

V >+i 


Exemple  Soit  z = ■ 


— V*+i 


On  extrait  successivement  la  racine  quarrée  et  la  racine  cu- 
bique de  1 x,  et  l’on  trouve 


_ix+J..r*_etc.  -i  + j*-etc. 


1 , 1 , 4 1 . 1 

— rl+-x'  — etc.  — - -f-  - X 

3 9 3 9 


etc. 


En  supposant  x s=  o , on  voit  que  la  valeur  correspondante 

. 3 

de  z est  -. 

2 

2e  Remarque.  Quand  les  deux  termes  de  la  fraction , 

qui  est  réduite  à - par  la  valeur  x = a,  sont  des  polynômes 

entiers  par  r apport  à x,  les  propriétés  des  fonctions  dérivées 
conduisent  très  simplement  à la  valeur  que  prend  cette  fraction 
lorsqu’on  y fait  x — <t. 

En  effet , dans  ce  cas , si  l’on  fait  x~a.-\-h  dans  l’expression 

/(*) 


9 (x) 


dez,  on  a 


f(a  + h)  /W  +*/'0)  + ~ htf"  M + etc- 

(p  («)  -f  hf{m)  AV  (<*)  4.  etc. 


, (n°  25i). 


Or , par  hypothèse , f («)  et  <p  («)  sont  identiquement  nuis  j 


V 
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supprimant  ces  termes  et  divisant  par  h , il  vient 


(l)....  * = 


/'(«) +~hr  oo + etc- 


f '(•)  + i 4- etc. 

Supposant  A = o dans  (i),on  voit  que  la  valeur  de  z,  corres- 

Z*/  N 

pondante  à h =o,  est  - -, ■■  ;■ 

' 9 («) 

Quand  f(a)  et  p'(«)  sont  nuis,  les  deux  termes  de  l’expres- 
sion (i)  de  z deviennent  divisibles  par  A,  et  en  faisant  ensuite 

h = o , la  valeur  correspondante  de  s se  réduit  à £ë^y 
Et  ainsi  de  suite. 

En  général , lorsque  V hypothèse  x = <t  réduit  à - une  frac- 
(*1') 

tion  J , dont  les  deux  termes  sont  des  -polynômes  entiers  par 

rapport  à x,  on  obtient  la  valeur  de  cette  fraction  qui  corres- 
pond à X = es  j en  faisant  successivement  x~  » dans  Us  expres- 

• /(*)  f(*)  fW  , . 

fions  ,,  . , , -57—7  j etc.  j jusqu  a ce  au  on  parvienne 

* U)  9 (*)  «>(•*) 

à une  fraction  qui  ne  se  réduise  plus  à j ; cette  dernière  ex- 
prime la  fraction  demandée. 

_ x3  — 3«*x  -J-  2 td  /(x) 

* or1  — «x*  — «'“x  a3  p (,r)  * 

Ou  a /'M_  /W=_&£_  eic 

P (x)  3x* — 2*x  — «*’  p"(x)  6x — 2«’ 

Supposant  x = «,  on  trouve 

/(«)  « Æ)_2  /*(«)_  3 

^ («)  o 1 <p  (a)  o ' f ( u ) 2 * 


Exemple.  Soit 


La  valeur  de  z 


5,  3 

inte  à x=i  est  donc  - . 
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Thcone  des  Jonctions  symétriques.  Applications  de 
cette  théorie  à la  recherche  de  Véquation  aux 
quarres  des  différences,  à l’élimination,  à la  dé- 
termination du  degré  de  V équation  finale , etc. 


**  . ti  ».  ; «éfl 

S I-  Théorie  des  fonctions  symétriques.  : ,u 


3.9.  Une  FONCTION  est  dite  symétrique,  par  rapport  à plu- 
sieurs  quantités , quand  elle  reste  la  meme  lorsqu’ onTchinge  ces 
quantités  les  unes  dans  les  autres  de  toutes  les  manières  possibles 


*'tr 


Ainsi,  a'b3  + b'a3  + a’c3  + c'a 3 + b'c3  4.  c'b3,' 

IVt({ZT°"  Symélriq}le  dCS  lettreS  b>c>  on  la  désigne 

En  general,  TCa^c*  etc.)  représente  la  somme  de  tous  les*'4, 

termes  de  la  forme  a*b‘ c>  etc. , que  Ton  peut  composer  avec  les  ‘ 
lettres  a,  b , c,  etc.  -.••  i 

On  représente  ordinairement  la  somme  T(o«)  par  s . d„ 
sorte  qne  • r " ’ t ”r" 

s,  =a  -f  b 4-  C + etc.,  s.zra’+^  + c'  + etc 

S3  = ü3+è3+C*+etC.,...,S„  = ûn  + An+(4etc;’ 


- .1 

1 

• f 9 


Selon  que  chacun  des  ternies  d’une  fonction  symétrique  con- 
tiendra une  lettre,  ou  deux  lettres, ou  trois  lettres,  etc.,  nous 
dirons  que  cette  fonction  est  simple,  ou  double,  ou  triple,  etc. 
Ainsi  , s, , sa,  «3>  etc.,  sont  dés  fonctions  symétriques  simples  ; 
L(a'/>  ) est  une  fonction  symétrique  double,  etc. 


n Los  théories  contenues  dans  ce  dernier  chapitre  ne  sont  pas  exigées 
pour  I admission  h V École  Polytechnique.  1 

s4 
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3 9.0.  Ier  Problème.  On  propose  d’évaluer  les  sommes  des 
puissances  semblables  et  entières  des  racines  d line  équation  j 
au  moyen  des  coejjiciens  de  cette  équation. 

Soit  (i). . . xm'  + p,xm~'  +ptxm->  +...  + pm-,x+pm=o 
l’équation  proposée , dont  nous  désignerons  le  premier  membre 
par  /(x);  représentons  par  s,,  s„  «3,  etc.,  les  sommes  des  puis- 
sances ir',  2e-,  3e, etc. , des  m racines  a,  b,c,.. k,  de  l’équa- 
tion ( 1 ) , de  sorte  que 

Sl=a-f-6  + c4-.--  + *.  s,  = a,  + ^,+  c*+"-+^>*tc' 
Pour  parvenir  aux  relations  qui  déterminent  les  sommes 
s,,  st,  s 3,  etc.,  en  fonction  des  coefficiens  p, , p*,  • . • , Pm-\  > 
pm,  nous  considérerons  f (x)  sons  les  deux  formes 


(7.)...f(x)=xm+p,xm-‘ +ptxm-*+...+pm-*x>+pm_lx+pm , 
(3).../(x)=(x— a)  (x— b)  (x— c) (x—k), 

alin  d’obtenir  deux  expressions  différentes  de  la  dérivée/'  (x), 
qui  par  leur  comparaison  fourniront  les  relations  demandées. 

On  a vu  (nos  245  et  246)  que  les  dérivées  des  expressions 
(2),  (3),  de/(x),  sont 

™ f’(  r)  — mr"—-+-(7n— 2)/JaXm-34--+P»-. 

. /(£)  , /(*)  ^ j.  iËL 


J x — a x — b x ■ 


x — k 


Pour  que  cette  deuxième  valeur  de  f (x)  devienne  comparable 
à la  première,  il  faut  obtenir  son  développement  suivant  les 
puissances  entières  positives  et  décroissantes  de  x. 

Or,  on  a trouvé  (page  362)  que  le  quotient  de  la  division 
de  f (x)  par  x — a est 


x' 


1 -f  a | xm~* 


rr» 


+ a* 

l”-3+...+  üm-a 

x + am  ' 

+ P,tt 

4-p<“m-3 

+P,am-' 

+ P* 

-h  ptam~t 

-k-piam~"' 

; 

æHs'.; 

-4-  P»  1—30 

+ P ">-* 

-hP"- ■ 


* 
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Et  on  en  déduit  les  quotiehs  de  / (r)  pâr  chacun  des  m — i 
autres  facteurs  x — b,  x — c , , x — A,  en  remplaçant  suc- 
cessivement a,  par  b , par  c, . . .,  par  b.  f. 

Si  l’on  forme  de  celté  manière  la  somme  îles  m quotiens  qui 
composent /'(x),  si  l’on  remplace  ensuite  les  sommes* 

a + b + . . . 4-  t,  <z*  + b'  4- h t%-r. 

am~*  + bm~1  + ...  + h”-* , a"1-*  -f  6"-J  + . . + tm~  Y 

par  s,,  s»,  ■ . sm_»)  «m_i , et  si  l’on  égjdeJes  coefficiens  des 

diverses  puissances  de  x,  dans  cette  seconde  expression  de /'(x), 
aux  coefficiens  des  puissances  semblables  de  x,  dans  la  première 
expression 

mxm-'+(m — i)/»,xm“’4-(m— 2)/>,xm_34-...4-2/>m_4x47/>^_I 

'j  ‘.Jf 

dey'  (x) , on  parviendra  aux  relations  ' yf  - '■  ;-.-y 

l^l+P^0»  *a-fpiS,+2p»=:0,  S3+/)IS«+iPîSI+3^3=0  , . 
n_i4_/,iSm_3-f"/,lSin-44'”'+/,m— 3Si4~("* — O, 
»_l4-/'iSm_.4-P*Sm_j4--‘4-/>m_»S,4-('» — °- 

Ces  m — i équations  donneront  les  valeurs  des  m — î sommes 

s, , sx,  s$,...,  sm_t,  sm , , en  fonction  rationnelle  des  m—  i 

coefficiens  p, , p, , pu  ■ >.,  pm_r;  car  la  iw  équation  détermine 
s,  en  fonction  de  p,;  la  substitution  de  cette  valeur  de  s,  dans 
la  2e  équation , conduit  à la  videur  de  s,  en  fonction  des  deux 
premiers  coefficiens  p,,  p,;  substituant  ces  valeurs  de  s,  et  s, 
dans  la  3e  équation,  on  obtient  «3  en  fonction  des  trois  premiers 
coefficiens  p,,  p»,  ps  ; et  en  continuant  ainsi,  on  trouvera  s„_, 
en  fonction  des  m — 1 coefficiens  p,,  p%, . . .,pm-,- 
On  parvient  de  cette  manière  aux  formules 

(5 )...«,  =— p,,  s,=p,*  — 2pa,  «â=— p,34-3p,p» — 3p3,  etc. 

Pour  s’élever  ensuite  aux  sommes  sm,  sm+I , «m+s,  etc.,  on 
multiplie  tous  les  termes  de  l’équation  (1)  par  x",  ce  qui  donne 

X“+"  4-p,X~V"-‘  +pxXm+*-‘ 4--. -4- Pm-lX*+'  4-pmX»  = 0. 

f 

Cette  dernière  équation  devant  être  satisfaite  lorsqu’on  y 

’ 34.. 


!*.+/> 
S,n — a* 

Sm- 1' 
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remplace  successivement  x par  chacune  des  m racines  a,  b, 
c , . b , de  l’équation  (1),  il  en  résulte  les  m équatious 

+p,ar'+*~‘  + ...  +Pu>-,a*+‘  +pma • = o , 

bm+-+Plbm+~*1  .+p„_lb*+'+pmb*=o, 

k"+'  . .+/>„_,*»■*-  +/)mA*=o. 

Ajoutant  ces  m équations , et  remplaçant  les  sommes 

ain+»_|_  lm +m  £"+»  , a«+»->  -f.  fe-n-H— ‘ &">+«-'  )etc-> 

par  , Sn+»_, , etc. , on  parvient  à l’équation 

Celte  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  n,  on  en  déduit  les 
valeurs  des  sommes  *B  , sm+, , sm+1,  sm+3,  etc. , en  fonction  des 
sommes  s0 , s, , s, , . . sm_, , en  donnant  successivement  à l’in- 
déterminée n les  valeurs  o,  1,2,3,  etc.,  ce  qui  conduit  à 

> 

ilm  -f-PiSm-,  +•  • • Pm  - i»i  4~Pm*o  = °> 

Sm+,  +...+  fm-i«i+fmsi  =°J 

*m+»  +Pi*ra+i  +P>*m  +•  • • +pm— 1«3  + />m»a  — O , etc. 

Or , «0=a0-f*50  4-  c° 4-...+  /i0=  i -f-  i 4-  1 +— + i =m, 

et  l’on  a fait  voir  comment  on  peut  exprimer  les  sommes  s, , 

«s , . . . , sm , , au  moyen  des  coefficiens  dè  l’équation  ( i ) ; on  ob- 

tiendra donc  de  cette  manière  toutes  les  sommes  des  puissances 
entières  positives  des  racines  de  l’équation  (t)  en  ibnetion  ra- 
tionnelle des  coefficiens  p,  ,ptt. . . ,pm,'  de  cette  équation. 
Exemple.  Soit  l’équation 

a:3  4-  px*  + 2*  + r — o ; 

en  la  comparant  à l’équation  générale 

xm-\-plxm~'  +ptxm~‘  -t-piX"-* +ptxm~*  + etc  = o,’ 
on  a . 

m 3 , p,  = p , pt—q,  P3  = r,  p4=  o,  p5=  o,  etc., 
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et  les  formule»  générale*  (4)> (7)>  (pages  53 1 et  53a) , condui- 
sent à 

s,  + p = o,  r.-Hpj,  4-27  = 0,  s»+pst  + qs,  +3r  = 0, 
r*  -f- pss  + qs*'+  «,  = o,  îj  -f- + çsj-f- rr»  = o , 
s g +pssH-  çu  -+-W3  = ® , Î7-hpt6  + <F5  + ri4=o,  etc. 


On  en  déduit 


3r , 


«i  = — p,  i»~ p*— aç,  i3= — pP+Zpq ■ 

i4=p'  — 4pJ9  + 4Pr  + 2<?‘»  . t • . 

J5  = — p5  + 5>>  17  — 5/j‘  i—5pq‘+5qi, 

S6  =p°  — 6/dq  +67)'/  9ps</’  — 1 zpqr  -j-  3 r2  — 2 q3  ; etc. 

« . v.i-  L jj SbSLi 

Quand  p = o , ces  relations  se  réduisent  à 

i,— o,  s,= — a<7,  i*= — 3r,  s^—^q2,  ss=5qr,  s6=Zr‘ — 2q\  etc. 

Remarque.  Ce  qui  précède  donnant  le  rttoyen  d’exprimer  les 
sommes  s,,  s,,  53,...,  sm_, , des  puissances  entières  positives 
des  racines  d’une  équation  /"(.t)  = o , en  fonction  des  coefliciens 
de  cette  équation,  la  formule(6),  (page  532),  j>eut  couduire  aux 
sommes  s_, , s_, , s_3 , etc.,  des  puissance^  entières  négatives  de 
ces  racines,  en  donnant  successivement  à l’indéterminée  il  les  va- 
leurs — 1 , — 2 , — 3,  etc.  Mais  , en  opéraut  ainsi , les  sommes 
s_, , Sji  s_3>  etc. , dépendant,  des  sommes  st,  s»,  s*,  etc. 

On  peut  trouver  directement  les  formules  qui  dé  terminent  les 
sommes  des  puissances  entières  négatives  des  racines  de  l’équa- 
tion f{x)  = o , en  fonction  des  coefficiens  de  celte  équation , en 

faisant  x — ^ , dan*y(x)  = o ; car  les  sompies  des  puissances 

entières  positives  des  racines  de  la  transformée  f(f^  = 0, 

sont  les  puissances  entières  négatives  des  racines  <\e  f(x)  =0. 
Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d’effectuer  ces  calculs  qui  ne 
présentent  d’ailleurs'aucune  difficulté. 

321.  2*  Problème.  On  propose  d’exprimer  les  fonctions  symé- 
triques j doubles  , triples j etc.j  des  racines  d’une  équation  j au 
moyen  des  coefficiens  de  celte  équation. 
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Nous  représenterons  toujours  par  f (x)  le  premier  membre 
de  l’équation  proposée 

et  par  a,  b,  („ . . . k , les  m racines  de  cette  équation. 

Le  problème  sera  résolu , si  .nous  parvenons  à déterminer  les 

fonctions  symétriques  T (a~b  , 1 \aabCc*),  etc.,  au  moyen  des 
sommes  s,,  stJ  S3  , etc..,  des  puissances  des  racines  a,  b,  c...,  k • 
car  les  formules  (4)  et  (7),  (pages  53i  et 532), pouvant  servira 
déterminer  les  valeurs  de  s ,,  s„,  rj,  etc.,  en  fonction  des 
coefficients  ptl  p, , ps,  e te. , de  l'éq nation  (i),  il  ne  restera  plus 

qu’à  substituer  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  T (a  b ) , 
T (a*b^  c*  ) , etc.  Cela  posé  : 

i“.Pour  évaluer  la  fonction  symétrique  double  T(û*i^),  noos 
multiplierons  l’une  par  l’autre  les  deux  expressions 

= a-  + 5*  + e*  + r 
C , , C , c , , ,f 

'Sç  = Cl  -fr  O -7-  C -f"»  • • “T"  K • 

Les  deux  facteurs  étant  symétriques  par  rapport  aux  lettres 
a,  b,  c,. . .,k,  leur  produit  devra  l'être  aussi  ; de  plus,  il  ne 
renfermera  que  deux  espèces  de  termes , savoir  : ceux  tels  que 
aa'*"^qui  proviendront  de  la  multiplication  de  deux  puissances 
d’une  même  lettre  a , et  ceux  tels  que  a*b^  , qui  proviendront 
de  la  multiplication  des  puissances  de  deux  lettres  différentes. 
D’ailleurs , puisque  le  produit  est  symétrique  et  contient  un 
terme  a*  e , il  renfermera  nécessairement  tous  les  autres 
termes  6*  + + . .,  à*+c,  de  la  fonction  symétrique 

que  nous  avons  représentée  par  Par  une  raison  sem- 

blable , ce  produit  contenant  un  terme  renfermera  néces- 
sairement tous  les  autres  termes  baae,  a“ c^,  caa^ , etc.,  de  la 
fonction  symétrique  que  nous  avons  représentée  par  T (o“èf). 
Donc 

i.XSf=sa+c+T(a‘‘àf);  d’où  (2)... T {a*b<‘)z=sfX.st — s4+f. 
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Remarque.  Quand  les  exposa  ns  a,  C,  sont  égaux,  on  ne  peut  plus 
faire  usage  de  la  formule  (2)  -,  parce  que  dans  le  produit  de  sa  par 
sç,  les  termes  a“if,  baac,  a“cC,  c*aC,  etc.,  devenant  égaux  deux 
à deux,  ce  produit  contient  deux  fois  chacun  des  termes  a“ù% 
a*?*,  etc.,  de  la  fonction  symétrique  demandée  T(a*ô‘t). 

On  a donc 

i.X  ia='s«+a+aT(a‘tè#)  ; d’où  (3) . . .T(a“ù*)=Vs»  — j a»  ). 

• . 1 
Ou  parvient  directement  au  même  résultat  en  élevant  au 
quarré  les  deux  membres  de  l’égalité 

sit=a*  + b‘  + c‘t+  ...  + kai 
car  ce  quarré  étant  formé  de  la  somme  s2a  des  quarrés  a2*, 
b’1*,  c1*, ...,  des  termes  de  s^,  plus  ,de  deux  fois  la  somme 
T(aaù“)  des  produits  deux  à deux  de  ces  termes,  on  a 

***= + 2 T (a-ù“)  ; d’où  T (a*i‘)  = • 

On  est  donc  en  état  d’exprimer  les  fonctions  symétriques 
doubles  T(a*ùf),  T(a‘ù«),  au  moyen  des  fonctions  symé- 
triques simples  sa.,  s g,  , s3a. 

2°.  Pour  évaluer  la  fonction  symétrique  trif)le  T ( a“ùCc> ),  on 

multipliera  entre  elles  les  trois  égalités  . *,  , 

sa  = a“  4-  ù“  4-  c“  +•  • •+ 

•c  = dC'+  bc  + cf  + - • •+  te, 

s =zay+i>*  + c>-+..:+w,  ’ ’ • 

y 

le  produit  sera  composé  de  termes  dé  trois  espèces;  car  si  les 
trois  termes  qu’on  multiplie  renferment  la  même  lettre , leur 
produit  contiendra  cette  lettre  affectée  de  l’exposant  a.  -\-S.+y, 
ce  qui  donnera  les  termes  de  la  forme  a * s *1  ny  a que 

deux  des  trois  facteurs  monomes  qui  contiennent  une  même 
lettre , leur  produit  renfermera  cette  lettre  affectée  de  la  somme 
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et  -f-  ff,  ou  • + y,  ou  G -f-y,  des  deux  exposans  de  cette  lettre, 
et  il  renfermera  une  autre  lettre  affectée  du  troisième  des  ex- 
posans  et,  C,  y,  ce  qui  fournira  des  termes  des  trois  formes 

(f+'by , a*+>  bC , aC+>  b « . 

Enfin,  si  les  trois  facteurs  monomes contiennent  trois  lettres 
différentes,  leur  produit  sera  de  la  forme  a*£^c1'. 

D’ailleurs , ‘le  produit  total  des  facteurs  *{»'  «y,  étant 
symétrique  par  rapport  à toutes  les  lettres  a,  b,  c, . . . , k,  ce 
produit  renferme  nécessairement  tons  les  termes  dont  nous  re- 
lions d’indiquer  la  forme;  il  est  donc  égal  à la  sQtniue  des  cinq 
fonctions  symétriques 

T (a“+f+>),  T(aa+fi>),  T(ûa+>if) , T(ac+>6“),  T (a‘6ec>). 
Substituant  pour  les  fonctions  symétriques  doubles 

T (a*+f  i>) , T(a*+>if) , T (af+>A“) , 
leurs  expressions  déduites  -de  la  formule  générale 

(2) . . . T(a*&f)  = s*  X sc  — , (page  534) > . 

et  remplaçant  T(aa+*+>)  par  sg  | Ç| , « on  trouvera,  toutes 
réductions  faites , 

(4)...T(ac,5CC>)=acl«fsv  sCsa+y  sys*+C^  2s*+C+y  ‘ 

On  parvient  au  meme  résultat  en  multipliant  entre  elles  les 
deux  égalités 

s>  = a>  + è>  + c>+...+  D, 

T(a*bc)  =n  a*bc  + 6*ac  + a*cC  + c*ac  + etc.  ; 

car  ce  produit,  qui  doit  être  symétrique,  ne  renfermant  que 
les  termes  de  trois  espèces  qui  composent  les  fonctions  symé- 
triques 

T(a“+>5C),  T (««**•),  T(o«ifc*) , ' 

on  a 

s>  X T (a*bc)  = T(a«+»Aff)  + T (aP+>b*):+  T(a*bCc>)  ; d’où 
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T = syX  T{a*bc)  — T(a'*+>6C)  — ; 

et  si  l’op  remplace  T(a*Z>^),  T(a“*^if),  , par  leurs 

valeurs,  déduites  de  la  formule  (2)  , on  obtiendra  la  formule  (4). 

Remarque.  Cette  seconde  manière  de  parvenir  à la  relation  (4) 
paraîtra  sans  doute  plus  simple  que  la  première  ; cependant  le 
premier  procédé  est  préférable , parce  qu’il  conduit  à des  calculs 
qui  sont  symétriques  non-seulement  par  rapport  aux  lettres  a,  b, 
c,...,  b,  mais  encore  par  rapport  aux  exposans*,  C,  y,  de  ces 
lettres.  Le  produit  sa  s^  sy  reste  le  même  quand  on  change  l’un 
quelconque. des  exposans  «,  C,  y,  en  un  autre,  ce  qui  n’a  pas 
lieu  pour  le  produit  de  sy  par  T (a*èf). 

Quand  deux  des  exposans  a,  »,  y sont  égaux , C et  y par 
exemple,  les  termes  delà  fonction  symétrique  générale.... 
T (cffic*)  deviennent  égaux  deux  à deux  aux  termes  de  la 
fonction  demandée  T (a*  b^ç^)  ; car  alors 

a*bCc>  = a'tccbï,  b*ae:Cy  = b*cea-y,  etc. 

Le  premier  membre  de  la  relation  (4)  devient  donc  le  double 
de  la  fonction  demandée  T (a*é^c^).  Par  conséquent,  on  ob- 
tiendra cette  dernière  en  divisant  par  2 le  second  membre  de 
la  formule  (4),  et  en  y faisant  y — Q\  ce  qui  conduit  à 

(5)  . . . T (a‘£Ccf)  = ^ (saV—  Va C ~ 2V*-K  + 2î«4->c)- 

Lorsque  les  trois  expqpans  myC}  y,-  sont  égaux  entre  eux , le 
premier  membre  de  la  formule  (4)  se  réduit  à 6T(a“ixc“)  j car. 
chaque  produit  de  trois  lettres  donnant  six  permutations  , les 
termes  de  T (a*bCc>)  deviennent  égaux  six  à six.  ■■ 

Par  exemple,  les  exposans*,  C,  y,  étant  égaux,  chacun  des 
six  termes 

a*b:Cy,  a“cfé>,  lfaSc>,  b* fat,  c*aCb>t  c*bCa>y 
se  réduira  a*bacx. 
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On  obtiendra  donc  la  valeur  de  la  fonction  symétrique  de- 
mandée T (a*é“c“) , en  divisant  par  6 le  second  membre  de 
la  formule  (4),  et  en  y faisant  y =zC  — «;  ce  qui  conduit  à 

(6)...  T = 

On  arrive  au  même  résultat  en  faisant  6 = *,  dans  la  rela- 
tion (5).  En  effet,  lorsque  G — a,  les  termes  de  T (a“èfcf) 
deviennent  égaux  trois  à trois,  puisque 

a*bScC  — b*a?c:  = c*uebe,  a*b^d?  — b*aCd?  = , etc., 

on  obtiendra  donc  la  valeur  de  T (t i*é*c *) , en  divisant  par  3 
le  second  membre  de  la  formule  (5),  et  en  y faisant  a—  G\  ce  # 
qui  conduit  à la  formule  (6). 

Connaissant  les  fonctions  symétriques  triples  T (a'lbcc>')i 
T (a‘ifcC),  T(  a“b*ca)  , on  en  déduirait  les  fonctions  symétriques 
quadruples  T (a“è£c>d',') , en  effectuant  le  produit  des  sommes 
s<e>  SC>  s j ou  en  multipliant  st  par  T(a*6^c>'). 

Et  ainsi  de  suite. 

Les  fonctions  symétriques  T (a“6f)  , T (a“é^c>)  , etc._ , étant 
ainsi  déterminées  au  moyen  des  sommes  sa,  sç , stt  t ç.  s^,  etc., 
des  puissances  des  r seines- a,  b,c,. . t,  de  l’équation 

(i)...  xm  +p,xm~'  4-  p.xm_*-l-...-f-pm_1x  + pm  = o, 

pour  exprimer  ces  fonctions  symétriques  au  moyen  des  coefli- 
ciens  p, , pi}  p3 , etc.,  il  ne  reste  plus  qu’à  déduire  des  for- 
mulés (4X,  (7),  (pages  53i , 532)  ,les  valeurs  de  sa,  sc,  etc.,  en 
fbhction  de  p,,  pt,  p3 , etc.,  et  à remplacer  les  sommes  su 
sj , été.,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  p,,  p»,  P3 , etc. 

322.  On  en  déduit  ce  théorème  remarquable  que  toute  fonc- 
tion algébrique  rationnelle  et  sy  métrique  des  racines  d’ une  équa- 
tion j peut  s’exprimer  rationnellement  au  moyen  des  coefficient  de 
cette  iquqiion. 

Exemple..  Sp.it  l'équation  privée  de  second  terme 

X3  -î-|  qx  + r = o.  / 

' •••  ’ 
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Représentous  ses  racines  inconnues  par  a,  b,  c,  et  proposons- 
nous  d’exprimer  la  fonction  symétrique  double  T (a*é3) , au 
moyen  de»  coefficiens  q , r.  On  a * 

(2) . . . T (a*  b1)  ess  a'b3  -f-  è*a3  -f-  a’c3  -f*  c*a&  b*<?  -f-  c'b3. 

La  formule  générale  T (a*è^)=«a8f  — f*+c>  donne 

(3) . . . T = *,s3  — «5  ; 

et  l’on  a vn  (page  533)  que 

s,  — — iq,  «3  = — 3r,  «5  = 5qr. 

Substituant  ces  valeurs  de  s»,  «3 , «5 , dans  l’expression  (3)  de 
T(rt*Z>:i),  on  trouve  T (a*P)  = qr. 

Si  l’équation  donnée  est  x3  — 7X  + 6 — 0,  on  aura 

T (a*à3)  ss=  — 4a* 

On  peut  le  vérifier;  car  les  racines  de  x3  — ?x  +6=0  sont 
a — 1 , b — 2 , c = — 3,  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  (2) , 
on  trouve  , toutes  réductions  faites , T (n*63)  = — 42* 

§ II.  Applications  de  la  Théorie  des  fonctions  symé- 
triques. 

323.  3*  Problème.  On  propose  de  calculer,  au  moyen  des 
fonctions  symétriques,  l'équation  aux  quarrés  des  différences 
des  racines  d'une  équation  donnée  f(x)  — o. 

Les  formules  qui  serviront  à résoudre  ce  problème  devenant 
beaucoup  plus  simples  juand  l’équation  donnée  est  privée  du 
second  terme,  nous  supposerons  que  la  proposée  est  ramenée  a 
la  forme  . . 

(1). . . xm-f  p3x’"-34- . . .+pm_.X*+pln_,Æ+pm5=0< 

L’ équation  aux  quarrés  des  différences  des  racines  de  l’équa- 
tion (1)  est  la  même  que  celle  de  l’équation  f (r)=o;  car  I» 
méthode  qui  sert  à faire  disparaître  le  second  terme  d’une  équa- 
tion ( page  509)  se  réduisant  à augmenter  toutes  les  racines 


_ s 
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d'une  quantité  constante,  les  différences  entre  les  racines  de  la 
transformée  . - 

(*)•  ••  pjx^-h- . .-f  pm—o 

sont  les  mêmes  que  celles  des  racines  de  l’équation  primitive. 
Cela  posé  : si  l’on  désigne  par  a,  b,  c, ... . , k,  les  m racines 

de  l’équation  (i),  les  * m(m — i)  racines  de  l’équation  aux 

2 ■ 7 » . ■"  . ' . 

quarrés  des  différences  seront 

(a— b)1,  (a— c)*,...,  (a — h)' , (b— c)*,  (6— d)\... , (b— k)\etc. 

Posant  - m (m  — i)  — a,  et  représentant  par  z le  quarré  de 

la  différence  entre  deux  quelconques  des  m racines  a,  b,  cr..,t , 
l’équation  cherchée  sera  de  la  forme 


(2) ...  z*  -f  P, z*"1  + P*—»  + . . . + Pm_,z  + P„  = o. 

Il  s’agit  d’exprimer  les  oœfficiens  inconnus  P,,  Pa,'P3,,..,Pm> 
de  l’équation  (2) , en  fonction  des  cœflïciens , pt,  p3,  etc. , 
de  l’équation  (i). 

Or,  en  regardant  Pj,  P,,  P3,  etc.,  comme  des  inconnues, 
les  formules  (4)>  (page  53i) , conduisent  à 

f Pi  = — S, , P»  = ~ (S,*  — S4) , 

[Ps  = - S.S,  — - s3  — | 6,3,  etc.  ; 
et  le  coefficient p,  étant  zéro,  les  mêmes  formules  donnent 

(4).;.  (*,=0>  **  — — 2Pn*a=.—  Sp s»  «4.^52 pf, 

's3~5p»p3t  *s~3 p3*  — a)?.3,  etc. 

Tout  se  réduit  donc  à déterminer  les  sommes  S, , S,,  Ss,  etc., 
en  fonction  des  sommes  s,,  s,,  s3t  etc.;  car  lorsque  ces  fonc- 
tions seront  connues  , en  les  substituant  dans  (3),  les  coefficiens 
P«>  Pa,  Es»  etc.,  deviendront- des  fonctions  déterminées  des 
sommes  «*,  53,  etc.;  et  en'  remplaçant  ces  dernières  par 
leurs  expressions  (4)  ,onobtiendraenfm  les  coefficiens  inconnus 
Pi<P»i  Ps,  etc.,  en  fonction  des  coefficiens  donnés  p^,p3)  p±  : etc. 
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Cherchons  donc  une  formule  qui  détermine  les  sommes  Sr, 
S,,  S,,  etc.,  en  fonction  des  sommes  s, , sm,  *3,  etc. 

Les  a racines  dè  l’équation  (2)  étant 

(«— b)\{a—  c)*,. . . , (a — ky,  (fr— c)%  (' b—df ,. . ,,(è — k)',elc. , 

la  somme  S»  des  nlim“  paissances  de  ces  racines  est 

S„  = (a — b)tm  + (a— c)”*  (a—ky*  + ( b-cy - + etc. 

Or,  si  l’on  désigne  par  <p  (x)  la  somme  des  paissances  an  des 
m facteurs  (x  — aj  , (x  — b),  (x  — c),. . (x — k)  , de  l’équa- 
tion (1)  , on  aura 

<p(x)  = (x — a)*"-}-  (x — ô)'"1-l-(x — cyn  + . . .-1-  (x — hyn  ; 

et  en  donnant  successivement  à x les  m valeurs  a ,b,  c,. . . , k , 
la  somme  des  m valeurs  correspondantes  tp  (a),  ç>  (b) , <p(c) . . , 
<p  (k)  , de  ÿ(x),  sera  évidemment  égale  à 2S„,  car  2/1  étant  un 
nombre  pair,  on  a 

(a — b),n  — ( b — a)5*,  (a — c)!*  = (c — a)s",  etc. 

Pour  obtenir  une  seconde  expression  de 

<P  (a)  +P(^) 

nous  développerons  les  puissances  2 n des  m binômes  x — a, 
x — b,  x — c,...,x — ft;  ce  qui  donnera 

(x — dyn  =xa*— 2,ncixtn~ '-f-  — n^x0"- *— . . 

v .1.2 

(x — byn  = x4n— 2 nbx™-'  4-  ?&»X*— . . . 4-  è4" 

t . 2 

{x—kyn  —x,n—ankxin-‘+  »_ . ...4,/;**. 

« ' ‘ • J ' % . < 

La  somme  de  ces  m développemens  exprimant  p(x),  on  ob- 
tiendra cette  autre  valeur  de  f>(x), 

^(x)  = mx,m — 2/u1x,"~,4  a”^2na  — • •■•+■*»«> 
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car 

a+b+...+l<=s,,a'+b'+...+k'=s%,..,a"+b'*+...+k'*=S„. 

Donnant  successivement  à x les  m valeurs  a,  b,  c, , h, 

on  a 

ç (a)  = ma“  — 2 as, a -+■  — -.«.a**-**- . . 

p(5)  = mb'n  — 2 riSibtn-‘  -J-  . .-f-j,,, 

I . 2r 


$>(/()  = m/t** 


ins,k"~' 


2n(2n  — 

I 2 


• * 


La  somme  de  cos  m développemens  devant  être  égale  à 2S„, 
on  a 

2n(2n — i) 


2S,  = nu„  — 2 n-s,i,»_,  + 


“V«a-i  “ • • • “4"  m-Sm  > 


car 


as»-‘4-à*"-,+...4-*“-,=««_.,  etc. 

Cette  formule  conduirait  aux  valeurs  demandées  des  sommes 
S, , S»  , Sa , etc. , en  fonction  des  sommes  s, , s% , r$ , s4 , ss , sg,  etc. , 
en  donnant  Successivement  à n les  valeurs  1 , 2 , 3 , etc.  Mais  on 
peut  la  simplifier;  en  effet,  les  coefficiens  du  second  membre  étant 
ceux  du  développement  de  la  puissance  2/i  d’un  binôme , les 
coefficiens  des  termes  également  distans  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe.  D’ailleurs,  ce  développement  ayant  2n-|-  I 
termes , le  terme  qui  en  a p ayant  lui  est  de  la  forme  A ; 
le  terme  qui  en  a p après  lui  fest  précédé  de  2« — p termes,  et 
est  par  conséquent  Âstn-rV  Les  termes  également  distans  des 
extrêmes  sont  donc  égaux  et  de  même  signe. 

Il  en  résulte  que  si  l’on  réunit  ces  tefmes  deux  à deux,  la 
valeur  de  aS„  se  réduira  au  double  de  la  somme  des  n premiers 
termes  augmenté  du  (n  ■+- 1 )i,mf  terme  qui  est  celui  du  milieu. 

Or,  le  (p  ■+•  i)iimt  terme  est 

j_  2n(an — i)  (an  — a). . .(an— p+  i) 

* « . 21  . 3 ~ p SpS%*-p  ; 
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et  en  faisant  p — n,  on  trouve  que  le 'terme  du  milieu  est 

X, U — 1)  (sn  — 2) (n  -1-  2)  (n  + 1) 

i . a . 3 (n — 1)  > . n 

Divisant  donc  par  2 la  valeur  de  2S„  , on  aura 

c 1 anfan— 1)  , 1 

^^»it  | r ■ ■ ^a^an— a “ • • • “T"  — iVI. 

1.2*  2 

Selon  que  n sera  pair  ou  impair,  on  prendra  la  valeur  posi- 
tive ou  négative  du  terme  M affecté  de  s„sn. 

Si  l’on  donne  successivement  à n les  valeurs  1 , 2,  3,  etc., 
et  si  l’on  observe  que  s,  — — p,  = o , on  trouvera 

S,  = ms2 , S»  = msi  -f-  3s,5,  S3  = mse  + 1 5s,s4  — 1 os35,  etc . 

En  substituant  ces  valeurs  des  sommes  S,,  S,,  S3,  etc.,  dans 
les  relations  (3)  , (page  54o)  , on  trouve 

P,  = — mst,  P,  = ^ (m5*,* — msA  — 3 s,‘), 
p3  = — 5 ).t,s4  4-  ^3  — ^ m^mV+  yJ3a—  ^ mse ; etc. 

Enfin , si  l’on  rem  place  les  sommes  s, , , s4 , etc. , par  leurs 

valeurs  (4),  (page  54o),on  parviendra  aux  relations  demandées 

ÎP,  = 2 mpt,  P,  = (2m5  — m — 6 )p,5, 

Pj  = Q m3  — 1 o^2p,:t-|-(3o  — m)p3*, etc. 

• • 

Ces  dernières  formules  résolvent  le  problème  proposé. 
Exemple.  Déterminer  l’équation  aux  quarrés  des  différences 
des  racines  de  l’équation 

(1)...  x3+qx  + r = o. 


O11  a m = 3,  a = - m (m — i)=3. 

2 •* 

L’équation  cherchée  est  donc  de  la  forme 

(2)...  z3  -f-  Pi*  -f-  Qs  -4-  R =-=  o. 

. W * 

l’on  compare  les  équations  (1),  (2),  avec  les  équations 


\ 
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générales  (t),  (a),  (page  54®),  on  aura 

P%~q>  P3  = r,  P,  =P,  P,  = Q,  Ps  = R. 


Tous  les  autres  coefliciens  p*,  ps,  etc. , Pt , P5,  etc.,  seront 
nuis,  et  les  formules  (5)  (page  543)  donneront 


fs,  = 0,  s,  + 2(7  = 0,  j34-3r=o, 

U4  + 9-s»=0»  S5  + <7*s  + rs,=o,  se+qsi  +rs3=zo, 


Les  formules  (5)  donneront  P,  Q et  R en  fonction  de  S, , 
S»  , Sa.  Substituant  les  valeurs  (6)  de  S, , S, , S3 , on  obtiendra 
P,  Q , R , en  fonction  des  sommes  st , s3  , £5,  £6  ; et  en  rem- 

plaçant ces  dernières  sommes  par  leurs  valeurs  déduites  des 
relations  (4)  , on  trouvera 


On  a q — — 7 , r=7,et  l'équation  (3)  aux  quarrés  des 
différences  devient 

• • ! 


Ge  qui  s’accorde  avec  le  résultat  qui  a été  obtenu  {page  461). 
Si  l’équation  donnée  est 


P = 67,  <^  = 9 q\  R = 4<73  4-  27r*. 


mules  (4),  (page  53i);  car  en  appliquant  ces  formules  aux  équa- 
tions particulières 


t 


on  trouve 


t ' l ' 1 / w 1 • w * 1 t ■ ^ 

(5). . . S,4-P=o,  S,  +PS,-f-2Q=o,  S3+PS,-j-QS,+3R=o, 


(6) . . . S,=  3ja , S»=  3^+  3 s,* , S3  = 3s6  + 1 — 1 os3*. 


P = 6 q,  Q R = W + 27r“- 

Soit  l’équation  x3  — 7X  -+-  7 = o. 


z3  — 42z>  + 44IZ  — 49  = °- 


on  fera  disparaître  son  second  terme  en  posant  x — y — 1 ; la 


/ 


A 


Digitizéd  by  Google 


CHAPITRE  IX.  545 

transformée  sera 

(8)--.  y3—  ny-¥  7-o- 

L’équation  aux  quarrés  des  différences  des  racines  de  l’équa- 
tion (8)  est 

(9)...  z3  — 42za  + 44iz  — 49=  o- 

Or,  les  différences  des  racines  sont  les  mêmes  dans  chacune 
des  équations  (7),  (8),  car  les  valeurs  de  y sont  respectivement 
égales  à celles  de  x augmentées  de  1 ; l’équation  (9)  est  donc 
aussi  l’équatiou  aux  quarrés  des  différences  des  racines  de  l’é- 
quation (7). 

324-  4*  PhoblÈmf..  Une  équation  f(x)=o  étant  donnée , 
déterminer  V équation  <p  ( y)  = o dont  les  racines  sont  les  di- 
verses valeurs  que  prend  la  fonction  z -\-z'  -f-  pzz  * lorsqu’on 
y met  successivement  pour  z et  z' , deux  racines  différentes  de 
U équation  proposée. 

Soit  y = z + z'  -f-  pzz'. 

Si  les  rn  racines  de  l’équation  du  mUm‘  degré  _f(x)  = o , sont 
a,b,c,d,e,...,h,i,k,  l’inconnue  y aura  les  - m(m — 1) 
valeurs 


2 


la  + b pab  ,■  a~\- c -\-pac , a-{-k-\-pak, 

! b + c.  + pbc,  b + d-\-pbd,  b -4-  k -\-pbk, 

(1)...  (c  + d-t-pcd,  c + e +,  pce , c-\-k+pck, 


[Â-f-i-l-pAt,  i + k + pik. 

J » 

Connaissant  la  forme  des  -^m(m  — 1)  racines  (i)de  l’équa- 
tion ç(y)  =0,  on  obtiendra  cette  équation  en  égalant  à zéro  le 
produit  des  i m(fn — 1)  facteurs 

y — (a+b  + pab),y  — (a  + c+pac),  . . ,y—  (i+k-\-pik), 

correspondans  aux  (m — 1)  valeurs  (1)  de  y. 

Ces  facteurs  renfermant  toutes  les  combinaisons  deux  à deux 

35 
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«les  m racines  a,  A,  c,  . . .,  k,  leur  produit  reste  le  même  lors- 
qu on  y change  les  quantités  a,b,c,...,l,  Ies  unes  dans  le» 
autres;  car  les /acteurs  ne  font  que  se  changer  les  uns  dans 
les  autres.  11  en  résulte  que  si  l’on  effectue  la  multiplication 
de  ces  facteurs,  le  produit  sera  une  fonction  symétrique  des 
racines  de  l’équation  f (x)  =.  o -,  par  conséquent,  les  coef- 
ficeiss  des  diverses  puissances  dey  dans  <f(y)  , seront  des  fonc- 
tions symétriques  de,  racines  a,  b,  c,  que  l’on  pourra 

«primer  au  moyen  des  coefficiens  de  l’équation  donnée/(x)=o. 

Exemple.  Soit  l’équation  (2) . . . x3  -(-  qx  ■+■  r=  o. 

Si,  a,  A,  c,  désignent  ses  racines,  l’équation  <p(v)=odont 
les  racines  sont 

a+b  + pab,  a+c  + pac,  b + c + pbc, 
s’obtiendrait  en  égalant  à zéro  le  produit  des  facteurs 
jr  — (a  + b+pab),  y — (a  + c+pac),  y-(b  + c+pbc). 

Mais,  on  peut  éviter  d’effectuer  les  multiplications,  en  ob- 
servant que  l’équation  <p  (y)  = o étant  de  la  forme 

(3)  • • • y3  + Py*  + Qy  -j-  R — o, 

les  relations  du  n"  225  fournissent  le  moyen  de  former  les  coef- 
iiciens  ...connus  P,  Q , R , en  fonction  des  racines,  a + b+pab 
a + c+pac,  A-fc-fpAc,  de  l’équation  (3). 

On  trouve  de  cette  manière  que 

11  = 2(c  + b -f  c)  -+-p  {ab  ac  + bc) , 

= / (a*  + A’  + c»)  + 3(aA  + ac  + bc) 
l + pT(a'b)  + p‘T(a‘bc)  + 6pabc, 

_R=J T(a*)  +pT(a’b‘)  + 3pT(a’bc) 

1 + W‘T  (ab‘c‘)  + p'a'b'c*  -f  aa  Ac. 

Or,  o,  A , c , étant  les  racines  de  x3  -f-  qx  -f-  r = 0 , on  a 
a+A+c=o,  oA-Hac  + Ac=9,  abc  = — r, 
et  les  formules  des  n«  3ao,  32. , donnent 


mm 

JkZ 
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— s i = a-j-è-f-c=o , j,= aa-f-  b%  -|-ea=— - 2q, 

f3= — 3 r,  f4  =29%  j6  = 3r* — uq3, 

T(as6)=— f3  = 3r,  T(asi*)r=^  (i,*  — i+)  = 9% 

T(«aôc)  = sA  — î i.a  = o , T(aiaca)  = *5  — sts3  = — qr. 

On  peut  parvenir  directement  aux  mêmes  valeurs  des  fonc- 
tions symétriques 

i.,  T (a' b),  T (a*  b'),  T(aa6c),  T(aèV), 

à l’aide  des  artifices  de  calcul  que  nous  allons  indiquer. 

Les  relations  du  n°  225  donnent 

a-\-b-+-c—  o , ab ac  + bc  = q , abc—  — r; 
on  en  déduit 

o— («+  6+c)a  = s»  + 2 {ab  -4-ac-+-  bc ) = s,-}-  zq , s,  — — 2 q, 
T ( a‘bc ) = e*Ac  + èaac  + c*ai  = (a  + i-f-c)  aie  = o 

0==(a  + ^ + c)(a6-f-nc+Ac)  = T(aai)  + 3aèc, 

T(a‘b)  = — 3abç=3r, 

q * = (a£  +ac  + bc)'  = T(aaéa)  + i.T(a'bc)  = T (aa6a) , 
T(oèaea)=(èc  -f-ac  -j-a£)  abc= — qr. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes  des 
coefficiens  P,  Q,  R , on  trouve 

P= — pq,  Q=q—3pr,  R — ip'qr — p3r* — pq'  — r. 

De  sorte  que  l’équation  demandée  est 
(4)  • • -y3— pqy*-h  (q—  3pr)y  + *p,qr— p'r*  — pq%  — r = o. 

Si  l’équation  donnée  étant  x3 — 72: -f-  6 = 0,  on  suppose 
p—  2 , l’équation  (4)  deviendra 

(«)••  • y-4-t4y*  — 43y — 728=0. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat;  car  les  racines  de  l’équa- 
tion x3  — 7X  -f  6=0  étant  + 1 , + 2 , et  — 3 , les  racines 

M » 

a-j-b-f-iab,  a -j-  c-f-  2ac,  b -f-  c -f-  abc , 

35.. 
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de  l’équation  (5)  deviennent  + 7, — 8.  — i3;  et  ces  valeurs  de 
y satisfont  effectivement  à l’équation  (5). 

Remarque.  Pour  obtenir  l’équation  dont  les  racines  sont  les 
sommes j a-f-b,  a + c,  b-\-c , des  racines  a,  b,  c , de  l’équa- 
tion (2) . . . r3  4-  qx  -f-  r = o,  prises  deux  à deux,  il  suffit  de 
faire  p = o dans  l’équation  (4)  (page  547);  on  trouve  que  l’é- 
quation demandée  est 

(6). . -y3+qy  — r = o. 

Si  l’on  change  dans  cette  dernière  _y  en — x , on  retrouvera 
l’équation  (2)...  x3  + qx  -f-  r = o.  Les  racines  de  l’équation 
(6)  sont  donc  égales  à celles  de  l’équation  (2)  prises  avec  des 
signes  contraires. 

Et  en  effet,  la  relation  a-\-b  ■+■  c = o,  donne 

a-{-  b — — c,  a-\-c  — — b , b -f-c  = — a. 

325.  En  général:  Si  l'on  veut  former  V équation  quia  pour  ra- 
cines une  fonction  déterminée  des  racines  et  une  équation  donnée 
f (x)‘=  o j il  suffit  de  faire  dans  cette  fonction  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  racines  a,  b j c , . . de  l'é- 

quation proposée.  Désignant  ces  valeurs  successives  de  la  fonc- 
tion par  ajÇjyj.  on  égale  à zéro  le  produit  des  facteurs 

y — «j  y — G,  y — y,  . ■ .,y — <v;  le  résultat  est  l'équation 
demandée.  Les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  y sont  des 
fonctions  symétriques  des  quantités  f,  y,  . . .,  »,  qui  sont 
elles— mêmes  des  foiwtions  symétriques  des  racines  UjbjCj... 
de  f équation  f(x)  — o ; ces  coefficiens  pourront  donc  tou/ours 
être  exprimés  au  moyen  des  coefficiens  de  l’équation  proposée. 

Les  problèmes  des  n°*  323  et  324,  offrent  des  applications  de 
cette  règle  générale. 

§111.  Les  racines  dune  équation  dont  les  coefficiens  sont 
réels , ne  peuvent  être  que  de  la  forme  a-j-é  \/  — J • 

32.6.  Nous  supposerons  toujours  que  toute  équation  a une  ra- 
cine. Il  en  résultera  qu’une  équation  aura  un  nombre  de  ra- 
cines marqué  par  son  degré  (n®  222). 
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Nous  allons  d’abord  démontrer  que  toute  équation  f(x)  = o 
dont  Us  coejficiens  sont  réels , a une  racine  de  Ui  forme , . . 

ï,  » etZ  désignant  des  quantités  réelUs  qui  peuvent 

être  nulUs. 

Cette  propriété  remarquable  repose  sur  quelques  principes 
que  nous  allons  d’abord  établir. 

l0-  Lorsque  l’on  combine  plusieurs  quantités  de  la  forme 
- + ei/=T  j par  voie  d‘ addition, , de  soustraction t de  multi- 
plication et  de  division > le  résultat  est  toujours  de  la  forme 

* ~f-G  V'  1j  («,  G)  *,  C désignant  des  quantités  réelUs  qui 
peuvent  être  nulUs).  En  effet,  on  a 

(«-f-Çj/ — — i)  = (*±a)  + (Cdtèy/^7), 

(« +g y/~t) x ( a+b  V~i)  = ( a * - K)  -j-  (oC+ b*)  V~x. 

Le  produit  de  a -f- G — 1 par  a-f-b[/ — 1 étant  de  la 
forme  en  résulte  que  le  quotient  de  V — 1 

par  — 1 est  de  la  forme'  a -j-  b V/ — 1. 

Et  en  effet,  on  ramène  le  quotient  de  « -f-  G\/ — 1 par 
a + b\/—i  à la  forme  * +G'\/— 1,  en  multipliant  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  a — by'—i,  car  on  trouve 


* ~h  G\/ —1 aa  -f-  bG  i f aG—  be\  m y — — 

a + b[/=~i  ~ ~^+br  + \a*+  ÔV  *’ 

On  déduit  de  ce  qui  précède,  que  « désignant  un  nombre 
entier  positif,  le  développement  de  («+£  l/ — 1)"  est  de  la 
forme  <*'•+■  G'[/  — 1 . 

Remarque.  La  formule  du  binôme  de  Newton  (page  243) , 
couduit  à la  même  propriété  ; car , d’après  cette  formule,  le  dé- 
veloppement de  («  -f-  G \/ — i)"  se  compose  d’une  partie  réelle 


m*-n±=i 2 + n(n-x)(n-z)(n-V  -n_^  _ 

2 I . 2 . 3 . 4 

qui  provient  des  puissances  paires  de  G y/ — 1 , et  d’une  partie 
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imaginaire 


n(n — i)(/i — 2) 

1 . a . 3 


C*  -b  a(n~ ")  ^"~a)  (n~V  Ç‘  etc 

"ri  . a . 3 ! 4 • 5 


qui  provient  des  puissances  impaires  de  £ 4/ — 1 (u°  85). 

De  sorte  que  (a  -f-  C[/ — 1)*  est  de  la  forme  A -f-  B C\/  — 1 -t 
A et  B désignant  des  quantités  réelles  qui  ne  contiennent  que 
des  puissances  paires  de  C,  et  qui  sont  composées  d’un  nombre 
fini  de  termes,  (n  est  un  nombre  entier  positif). 

Le  développement  de  (»  — — 1)*  pouvant  se  déduire  de 

celui  de  (■»  + — •)*,  en  changeant  le  signe  de  C , ce  qui 

ne  change  aucune  des  deux  quantités  A , B , on  voit  que 
(m  — — A — BC  l/^7. 

2“.  La  racine  quarrèe  de  * ±.  C\/ — 1 est  de  la  forme 
a±by/ — 1 . 

Pour  démontrer  cette  propriété , nous  poserons 

(lV  - Ci /=?=  A, 

+ Cl/^T=B; 


d’où  A*  = 2(«  + 4/«*  + c*),  B*  = 2(«  — yV-f  C1). 

La  racine  quarrée  de  «*  -f-  £*  étant  toujours  plus  grande  que 
* , on  voit  que  A*  est  positif  et  que  B9  est  négatif. 

Soit  donc  A*=4u‘,  B*=  — 4^“ 5 o et  6 seront  réels,  et  on 
aura  A = 2 a,  B = ib\/ — 1. 

D’ailleurs,  les  relations  (1)  donnent 

A + B = î V/«  4-  Cy'^ï,  A-  B = 2 V-—  d’où 

\/-  + = i (A4-  V)=a  + b\/~i 

\J*  — ey/~ 1 = { (A—  B)  —a— b y/^ï. 


Nous  pouvons  donner  maintenant  la  démonstration  du  prin- 
cipe énoncé  au  commencement  de  cet  article. 

Ce  principe  est  évident  lorsque  l’équation  est  de  degré  im- 
pair; car  elle  a nécessairement  une  racine  réelle  * (n°  203), 
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qui  est  comprise  dans  la  forme  générale  * + £ V — * , en  faisant 

S — o. 

Il  ne  reste  donc  qu’à  considérer  une  équation  de  degré  pair 
(t) xa"4-Px>m-1+...4-Rr*4-Sx  + T = o. 

Pour  démontrer  que  cette  équation  a une  racine  — i, 

nous  concevrons  qu’on  forme  l’équation  (3). . . p (<y)  = o dont 
les  racines  sont  les  diverses  valeurs  que  prend  la  fonction 
z -\-z  f-pzz'  lorsqu’on  y met  successivement  au  lieu  de  z et  de 
%'  les  diverses  racines  a,  b,  c,  d,  e,.  h , i,  t,  de  l’équa- 

tion (1)  ; de  sorte  que  les  racines  de  l’équation  (3)  sont 

1 a+b  + pab,  a + c pac, . . . , u-{-t-{-pak, 
j b +c  + pbcy  b + d-{-pbd, b ■+•  A -f -pbk, 
(3). . . j c -f-  d pcd,  c -f  e -{-pce  c + t + pet, 

( h i -f-  phi , i k -f-  pih . 

On  a vu  (n°  324)  que  p désignant  une  quantité  arbitraire, 
l’équation  (2)  est  du  degré  n — m (201  — 1 ). 

Cela  posé  : 

i°.  Lorsque  t’exposant  im  n est  divisible  qu’une  seule  fois 
par  2,  le  nombre  n est  impair,  car  m et  2 m — 1 sont  impairs. 
L’équation  (2)  étant  de  degré  impair,  chaque  valeur  réelle 
arbitraire  de  p fournit  une  équation  qui  admet  au  moins  une 
valeur  réelle  de  y (n°  a63). 

Les  valeurs  réelles  de  y , correspondantes  aux  valeurs  réelles 
arbitraires  de  p,  peuvent  contenir  successivement  les  sm  ra- 
cines a,  b,  c,...,k,  de  l’équation  (i);  mais  la  fonction 
z 4-  z + pzx' , n’ayant  que  les  n valeurs  (3)  , il  en  résulte 
qu’après  avoir  donné  n -f-  1 valeurs  à p,  on  aura  formé  n -f- 1 
équations  en  y , qui  admettront  chacune  une  racine  réelle  ; 
de  sorte  qu’on  aura  trouvé  au  moins  deux  valeurs  réelles  de 
y qui  seront  composées  des  mêmes  valeurs  «,  A,  de  z,  z , 
et  de  valeurs  différentes  de  p. 

Par  exemple,  lorsque  2/»  = 4>  l’équation  (1)  a quatre  ra- 
cines a , b , c , d -,  on  a n — 6,  et  les  six  racines  de  l’équa- 
tion (2) . . . <p  (y)  = o sont 
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...  fa  + b+pab,  a+c+pac,  a + d + pad, 
'*'”'1  b-\-c-j-pbc,  b-\-d-\-pbd,  c + d-\-pcd. 

Pour  chaque  valeur  réelle  de  p , l’équation  (2)  ayant  une 
racine  réelle,  l’une  des  six  valeurs  (4)  de  y est  réelle. 

Supposons  que  les  six  valeurs  réelles  de  y,  correspondantes 
aux  valeurs  réelles  p, , p» , p3 , , p$ , pe  , de  p , soient 

a-t-b  + p,ab,  a + c ~h p%uc , a + d-\- psad, 
b + c -+-  P\bc , b + d+psbd,  c+d-j-pecd. 

Si  l’on  donne  à p une  septième  valeur  réelle  p7 , il  faudra 
que  la  valeur  réelle  correspondante  de  y renferme  une  des  six 
combinaisons  (4)  des  racines  a,  b,  c,d,  telle  que  a+b-\-pTab-, 
de  sorte  que  a + b -f-  p,-ab  et  a -f-  b -f-  p.ab , seront  réels. 

Soient  donc  «'  et  «‘.deux  valeurs  réelles  de  y,  composées  des 
mêmes  racines  a,  b,  et  de  valeurs  réelles  p',p ",  de  p}  on  aura 

«'  = a-\-b-\-p' ab-  et  «"=a  -f-b+p’ab. 


Si  l’on  regarde  a 4-  b et  ab  comme  deux  inconnues,  ces  équa- 
tions donneront 

tu  iê  • . 

et 


a-\-b 


P*"—  P“» 


P'~  P'  ' ^ P—P"' 

Les  quantités  et",  p' , p“,  étant  réelles,  ces  expressions  de 
a -f-  b et  de  ab  sont  réelles.  Mais , a et  b étant  deux  racines  dif- 
férentes de  l’équation  (1) , le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  divisible  exactement  par  le  produit  x * — (a+b)x-\-ab 
des  facteurs  x — a,  x — b, correspondans  à ces  racines  (n°  229) ; 
d’ailleurs  les  coefficiens  a-\-b,  ab,  étant  réels,  l’équation 
ac*  — (a  -f-  b)x  ■+■  ab  = o , fournit  deux  racines  de  l’équation 
(»)  qui  sont  nécessairement  delà  forme  <t+C  \/ — 1. 

Par  conséquent  : Toute  équation  dont  te  degré  est  divisible 


une  seule  fois  par  2,  admet  une  racine  de  la  forme  « +£  l/  — 1 • 
20.  Lorsque  ['exposant  2m  est  divisible  deux  fois  par  2,  c’est- 
à-dire  par  4»  le  nombre  n =m(2m — 1)  n’est  divisible  qu’une 
seule  fois  par2;  car  2 m — 1 étant  toujours  impair,  n et  m sont 
divisibles  le  même  nombre  de  fois  par  2.  Le  degré  n de  l’équa- 
tion (2) . . . <p(y)  = o étant  divisible  une  seule  fois'  par  2 , ijj 
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résulte  de  (i°)  que  pour  chaque  valeur  réelle  de  p , l’équation 
(2)  donne  une  valeur  de  y de  la  forme  * + £ \/—i.  Ces  valeurs 

de  y , de  la  forme  «+£  \/ — 1 , peuvent  contenir  successive- 
ment les  2m  valeurs  a , b , c . . , k , des  racines  z , z,  de  l’équa- 
tion (1);  mais  la  fonction  z + z + pzz  n’ ayant  que  n valeurs 
différentes , on  verra  comme  (i°)  qu’après  avoir  donné  n 4-  1 
valeurs  à p , on  aura  formé  n + 1 équations  en  y qui  admet- 
tront chacune  une  racine  de  la  forme  *+£  V' — 1 5 sor^e 
qu’on  aura  trouvé  au  moins  deux  valeurs  *'  + £'  V — 1 > 
_f_  Ç"  {/ — 1 , de  y , qui  seront  composées  des  mêmes  valeurs 
a,  b,  de  z , et  de  valeurs  réelles  différentes  p > p‘ , de  p.  On  aura 
donc 

«'  4.  C \/~i  = fl  + i + p'ab , «*+  C \/~i  = a 4-  b + p"ab. 

Si  l’on  regarde  a 4-  b et  ab  comme  deux  inconnues , ces  équa- 
tions donneront 


Les  expressions  de  a+6  et  de  aèétant  de  la  forme  *+£  V — • > 
on  déduit  des  principes  du  n°  320  (i°  et  2“)  , que  les  racines  a, 
b,  de  l’équation  (i)  , fournies  par  l’équation 

(5). . . x * — (0  + 6)2:  + ab  = o, 

sont  aussi  de  la  forme  « + C \/ — 1 • 

En  effet,  l’équation  (5)  donne 

x = i (o  + b)  ±.  y/|  (a  + by  — ab , 

et  les  quantités  a + 6,  ab , étant  de  la  forme  — 1 ,•  ces 

deux  valeurs  de  x sont  de  la  forme  q+r^/ — 1 ± V^+f  V — 1 > 
et  comme  la  racine  quarréede«  + £ \/ — 1 est  de  la  même 
forme,  on  voit  que  les  racines  a,  b , de  l’équation  (1),  sont  delà 
forme  * + £ \/ — 1 ■ 
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Par  conséquent,  lorsque  le  degré di une  équation  n’estdivi-» 
siblé  que  deux  fois  par  2,  cette  équation  a une  racine  de  la  forme 

a G ÿ —1  • 

3°.  Si  le  degré  am  de  l’équation  (i)  est  divisible  trois  fois 
par  a , c’est-à-dire  par  a’,  le  degré  n de  l’équation  Q (_y)  = o ne 
sera  divisible  que  deux  fois  par  a ; et  d’après  (a°) , pour  chaque 
valeur  réelle  arbitraire  de  p,  I équation  (a)  admettra  une  valeur 
de^  de  la  forme  « -f-£  l/— i.  Mais  on  a prouvé  (20)  que  lorsque 
l’équation  (2)  a une  racine  de  la  forme  * + G [/—  1,  Réquation 
(1)  jouit  de  la  même  propriété  j l’équation  (1)  a donc  une  ra- 
cine de  la  forme  m-f-Gy'  — 1. 

Continuant  ainsi  à passer  du  cas  où  l’exposant  2 m de  l’équa- 
tion (1)  est  divisible  un  certain  nombre  de  foi»  par  2,  au  cas  où 
cet  exposant  est  divisible  une  fois  de  plus  par  2,  on  voit  que  toute 
équation  de  degré  pair  a une  racine  de  la  forme  * -f 
Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé  (page  54g). 

327.  Quand  » -J-  G y/ — 1 est  racine  d’une  équation , 
* — £ l/ — i est  racine  de  la  même  équation. 

En  effet , soit  une  équation 

(1) . . . x”  -hpx”-1  •+•  qx -f- . . . + rx’  -f  sx  + t = o. 

II  résulte  de  la  remarque  de  la  page  54g  , que  si  l’on  fait  suc- 
cessivement •r  = «e-4-£v/^Iï,  x = * — dans  le  pre- 

mier membre  de  l’équation  (i),  les  deux  résultats  de  ces  subs- 
titutions seront  de  la  forme  A + BG[/— ï,  A — BG[/^J. 

Or  j •+£ }/ — 1 étant  racine  de  l’équation  (ï),  A-J-BC^/ — 1 
doit  être  nul  ; ce  qui  exige  que  A et  B soient  séparément  nuis  ; 

A—^BG\/ — 1 est  donc  également  nul  ; » — Gy1 — 1 est  donc 
racine  de  l’équation  (1). 

3a8.  Toute  équation  de  dègré  pair  admet  un  facteur  réel  (*) 


(*)  On  itil  qu  un  facteur  .x'-f-px+r/  est  réel,  quand  p et  q sont  rcel». 
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du  second  degré.  En  effet,  si  cette  équation  a une  racine  réelle 
a , en  divisant  son  premier  membre  parx — à ,on  obtiendra  une 
équation  de  degré  impair  qui  déterminera  une  seconde  racine 
réelle  b de  f{x)  =o;  et  f(x)  admettra  le  facteur  réel  du  se- 
cond degré  x*  — (a  + b)  x -+■  ab. 

Si  l’équation  f(x)  — o n’a  pas  de  racine  réelle,  elle  aura 
une  racine  imaginaire  de  la  forme  « -f -C\/ — i (n°  3a6,);  et 
par  suite  m — Cy' — i sera  une  autre  racine  de  /(x)  = o 
(n°  327);  /(x)  sera  donc  exactement  divisible  par  le  produit 
xa — 2«r-f-*’-f-C‘  des  facteurs  x — * — C V/  — ! , « —1 , 

correspondans  aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

ÿ 

« -f-  C %/ — 1 , <t  — C\/~\. 

Le  principe  est  donc  démontré. 

329.  Toute  équation  d’un  degré  pair  2/re  est  décomposable  en 
m facteurs  réels  du  second  degré. 

En  effet , d’après  le  principe  précédent , l’équation 

(1)...  x*m  -f- pxim~'  qxÀ,n~%  «x  -f-  o 

ayant  un  facteur  réel  du  second  degré,  la  division  du  premier 
membre  par  ce  facteur,  donnera  une  équation  du  degré  pair 
2 m — 2 , qui , par  une  raison  semblable,  admettra  un  diviseur 
réel  du  second  degré;  et  en  continuant  oes  divisions  jusqu’à 
ce  que  le  dernier  quotient  soit  du  second  degré , on  aura  dé- 
composé le  premier  membre  de  l’équation  (1)  en  m facteurs  réels 
du  second  degré. 

330.  Dans  toute  équation  de  degré  impair 

x**4"1  •+•  px"  -j-  etc.  = o , 

le  premier  membre  est  le  produit  d’un  facteur  réel  du  premier 
degré  j parn  facteurs  réels  du  second  degré;  car  cette  équation 
ayant  toujours  une  racine  réelle  a , la  division  du  premier 
membre  par  x — a fournit  un  quotient  du  degré  pair  2 n qui 
est  décotoposable  en  n facteurs  réels  du  second  degré,  (0°  329). 
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Remarque.  Il  résulte  des  propriétés  des  n°*  32g  et  33o,  que 
les  racines  cf  une  équation  f(x)  — o ne  peuvent  être  que  de  la 
forme  — i ; car  en  égalant  à zéro  les  différens  facteurs 

réels  du  premier  ou  du  second  degré  de  fÇx) , on  obtiendra 
des  valeurs  de  x de  la  forme  , et  ces  valeurs  de  x 

sont  des  racines  de  y(x)  = o. 

33 1.  Le  polynôme  entier  x,m+/>x*"'-l+—+sx+/  étant  tou- 
jours décomposable  en  m facteurs  réels  du  second  degré  (n°  3ag), 
la  division  de  ce  polynôme  par  x*-|-ax-4-5,  conduira  à un 
reste  de  la  forme  Ax  -f-  B,  et  le  système  A = o , B = o , ad- 
mettra au  moins  m solutions  réelles.  On  a vu  (n°  3i  i)  com- 
ment on  trouve  ces  solutions;  et  chaque  facteur  réel  du  second 
degré,  égalé  à zéro,  déterminera  deux  racines  réelles  ou  imagi- 
naires de  l’équation  (a). . . x’B  -f-  px'm~‘  +. . .-j-  sx  -f-  t—  o. 

Ce  procédé  fournit  le  moyen  de  calculer  les  racines  réelles 
et  imaginaires  de  l’équation  (a).  On  en  a donné  des  exemples 
dans  le  n°  3i  i (pages  4g4  et  49^)- 

La  recherche  des  racines  imaginaires  d’une  équation  se 
trouve  ainsi  ramenée  à déterminer  les  solutions  réelles  du  sys- 
tème de  deux  équations  entre  deux  inconnues. 

332.  Quand  l’ équation  aux  quarrès  des  différences  <p  {y)  =o, 
des  racines  de  f (x)  = o,  n’a  que  des  variations  de  signes , f é- 
q nation  f (x)  = o a toutes  ses  racines  réelles;  car  si  une  va- 
leur imaginaire  de  x réduisait  /"(x)  à zéro,  cette  valeur  serait 
nécessairement  de  la  forme  a -f-  b[/  — i , a et  5 désignant  des 
quantités  réelles  (n°  326);  et  l’on  a vu  (n°  327)  que  la  valeur 
x~a  — b\ / — 1 réduirait  aussi  /"(x)  à zéro.  La  différence 
entre  ces  deux  racines  imaginaires  conjuguées  étant  26  \/ — 1 , 
l’équation  <p  (y)  = o aurait  une  racine  réelle  négative  — 4 
puisque  le  quarré  de  2 b\/ — 1 est  — 4 &’»  l’équation  <p(y)  = o, 
qui  n’a  que  des  variations  de  signes , admettrait  donc  une  ra- 
cine négative-,  ce  qui  est  impossible  (page  368,  2*  Remarque ). 
Une  valeur  imaginaire  de  x ne  peut  donc  pas  satisfaire  à l’équa- 
tion /(x)  = o ; ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 
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§ IV.  De  l’Élimination  par  les  Jonctions  symétriques, 
et  du  degré  de  l’équation  finale. 

333.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  le  moyen 
de  former  directement  V équation  finale  qui  résulte  de  l'éli- 
mination d’une  inconnue  entre  deux  équations  à deux  in- 
connues. 

En  effet,  soient  les  deux  équations  générales 

(1) ...  xm-\-plxm-'-\-p,xm~t+p3xm~i  4 . . . 4p«_ix4/>m=o, 

(2) ...  x*+P,x’,-1+Pax’,~1+P3X“-3  +..  .4-P„_,x4-Pn=o, 

dans  lesquelles  les  coefficiens  p,  ,p,,  f>3,— ,pm,Pi>  Pa,  P3,...,P„, 
sont  des  fonctions  connues  de  y. 

Si  l’on  pouvait  résoudre  l’équation  (1)  par  rapport  à x,  on 
obtiendrait  m valeurs  a,  b , c . . , k , de  x,  qui  seraient  des 
fonctions  connues  de  y , et  en  les  substituant  successivement 
dans  l’équation  (2) , les  m équations  résultantes 

l a " + P.a—1  + P.a—  4 ...  4-  P»-.a  4"  P„  = o, 

) 4-  4-  P ,4»-  + P.6--*  4 - • • 4 Pn-.i  4 P,  = o, 

( fe.4p.fe— 4. P.A—  4-. ..4  P.-,*4-P.  = o, 

détermineraient  toutes  les  valeurs  de  y qui  conviennent  aux 
équations  proposées;  de  sorte  que  pour  obtenir  l’équation  finale 
çi(y)  = o qui  résulte  de  l’élimination  de  x entre  les  équations 
(1) , (2)  , il  suffit  d’égaler  à zéro  le  produit  des  premiers  mem- 
bres des  équations  (3).  Ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  dans 
le  n°  282. 

Ce  dernier  principe  peut  aussi  se  déduire  des  propriétés  du 
n°  284,  en  concevant  qu’on  décompose  les  premiers  membres 
des  équations  proposées,  en  facteurs  du  premier  degré  par 
rapport  à x;  car  les  m valeurs  de  x tirées  de  l’équation  (1) 
étant  a,  b , c,. . . , t , cette  équation  revient  à 

(4). . . (xr- a)  (x  — b)  (x  — c). . .(x—  *)  = o, 
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et  si  l’on  désigne  par  A,B,C N , les  n valeurs  de  x tirées 

de  l’équation  (2),  celte  équation  reviendra  à 

(5) . . . (x  — A)  (x — B)  (x  — C). . .(x  — N)  = o. 

Les  quantités  a,  b , c . . , k,  A,  B , C,  . . . , N,  sont  des 
fonctions  de  y. 

Or , on  a vu  (n°  284) , que  toute  valeur  de  y qui  satisfait 
au  système  des  équations  (4)  , (5 y , jouit  de  la  propriété,  quami 
on  la  substitue  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations, 
d’introduire  un  commun  diviseur  en  x entre  les  fonctions  de  x 
qui  en  résultent  ; et  que  réciproquement,  toute  valeur  de  y qui 
introduit  un  commun  diviseur  en  x entre  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (4),  (5),  convient  au  système  de  ces  équations. 

Une  valeur  de  y qui  convient  aux  équations  proposées,  doit 
donc  satisfaire  à l’une  des  mn  conditions 

a = A,  a = B,  a = C, . . . , a = N, 
b=  A,  6 =B,  b = G,...,  i=  N, 

b—  A,  t = B,  jfc  = C,...,  jfr  =N  ; 
et  réciproquement,  toute  valeur  de  y qui  satisfait  à une  de  ces 
mn  conditions,  convient  au  système  des  équations  (4),  (5). 

Par  conséquent,  pour  former  l’équation  en  y,  qui  détermine 
toutes  les  bonnes  valeurs  de  y et  qui  n’en  donne  pas  d’au- 
tres, il  suffît  d’égaler  à zéro  le  produit  des  mn  facteurs 

a — A,  a — B,  a — C,..  , a — N, 
b — A,  b — B,  b — C , , b — N, 

k — A,  k — B,  k — C, . . . , k — N. 

Mais , on  obtiendrait  le  même  résultat  en  faisant  successive- 
ment x=a,  x — b , . . . , xx=i,  dans  (5) , et  en  égalant  à zéro 
le  produit  des  premiers  membres  des  m équations  résultantes, 
(a  — A)  (a  — B)  (a—  C)... (a  — N)  =0, 

(6  — A)  {b  — B)  (b  — C). . .{b  — N)  = 0, 

(±—  A)  (*—B)(*—  C)...0t  — N)=o. 


::*.qitiz.ad 


CHAPITRE  IX. 


5Sg 

Or,  l’équation  (5)  n’est  que  l’équation  (2)  mise  sous  une 
autre  forme;  il  revient  donc  au  même  de  faire  successivement 
x—a,  x=é,  x — c, . . . , x=  k,  dans  (a),  ce  qui  fournit  les  m 
équations  (3),  et  d’égaler  ensuite  à zéro  le  produit  des  premiers 
membres  des  m équations  (3). 

Par  conséquent,  si  les  fonctions  de  _y  représentées  par  a, 
b,  c, . . . , k , étaient  connues,  on  obtiendrait  l’équation  finale 
demandée  <p(y)  — o,  en  égalant  à zéro  le  produit  des  premiers 
membres  des  m équations  (3). 

Mais,  le  but  qu’on  se  propose  étant  de  former  l’équation 
<p  (y)  = o , sans  résoudre  l’équation  (1)  par  rapport  à x,  les 
fonctions  a,  b,  c, . . . , b , sont  inconnues;  de  sorte  que  la  ques- 
tion se  réduit  k faire  disparaître  les  inconnues  j c,.  , 

qui  se  trouvent  dans  le  produit  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (3). 

On  y parvient  à l’aide  des  propriétés  des  fonctions  symé- 
triques. En  effet,  les  m équations  (3)  ne  faisant  que  se  changer 
les  unes  dans  les  autres,  lorsqu’on  change  l’une  quelconque  des 
quantités  a,  b,  c, . . . , b , en  une  autre  de  ces  quantités,  leur 
produit  ç (.y)  qui  contient,  a,  b,  c, . . . , t,  P,',  P,, . . . , P„, 
est  une  fonction  symétrique  des  m quantités  a,  b<  c, . . . , i ; 
et  par  conséquent,  si  l’on  effectue  les  multiplications,  le* 
termes  du  produit  ^(_y),  groupés  d’une  manière  convenable, 
seront  des  fonctions  symétriques  des  racines?  a,  b,  c,,.,. , b, 
de  l’équation  (1);  on  pourra  donc  exprimer  ces  fonctions  sy- 
métriques au  moyen  des  coefBciens />,,/?,,  J03, . . . ,pm,  de  cette 
équation  (n°  32a)  ; et  comme  ce  produit  contient  les  coefliciens 
P,,  P„,  P3 , . . . , P„ , de  l’équation  (2) , on  parviendra  à une  ex- 
pression de  ç (y)  qui  ne  renfermera  plus  les  racinés  inconnues 
a,  b , c, . . . , tt  et  qui  sera  une  fonction  rationnelle  des  coef- 
ficiens  des  deux  équations  proposées.  De  sorte  que(^_y)  = o 
sera  l'équation  finale  en  y qui  détermine  toutes  les  bonnes 
valeurs  de  y et  qui  n’en  donne  pas  d’autres. 

Ce  procédé  d’élimination  offre  le  grand  avantage  de  fournir 
directement  l’équation  finale  qui  ne  renferme  que  les  bonnes 
valeurs  de  y\  mais  il  a l’inconvénient  de  conduire  à des  calculs 
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plus  compliqués  que  ceux  qui  résultent  de  la  méthode  d’élimi- 
nation par  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Ier  Exemple.  Soit  proposé  d’éliminer  x entre  les  équations 

(i),..  x’+px  -f-  q = o,  (a)...  x’-f-Px-fQ=o, 

dans  lesquelles  p,  q,  P etQ,  sont  des  fonctions  données  de  y- 
Si  a et  6 désignent  les  valeurs  de  x , fonction  de  y , qui  satisfont 
à la  première  équation , quelle  que  soit  y , ces  valeurs  devant 
convenir  à la  seconde  équation,  on  a 

a*-|-Pa-f-Q=o,  6*  + P6-f-Q  = o, 

et  l’on  a démontré  que  l’équation  qui  détermine  toutes  les 
bonnes  valeurs  de_y  et  qui  n’en  donne  pas  d’autres,  est 

(a*  + Pa  + Q)  (6*  + P6 + Q)  = o , 

ou  en  effectuant  la  multiplication  indiquée, 

(3)...a’ô,+PCafr*-|-ias)+Q(n,+t!1)4-P,,aè4-PQ(a-f-6)+Q,=o. 

Les  coefficiens  de  P,  Q,  P3,  PQ,  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  racines  a,  6 , de  l’équation  (i),  et  l’on  a 

0-4-6  = — p,  ab  — q , (n°  225  , page  365). 

Il  ne  reste  donc  qu’à  évaluer  les  fonctions  symétriques 
ab * ■+•  6a*,  a*  -f-  6*,  en  fonction  de  p et  q. 

Or,  d’après  les  formules  des  n0,320  et  321 , on  a 

s,  = —p,  o*-f  6*  = j,=  p*  — 29,  ss=3pq  —p3, 
ab * + 6a*  = T(a6*)  = stsm  — ss  = — pq . 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  a-J-6,  ab , a’-4-6“,  a6*-f-6a*, 
dans  (3) , conduit  à l’équation  finale  en  y, 

q'  — Ypq  + Q (p*  — i q)+  Pq  — PQp  + Q*  = o. 

On  peut  calculer  directement  les  fonctions  symétriques 
n6“  -f-  6a*,  a*  -f-  6”,  car 

a6*  -f-  6a’  = a6(6  -f-  a)  = q( — p)  = — pq  , 
et  la  relation  a-f- b ~ — p donne 

p’  =a’  —4—  6*  —4—  aa6 , a*  + 6*  = p’  — aa6  = p*  — 2 q. 

a'  Exemple.  On  propose  d’éliminer  x entre  les  équations 
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**  +p*  + g = ov  **  + Pj^+Qx  .f  R » <►;•;.  \ . 

les  coeffibiensp,  <7,  P,  Q,  R,  «ont  des  fonctions  de  j.  x-‘ 

Si  a et  ^désignent  les  racines  de  la  première  équation  ,©n  aura 
a +6=  —p,  ab  = q,  et  Péquàtiou  qui  déterminera  toutes  le* 
lionnes-valeurs  de  y sera  ’•  ^ - 

En  effectuant  la  multiplication  indiquée 
l’cquation  - , /r  ■ - • . •■  . 

ÎûV-J-P^i^VH-QCaô’+Ar 
+QIaô+R(^+è3)-pPQ(a’ô+ô«a) 
+PR(ai+»*)+QR(a-f  Z,)-|-R> 

dans  laquelle  les  différées  coefficiens  P,  Q , P%  Q*,  R,  PQ,  PR, 
QR , sont  multipliés  par  des  fonctions  symétriques  des  racines 
a,  b de  l’équation.  x“  -f- px  -f-q  =e  o.  II  ne  reste  donc  qu’à 
évaluer  les  fonctionssymétrîqùes  T(a3è*),  T (ab3),  T (a3),  T(aaé), 
T(a*)V®u  moyen  deis  coefficiens  p,  q.  t ’ ’ 

Si  l’on  représente  toujours  par  s,,  sa,  s3,  etc. , les  somme» 
a-f-b  , aa-^b‘,  a1-^-  b3-  etc.,  lés  formules  (4)  (page  53 1)4  don- 
neront ' •.  ’ ■ . • ■ ■ , 

•.  ’ ' . <’  •:  : ■ '■  • ; 7 . .•  • . \ 

?»  "TP  r?  ti+Ffi  + 2^*=o-,  • Sa+pj.+q/,  œo, 

ts+pït+qs^zcp-,  - _ • •’ 

iroud  > ..  ' . ; ' 

. , -.ii^  ;•  ..V  ; 

Ssï=z-ifi±Sj?<f—5p<f..  y 
D’àillenrs  la  formule  Tfo“à?)==sajf~Æit4-f,  tpagfi534)j 

conduit  à . - T(i = ïsir»  Ws,  ’ '/  " 

; ï(a*frj  = îAr»3-  • 

' .*  * ‘ ■ k ' • »'  ,1*  * . 

Substituant  pbut  s%l  S'3:  s^,  ïs , leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  pet -q,  on -trouvera  y.-'  ;.‘ï\ 

T(a3é^  =— pq1,  T(eé3):trp?<7_  at;*,  T{a*à)a=—  pq.  t 

36  ' 


on  parviendra  à' 
i3)+Py£*J 
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Et  en 'remplaçant  les,  fonctions  symétriques  qui  entrent  dans 
(f)  , par  leurs  valeurs  en  fonction-  de  p et  q , on  parviendra  à 
l’équation  finale  demandée  • * • . 

, ; ’ fç3-Pp?HQt^<7-^1WP>^+Q,</+R(3M^3)}=0 
W‘”  X :—VQpq  + PR(>— a,/)— pQR+R1  ' t yJ' 

Il  est  facile  de  calculer  directemeut  les  fonct  ions  symétriques 
st,s3)  T(a36s),  T(ai3),T(a*H);  car  on  a,  a-f  é== — p,ab—q, 

’ * ‘ '«  ' . . * - i ■ ' • • ' ’ . • * 

p,=aa-l-6!‘-Mai:=«»+2<7,r . d’où  is=p‘— 2</j. „ , 
(rr-t-i)3=c — p?=iï3-l-63+3aù{nri-ô)-==:i34-  — p)  » 

d*où  :•/  • .ia  “—/>*+%<!•  ■/...■*  • , 

- T#8*1) ?=  + i)=9*(%p) ~—pq\  ; 

• - • .T(aù8)=;aè(“?+^)  = 7Cp*— \ 

;•  T(o*$>=*ûi(a'-f-i)’  — <7  ( — p)  = r—  p<J- 

* ; ; » • . *•  . » 

Pour  appliquer  lit  formule  (2)>  nous  proposerons  d’éliminer 

x entre  leséquations  , 

• *’*  • . • . *'  ’ . ••  » . 

x? — a_y  j?  -f-  _y* —j-=o , '•  ' 

, V!3^—3^x,  + (3^’,  — ^+r)x—yi'ri-y—2>—P- 

Dans  cç  c^s.,  on  a p——2y,  <j=y*-J- y, 

p=«— ,3y , Q:*=3y*— y+t,  R— — 2y;  ; ' 

et  en  Substituant  cés  valeurs.de-  p,  q , P,  Q , R , dans  {i),  on 
trouve  que  Péquatjotf  finale  est  jr“  -*-y  — P-  Ce  qqi  s’accorde 
avec  ce  qu’on  a vu  (pages  4'35  et  43f>).'  ... 

J.*  '*  ‘ l.  ; ' , * ' '*  • ‘ ‘ * • 

Si  les  équations  données  sont  • 

x’-f^  lyx^'  zy1^— ■ 5y  ~f*  ari-  o , • 

. - •'  'p?.  ;+■  2yx*+  aj’Cy.  Wi)x — 4 , $ » ; «•• 

ou  déduira  delà  formulé  ( 2).  que  le  résultat  de  l’élimination 

de  x,  entre  ces,  deux  éqùatidns  est  ‘ ...  - . 

' * *.  -,  * ! ’ •'  -,  * , ” ' * 

’ jd— gy*-}-3oy* — À$y4-  24=*  é.'  . ’ 

, Ce  qui  s’éeporde  avec  le  résultat  obtenu  dans -le  «“  289. 
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334-  Lorsqu’on  élimine  une  inconnue  entre  deux  équations 
à deux  inconnues > le  degré  de  F équation  finale  est  tout  au  plus 
égal  au  produit  des  degrés  des  équations  entre  lesquelles'  on  éli- 
mine. j ■ . - 1 . , , , 

E11  effet,  soient  les  deux  équations  générales  à deux  inconnues 

»•<*  y > ‘ •'  • .Y.-  v •' • . ■'  ■ V.  ' •••  . ' - 

(1) .  » . p,Xm-'+ptXm~*+.  . +pm-lX+pm=0,  . 

(2) .  . . x"  +P,x— ’-fP.x— *+ . . . + PB_.  x+P.  =0. 

, * ’ ■ . . ‘ * • I 

■ L’équation  (t)  étant  supposée  dam’*"'  degré,  les  plus  forts 
exposant  dey'  dans  j>x , p%,  ps  , etc. , sont.i,  2,  3,  ptc-i-jet  l'équa- 
tion (2)  étant  du  nt*m<  degré,  les  plus  fort»  exposons  de_y  dans 
P, , P»,  Pj,  etc.  ,sont  1 , 2, 3»  etc.  Do  sorte  que  les  indices  des 
lettres  p,  P,  dans  les  coefficiens  p,,  p„,. . . , pm,  P,, P, ,. . P» 
marquent  les  degrés  de  ces  coefficient  par  rapport  à y.  ' 

. Pour  éliminer  x entre  les  équations  (1),  (2) , représentons 
. para,  b,c,i  ,.,k,  les  m racines  de  ,1’équatipn  (i)j.  on  a vu 
(n°  333)  que  l’équaliontinaleen  ^s’obtient  en  faisant  successi- 
vement x==a,  x = A , . . . , x=k,  dans  le  premier  membre  de 
l’équation  (2) , et  en  égalant  à zéro  le  produit  des  m polynômes 
résultans  . _ ; . . . 

!ak.#P>-;  +P^0— . e^V.Ja  ’+  Par 
6-+P,6—  +P46--*4-. . . . + Pn^,b  +Pn;  .... 
c*  +pic»->+P.ç’—  P^;c  + P“> 

; . •; 

kn  + P1A*"‘-f P.A"-“ +..x..-f,P*_,A-f  P.'. , . • ’ •> 

‘ ‘ '*• . ..  . • a ■.  , 

• Pour  déterminer  le  degré  du  produit  des  m polynômes  (3), 
nous  observerons  d’abord  que  si  l’on  multiplie  entre  eux  les  m 
termes  qui  se  trouvent  dans;  l’une  quelconque  des  colonnes  ver- 
ticaleg  (3), leur  produit  sera  du  degré  mn  par  rapport  a yv 

En  effet  < ces  ro  termes  étant  dé  la  iôcme  • ■ . , 

■ \ . t . * * »,  * ’ * * 

■ Paan^,  PJ"-*, 

leur  produit  est  (P.)"Cp6c. . .k)n^A,  Pw  CfuT&Ps#™ y . 
car  >-abc.  . ./<  = d^pm{n°  Qrs  les  .plug  grand*  exposa  us 

. • ■ r-  * ; v • ••  * *■  \ • ' 36..'  ■ 
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de  y dans  P^ct/Jm  sont  respectivement»  et  m;  le  plus  fort  expo* 

- . 

sant  de  y dans  (Pa}m(±pm)'*— * est  donc  tan  -f-  m (n — *),' 
ou  mXn. 

Nous  allons  faire  voir  que  tous  les  autres  termes  du  produit 
total  des  m polynômes  (3)  sont  aussi  du  degré  mn  ; à cet  effet, 
considérons  un  terme  quelconque  de  chacun  des  m polynômes  (3); 
il  résulte  de  la  notation  adoptée,  que  ces  m termes  seront  res- 
pectivement de  la  forme 

PJl»— 

et  que  les  plus  forts  exposans  de  y dans  les  coefficiens 
P,,  P< » P.J, , . . ; , P„ , seront  marqués  par  les  indices  »,  C, 
y,...,  u.  Multipliant  donc  ces  m termes  entre  eux,  le  ré- 
sultat- ' \ t • » • 

(PaP:P y . .P.)  (an-*bn-Ccn-y. . .kn~“), 

représentera  un  terme  quelconque  du  produit  total. 

D’ailleurs  , P^fP^. . .Pa  sera  encore  le  coefficient  d’autres 
termes  du  produit  total,  puisque  tous  les  coefficiens  P„,  Pj, 
P^, — , P^,  entrent  dans  chacun  des  m polynômes  (3). 

Si  l’on  réunit  tous  les  termes  du  produit  total  qui  sont 
affectés  du  coefficient  P^PçP  . . ,Pa.,  lit  somme  des  quantités 
qui  multiplieront  "ce  coefficient  sera  nécessairement  composée 
de  tous  les  termes  qui  entrent  dans  la  fonction  symétrique 
T (an— *bn~~ :cn~ >■. . ./t"-*);  car  le  produit  total  devant  être 
une  fonction  symétrique  des  m racines  a ,b  , c,. . . , t , de  l’é- 
quation (i) , l’ensepible  des  termes  de  ce  produit  qui  sont  af- 
fectés d’un  même  coefficient  PaPfP^. . . Ps  , doit  être  une  fonc- 
tion symétrique  d e à , b , c , t (*).  •*.  ; .'  - 

Cela  est  d’ailleurs  évident;  car  si  Ja  somme  des  termes  qui 
multiplient  P^PjP^. . , P^ , n’était  pas  une  fonction  symétrique 
<Ves  quantités  a , b,c , .* . . >Jt , cette  somme  ne  resterait  pas  la 

a V ' ».  *.»•»•  . 4 • r *•  % . * ...  J 

; ■)  . s- —J — : : ■ . 

(*J  L*s  cxrmplci  <}W  pag«  S6o  ri  Jfii , V*i  ifienl  ente  propmù. 
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même  lorsqu'on  changerait  quélqùes-Hmes  des  quantités  a,  b, 

v k,  les  unes  dans  lés  autres  ; le  produit  total  changerait 
donc;  ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  produit  est  une  fonc- 
tion symétrique  de  a , b,  c,. . . , h. 

Le  terme  général  du  produit  des  m polynômes.  (3)  est  donc 

(PaPfPv.  . .P4)  X T( f~*bn-^cn-^; . ,kn-*). 

Il  s’agit  de  faire  voir  que  le  plus  fort  exposant  de  y 'dans  ce 
terme  général  est  rnn.  • • 

Les  plus  grands  exposans  de  .y  dans  P^,  Pj,  P^,.i.,  Ptt 
étant  respectivejnent  * , Q , y le  coefficient  PaPçPy  . Pu  , 

est  du  degré  * -f-  G + y -f  . . ..  -f-  « , par  rapport  à y. 

Tout  se  réduit  donc  à prouver  que  a , c , . » , h , expri- 
mant lés  m racines  de  l’équation  la  plus  générale  du  Miim‘  degré 
à deux  inconnues  x,  y \ '•  - : 

(i) . . . xm  + pyxm~l  + pxX*^%  + . . . -f-  pm_,x  + pm  = 0 , 

le  plus  fort  exposant  de  y dans  la  fonction  symétrique..-.'. 
rP(a?~*bnVicn  *. . \kn'~m)  est  la  somme  y-j-.-.-f-*)  . 

des  m exposans  n — *,  n — • G , n — y ,... . , n1 — « , des  m lettres 
a,b,c,...)b1  qui  entrent1  dans'  cette  fonctlôu. . < ' .« 

Or,  les  formule?  {4)  (p^6e  53i)  , <■,  ■' / 

Si-+-pi  = o,  sa+p,s,-f-lpi^=o,  sj-f-p1s4-f-p,5[-f 3p3==o,  etc,, 

démontrent  que  les  plqs  forts  exposans  de  y dans  les  sommes 
ii>  J»  >.hi  .V.,eté»,  Sont  respectivement  égaux  aux  indices 
1 , a,,  3,,.  .'. , etc. , de  ces  sommes;  car  p,  étant  du  i*r  degré 
en  y ,1a  ir*  relation  J, ,+  />,  = o prouve  que  s,  sera  ausSi  du 
i‘r  degré;  dans  la  2*  rélatiop  sx-irlpxSl  + ipx  = o,  les  tenues 
p,s, ,.  ap4 , étant  du  2*  degré  en  y , s , sera  du  même  degré  ; et 
ainsi  de  suite.  . . • -•••  • .• 

Une  somme  qûelconque  s,  esf  donc  dù  degré  r en  y. 

Les  sommes  s^,  s'  * Sy , etc-,  étant  respectivement  des  de1- 
grés  u , C,  y,  etc.,  par  rapport  à y , les  ' formules  générales 
du  n°..3ai,',-'  • <;*  • ? ..  *'  ' -*  • 
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T(o‘ic)  = Vc  — *«+£» 

T (a*£Cc*)==VC-çy— Vf+>-r-sC**+y_J ,>J*+C+«»«+>>clc'> 

font  voir  que  les  plus  forts  exposans  de  y dans  les  fonctions  sy  - 
métriques  T (o^O.  T (a?b*cy)  , etc.,  sdnt  respectivement 
égauxaux  sommes,  «-$-£,  a + £ + y,  etc.,, quels  que  soient», 
C,  y,  etc.  L.e  plus  grand  exposant  de  y dans  la  fonction  symé- 
trique T(a,,— ' ,Lba~£cn~>.  ..F'-")  èstdonc  égal  à la  somme 
mil  — £ -J-  y -f- . -f-  «)  des  in  exposans  n — «,  n — C, 

n — y ,...}n — v;  ► • .. 

Mais,  on  a vu  précédemment  que  P^PjP^. . .Pa  est  dit  degru 
« -)-  ? -f-  y -f-. . + » , par  rapport  a y,  le  plus  fort  exposant 
de  y dans  le  terme  général 

* (P^cPy  • • • Pi)  X T (à* , 

est  donc  . • . 

(m  + C 4-y  -f-.  . . -f  *)  + nm — (<*  -f-  C-+»y  + . • • + “)>  ou  mn- 

Ce  qui  démontre  le  principe  énoncé.  , . t 

Remauque.  Èant  que  les  coeificiens  îles  inconnue*  aè  , y, 
dans  les  équations  générales  (i), .(2),  (page  563)  , sont  arbi- 
traires, Pélïmination  de  l’une  quelconque  de  ces-  inconnues 
conduit  à une  équation  finale  du  degrç  mn  \ de  sorte  que  ces 
équations  admettent  mn  solutions  communes.  Mais,  quand  des 
coediciens  indéterminés  prennent  des  valeurs  particulières  Ou, 
sont  soumis  à certaines  conditions,  des  termes  de  l’équation 
finale  pouvant  disparaître,  le  degré  de  celte  équation  et  le 
nombre  des  solutions  communes  aux  équations  primitives  peu- 
vent devenir  moindres  que  rr\,n.  . ; '•  * . • 

Ainsi , dans  le  t*r  exemple  de  la  page-56o,  lorsqu’on  suppose 

que  chacune  des  équations  , . ■ 

, • i ‘ : 4 v* 

..  . * x’  px  4-  q ~ o , x*  + Px  + Q=o,-  „f>. 

est  tlu  second  degré,  l’équation  finale  en  y . , . /„•  ... 

f — Ppg  + ()  (/>*'—  27)  + t*y  — PQ>  + <?*  = *>V  *' 
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esLda  quatrième  degré,  car  p et.P  sout.du  premier  degré  enjTj 
et  les  derniers  termes  q , Q,  sont  da  second  degré. 

Mais,  quand  On  donne  aux  coefiiciens p , y,  P,  Q,  les  valeurs 
particulières 

/*ss— C^r+a) , q—iy'+q.yy  P=— 5(y— i),  Q=Gy*— 1 
l’équation  finale  se  réduit  à ' 

1 ’ • ’ 9^  + ^-*’  = °.  ; 

et  les  équations  proposées 

• ap^iSy  +.•»)  x + ay?  + ty  =.«, 

, . x*  — J>(.y  i)x+ 6y*-r  u_y -f  4 — <>*.' 

n’admettent  que  lés  trois solutions  communes 

^f=i,  * = » H y=*'  *=;a  IL^  = *=i4? 

Et  en  effet , s*  l’on,  résout  les  équations  proposées  par  rapport 
à y,  on  reconnaîtra  qu’elles  reviennent  à 

(x — y)  (x — ?.y — 2)  — o , (x  •—  2_y  + i)  (X  — 3y4~  4)  = o • 

* » »;  •.  * * * * ••  ' ■ ’ . • • % . . 

Pour  trouver  toutes  leurs  solutions  communes,  on  pose 

■*  » . " . * » • . 

x — y=-o‘,  x — 2.y  -pV=o,  d’où  J==i,  x==  I. 
x — y — o , > ' . x — 3 y -p  4 ==-  ® » d’où  y = 2 , x = 2 .. 
x — o.y— 23=o,  x — 3,y  “h  4 — d’où  _y==  6,  x=t4;-. 

' Enfin,  des  valeurs  finies  de  x et  J ne  pouvant,  pas  satisfaire 
au  derfiier  système  ; _ ' • 

;•  x— 'Viy-^-z  — o,  x — a_y  + i = o, 

on  voit  que  les  équations  proposées  n’admettent  que  les  trois 
solutions  indiquées.  ; ^ \ j , .• 

M.  Poisson  a démontré  directement  ce  théorème  plus  general, 
que  lorsqu" OA  élimine  m — * ï inconnues  è/itre  m équations  con- 
tenant m inconnues > le  degrède  .l’ équation  'finale  est  égal  tout 
au  plus  au  produit  des  nombres  qui  marquent  les  degrés  des  ni 
équations  données,  -Les  élèves  qui  voudront  connaître  dette 
démonstration  pourront  coqsulter  le  onzième  cakieü-  du  Tourjiat 
dt  lé^coli.polyU.chnii^i{e  (page 119)..  - 
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§ Y.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme  de 
Newton,  quel  que  soit  l’exposant  de  la  puissance. 

335.  Nous  avons  vu  {page  243) , que  m désignant  un  nombre 
eniier  positif,  le  développement  de  (x  -f-  *)m  est 

1.2  1.2.3 

• ‘ ' • , •••>,• 

Nous  allons  démontrer  que  le  même  développement  con- 
vient encore  lorsque  l’exposant  m est  fractionnaire  ou  négatif. 

L’identité  (x  + «)m  = ^ i ^~J  = xm  ^ i -f-  ^ 

prouve  que  la  miim‘  puissance  dij  binôme  x -f-  * ne  dépend  que 
de  la  même  puissance  d’ttn  binôme  de  la  forme  i -f-a. 

Il  suffit  donc  de  chercher  le  développement  de  ( l -f-  a)"1. 

PREMIERE  DÉMONSTRATION* 

Lorsque  m est  un  nombre  entier  positif,  on  sait  que  le  déve- 
loppement de  (1  -f-a)"1  est 

* •<*'  ' *%  '•  * ‘ , 

m{m — i)  mfm-T-i)  (m — 2)  , 

(1);. ..  i+mî+— -a  H » — 5 — iz’  + etc. 

1 « 1 » 2 • J 

Pour  trouver  quelle  est  la  fonction  X à laquelle  appar- 
tient le  développement  (1) , quand  m est  un  nombre  fraction -■ 

noire  positif^-  , nous  chercherons  le  produit  de  n polynomès  de 

la  forme  (1)  ; à cet  effet  nous  déterminerons  d’abord  le  produit 
des  polynômes 

' • . X,  = 1 + m'z  + HLil— — — — a’  -j-  etc., 

• * » • ? 

v 1 » l m"(m” — i) 

X,  = 1 -f-  ira  a -J z1  -f-  etc. 

1.2  .*. 

Ai  l’on  effectuait  la  multiplication  de  ces  deux  polynômes, 
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par  la  méthode  ordinaire,  la  complication  des  calculs  empêche- 
rait d’apercevoir  la  loi  des  coefliciens  des-  diverses  puissances 
de  z dans  le  produit.  Mais,  on  peut  obtenir  ce  produit,  sans 
effectuer  la  multiplication,  en  observant  que  la  forme  d’un 
produit  algébrique  étant  nécessairement  indépendante  de  l’es- 
pèce des  quantités  représentées  par  les  lettres  qui  entrent  dans 
les  facteurs,  il  en  résulte  que  si  l’on  peut  déterminer  la  forme 
du  produis  quand  m'  et  m"  sont  des  nombres  entiers  positifs, 
cette  forme  restera  la  même  quels  que  soient  m’  et  m". 

Or,  quand  rn  et  m"  sont  des  nombres  entiers  positifs,  les  po- 
lynômes Xi,  Xa  sont  les  développemens  des  fonctions  ( i -f-z.)"'', 
(1+2)"",  et  le  produit  de  (i+z)m'  par  (î-f-z)*””  est  (i-f-s)*|,+,n". 
D’ailleurs,  m -\-m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  obtient  le 
développement  de  (1  -f-  z)m' en  mettant  au  lieu  de 

m dans  (1)  ; le  produit  des  polynômes  X,,  X„  est  donc 


(m'-f-m")  (m -\-m" — 1) 


1 etc. 


D’après  cette  formule,  on  obtiendra  le  produit  du  polynôme 
(2)  par  le  polynôme  de  même  forme 

- V ' é • , — 1)  , - 

A3' ■==  1 + m z -f-  — . z’ -f-etc.,  -, 

* i • a 

ert  changeant  m'^-rri'  en  m'-f-  m"- f-  m*  dans  (2)  ; ce  qui  re- • 
vient  à changer  m en  m'-f-  W'4-  m°  dans  (l).  Dte  sorte  que 

XiX , X , — +rn"+ma)  z -f-  z. 

Si  l’on  continue  à multiplier  par,  dés  facteurs  X^'Xs ,...  X», 
de  même  forme,,  et  si  l’on  représenté  par  r la  somme  des  » 
nombres  rn,  m“,  771*,  etc.,  correspondans  aux  n facteurs. 

X, , X, , X3 Xb  j on  aura  , 

X,X,X,X< ...  X.s=  I + Z*  + ete. 


Cela  posé.:  pour  déterminer  la  fonction  X,  lorsque  m est 
. un  nombre  fractionnaire  positif  ^ (p  et  u sont  des  nombres 
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ontierspositifs) , nous  supposerons  que  chacun  des  n polynômes 
X,,  X»,  Xs, . • • > est  égal  à X,  de  sorte  que  chacune  des 

n quantités  rri , m",  m",  etc.  ^devient  égale  àmouà^;  lé  pro- 
duit de  ces  n poly  nômes  deviendra  >X",  et  l’on  aura  > 

k . * f ; % ’ ’ J • ••  * . * ’ . 

».  r > = £ 4- -f-  P + etc.  *=.  n fois  - =p.  (’ 


n n n 


Dope  X"  5=  * + p * -f-  - -s9  *4*  etc. 

‘ 1 '5  2 ' ■!  . . ■ " 

♦, , • k * s. 

Mais , p étant  un  nombre  entier  positif;  on  sait  que 
^ . i +pz  + )—P  ~ **  + etc.  = (t  + sjf;  , . 

. »■  : V 2 • • . .. 

I ...  £" 

donc  X*u=»(i  $)*■{•  droJi  X =-(r4-  a)".  ® • ' .• 

i f ’ 

Cette  expression  de  X démontre  que  nn  désignant  un  nombre 

fractionnaire  positif  quelconque  -,,le  polynexue  (i)  est  le  dé- 

, • /*  . «•,„•  » 

veloftpemeiit  de  (i  -f-  z)"G 

a°.  Lorsque  m est  un  nombre,  négatif , éntiér  ou  fractionnaire , 
on  peut  le  représenter -par  — tn',  et  ni!  désigne  un  nombre  po- 
sitlf..Or , il  résulte  de  la  formulé  (a)  que 

. ...  • ; • . (m.  + m’)  (m'+  m!—’ j.)  , . 

XX,==  i-4-(éi4-m)a+  ^ — ; — 'a*-f-etc., 

» 1 * X . 2 • 

et  dans  cette  dernière  relation  ,, 'l’hypothèse  m -f-  nt'  f=  o donne 
\ XX,  = ir  d’où  X=^.  " 

, • . . , % Ai 

• ’ y ; .*  t • 

D’ailleurs,  m étant  supposé  un  nombre  positif,  entier  ou 
fractionnaire',  on  a prouvé  queTexpresSion 


v ( i i-j-  m'%  -f-  - 


m [m! — i) 


^.'4?  etc.  , •.  • . 


deOi,,est  lè développement  de ,{i -f*  2)m';' donc 


X =s 
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Par  conséquent,  lorsque  m est  un  nombre  négatif,  entier 
ou  fractionnaire,  le  polynôme  (i)  (page  598)  exprime  le  dé- 
veloppement de  a)"V  ...  ' , . . , 

La  formule  du  binôme  ■ * . ' 

' -,  \ ' ’•  ’ * • }•■  > ■ s-  f •" :• 

/ \m  ,■ rn[tn—i).  ' — . 

( 1 + z)m=  1 +mz-{ — — — s—  z3  4<  etc. 

I • • 2 I •’  2 ,•  k O s*»1 . • . - *j_. 

* # • • • • 

étant  ainsi  démontrée  pour  un  exposant  commcnsurable  , le 

principe  général  du  nb  l3  ( page  18  ),  prouve  qtfelle  con- 
vient à un  exposant  incommensurable  quelconque. 

DEUXIÈME  DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME. 

V * ; ' • ■ • 

• . ' ’ . . ; ' ■ • . é. 

Nous  allais  démontrer  directement  la  formule  du,  binôme 
pour  un  exposant  positif  du  négatif,  entier  Ou  fractionnaire. 

A cet  effets  nous  .prouverons  d’abord’que  toutes  tes  fois  que- le 
développement  de  (i  -f-  e)m  est  de  In  forme 

(l).  , . (1  4-2)”'=;  1 4-  02  4*  bz*J-  e*3  -f-  rfsd  4-  ete. , 

les  catjficiens  ‘ b j df  etc.,  peuvent  se  déduire  du  coefficient 

de  la  première  puissance  de  ij  au  moyen  des  formates 

c=^  — (— T"12) ,; etc.  ' 
v ; v t *%  - • 0 r . 2 . 3 


1 . 2 • • • 
De  sorte  ciüc.  clans  ce  cas 


' • ».  ' »,  ; - 

Nous  verrons  ensuite  comment  on  détermine  a. 

Pour  démontrer  cette  propriété  , en  supposant  toujours  que1 
le  développement  de  (1  4rS)*  est  de  la  forme  (v)  , nous  chér- 
oherons  deux  expressions  différente»  du  développement  <lô 
(1  4-  * 4"  b)m,  suivant  les  puissances  entières  positives  et  crois- 
santes de  h \ le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h devant 
être  (e  même  dans  chacun  de  ces  développemensynOus  en  dé- 
duirons des  éi piaillons. qui  conduiront  aux  formules  (2)'. 
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On  obtient  une  première  valeur  de  (i  4 z -J-  A)m  en  chan- 
geant z en  z 4 A dans  (i)  ; ce  qui  donne 

(4) ...(i +2  + A)“=  i+  a(2  + /,)  + 6(2  + A)‘4  c(*+ hY+  etc . 

» / 1 *•  * • • 

•11  est  facile  de  calculer  le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  h dans  chacun  des  développemens  de  (z+A)*,  (z-f-A)3,  etc.  ; 
car  d’après  ce  qu’on  a vu  ( page  24,  n°  18)  , le  produit  des  po- 
lynômes entiers 

i+*i*+£i**+etc.,  1 -(-«,2+^,2’ 4-etc.,  «+*3*+Î3i*+etc.,.. , 
étant  un  polyilome  entier  de  la  forme 

1 + («.  4 «»  4 *3  • • . ) z 4*  Bz4  + Cz3  4 etc. , 
il  en  résulte  que  n désignant  un  nombre  entier  positif,  on  a 

(5)  ....  (1  4-  «z  + £2*  -J-  etc.)*  = 1 -f*  4 Bz4  4-^z3  4*  etc.  j 

et  par  conséquent , 

(6) . , . (1  4-  z)*  = t 4-  nz  4-  BV  + C'z3+  etc. 

Or,  («4-A)*  = ï»^i4^  ; 

et  en  changeant  2 en  -,  la  relation  (6)  donné 


(.+ÿ=.+^+B'i;+ct„. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité 
par  z",  on  trouvera  (z  4-  A)®  = z®  4*  nz*_,A  4-  B'z®-4A44  etc. 
Cette  dernière  formule  donnant 

(z  4- A)*  = s*4*  2zA  4* etc. , (z  4-  A)3  =z3  4-  3z*A  4 etc.,.-..., 

on  en  déduit  que  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A 
daps  le  développement  (4)  de  (1  4 * + A)”4,  est  la  dérivée 

a 4-aAz43c,za4-  4***3+  etc.  de  cz34^=*4  etc. 

Pour  déterminer  une  seconde  expression  de  («4  = 4 A)m,  on 
observe  qu’en  changeant  z en  , la  relation 

(0-  ..('  + î)"=i  4 as  4 bz%  4 etc. 
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donne 


('  +;)  *=1+0.^  + b Jï  + etç.; 


et  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité 
par  z",  on  trouve 

" (z  -f  h)m  = z.m  -f-  azm—h  4.  £*•— A*  -f  etc. 

. ' • f . f # 

Si  l’on  change  z en  i + z,  on  aura 
(i  + z +A)"^=  (i+ay.+a  (i+*)"~*à  + 6(i+z)*,~*A*-f-  etc. 

De  sorte  que  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h dans 
ce  second  développement  de  (i  -f-z  -f-  h)m,  est  a (i  «f-  z)m~\ 

Les  deux  expressions  du  coefficient  de  h dans  le  développe-  . 
meut  de  J[i  -V  z-f-  h)m,  devant  être  les  mêmes,  il  faut  que 

a ( i -J-  z)”-1  es  a ~h  ubz 4-  3rz’  -f-  etc. 

Or,  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  éga- 
lité par  i 4- z , on  trouve  ' ' ’ 

- a (i.  4*  s)1"  — û -f-  7.b  z -f-  3clz*  -1-  -1-  etc. 

. -j'  a\  *4*  %b I 4"  3c| 

D’ailleurs  la  relation  (i)  donne 

» . , .s  * . 

a(i +Z)"1  ^a+a’z  +abz'  +*ocz3  + etc. 

Et  comme  dan»  ces  deux  développemeps  de  û(i  4-  z)“  suivant 
les  puissances  entières  positiveset  croissantes  de  z , le»  côefficiens 
dés  mêmes  puissances  de  z doivent  être  respectivement  égaux, 
il  faut  que  ; .•  ■ v ’ ’ \ 

ai  + a=a*,  3c-f-2i=ai,  ^d  + 3c  = ac,  etc.  ; d’où 


. a“ — a ù(a — i) 

A=t= = — 4 c: 

•a.  i.a. 


b{a— 2) g(a  — î)  (q — a) 


, etc. 


Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Ainsi,  toutes  les  fois  qu’on  sera  certain  que  le  développe- 
ment de  (r-f-z)"  est  de  Ip  forme*  l -J-  Hz  -f-  As*  -f-  etc.,  on 
pourra  en  conclure  que 


(3).. 


..0+.).=1+«.+^.-+S!î=^=4^+«c: 
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,Nous  allons  démontrer  que  le  développement  de 
est  toujours  de  la  forme  i + az  b s*  -j-  cz3  + etc. , et  que 
le  coefficient  a de  la  première  puissance  de  s est  égal  à J’ex- 
posant  m. 

i°.  Lorsque  jn  désigne  un  nombre  entier  positif,  la  for- 
mule (6)  (page  57 2)  prouve  que  le  développement  de  (1  + 2)"* 

est  nécessairement  de  la  forme 

. •*  • • % 

(1  + z)m  = « + m z + àz*  .f-  cz3  -+•  etc. 

Ou  a donc  a = m-,  et  d’après  ce  qui  a été  démontre,  la  rela- 
tion (3)  donne 

etc. 


(:)•••(■  +zr=i+m*+ - 

RemakQüe.  S’exposant  m étant  un  nombre  entier  positif,  ce 
développement  de  (1  + z)m  ne  contient  que  rn  + 1 ternies ; 
car  d’après  la  loi  évidente  qui  règne  entre  les  ditfércus  termes 
du  développement  (7)  , le  (m  -J-  i)1*".'  terme,  est 

m (ni  — O (m  — 2) . . . 3 . a . 1 


3 . . . (/«.  — 1 ) . m 


",  ou  z , 


et  tons  les  termes  sqivans  disparaissent,  puisqu’ils  renferment 
le  facteur  m — m qui  est  ^fcéro.  On  a donc 

. (8). . .(1  -f  z)m  = 1 + ms  -f-  . .+  s".  » 

1*2 

. - - I ” ’.r  ;•  .♦•'V'  • • . . \ 

Il  est  facile  d’en  déduire  le  développement  de  (z-f-/i)m;  car 

et  la  relation  (8)  donne' 

. ‘ ■ » l’ 

h\”  . h 


/ , h\m  , h , m(i 

0+i) 


m(m — 1)  hm 

~ + 


la  multiplication  des  deux  membres  de  cette  dernière  égalité 
par  zm  conduit  à ' . ..' 

(y)  . . .(p  + h)m=zzm  -f-  mzm~'h  -f-  hm. 


e^l.,  . * 1 . 


CHAPÎTAE  IX.  • 5-j5 

La  formule  du  biribme  est  donc  démontrée  pour  un  expo- 
sant entier  positif -quelconque.  > 

a0.  Lorsque  l'exposant  de  la  puissance  que  l’on  veut  déve- 
lopper est  un  nombre  entier  négatif j on  peut  le  représenter  par 
— ni  j et  m est  positif.  On  a 

(■+‘>-=(T^=(rh)"-  - 

Or,  le  quotient  de  i par  i 4*  z est  ‘ 

• • >.  1 a ■+■  z*  — *34*  2^  — *5+,etc.,>  donc  1 

(a +a)-m~  (i-— * + — + ^ . . 

Mais,  ni  étant- un  nombre  entier  positif,  la  formule  (5) 
(page- 5ç2)  prouve  que  t 

(t — z ■+-'bs‘  — z3  ,-f-  etç.)4"—  J — mz  4-  Bz*  + etc. 

Donc  (1 -f- z)-nv=  î —mz -f- BV  + etc.  . ^ s 

On  obtiendra  donc  le  développement  de  (1  -f-  s)“m  en  rem- 
plaçant a par  — m 
donnera  ' ' ' 

(l  + zrra  =l-mî4 

Le  nombre  m étant  entier  et  positif,  ce  développement  de 
( t -fr  z)-.m  se  prolonge  à l’infini . ’ . • : 

3°.  Pour  démontrer  la  formule  du  binôme  dans  le  çqs 

».  •'  ••  • *.  » j * ' * * * . •*  * \ r ' • * 

d’un  exposant  fractionnaire  positif  du  négatif  — , on  ob- 

serve  d’abord  que  cette  formule  ayant  été  démontrée  (î?)  quand 
l’exposant  est  un  nombre  entier  positif,  on  peut  en  déduire  le 
moyen  d’extraire  la  .racine  d’un 1 polynôme  quelconque 
( n°’  i-38  et  j39).:  D’ailleurs,  on  a vu  (i°  et  20)  que  m étant  un 
nombre  entier  positif,  on  a 

* , ' ‘ * 

• , ( 1 -{-  z)m  = 1 mz  + bz*  -f-  ete. , . 

1 (1  -f-  z)— i — mz  -f-  b’  z*  4-  etc.  • t , , 

Si  l’on  extrait  la  racine  n l>*'1  des  deux  membres  de  chaque 


dans  la  formule  (3)  (page  ce  qui 

rofm-fi)  a m(m-fi)  (m-f-2)  , 
i — r- s— ; ; t—  3 + «te. 
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égalité,  la  règle  du  n°  i3g  donnera  des  résultats  de  la  forme 

• • . . ' ■ ‘ W • • n 1 V ■ . * 

- m 

(t+z)m  =r-f-— Tt  + Aa*  + etc., 

. • ■ • • • . » '.v  * . • . ; ' . 

m '• 

( 1 -f-  a)  " = I % -f»  A' a*  4-  etc. 

. • n V * ■ : 

• 1 * ' m 

On  obtiendra  donc  lea  développemens  de  £i  + *)*  et  de 

— 2 • * * • 

(i  -f-  a)  *,*  en  remplaçant  successivement  a par  • et  par 

— — dans  la  formule  (3)  ( page  frji). 

Il  résulte  de  ce  qui- précède,  que  m désignant  un  nombre 
positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire,  le  développement 
de(i  + *}”est  . 


m(m- — i ) t i)  (m — 2) 

~ 3 


-*“4- 

2 1 2 


a5  -(-etc. 


(i-j-z)"=i+m*-f-  — 

Remarque.  La  formule  du  binoinc  donne  le  moyen  de  déter- 
minerle  développement  de  la  raoine  TO1'1'"'  d’une  quantité  com- 
posée de  plusieurs  termes. 

i*ar  exemple,  pour  développer  la  racine  quarrée  de è’i — 4ca » 
on  observe  que  -,  ...  -/  ' • • « 

[/  b%  t—  4 ca  ~ b V'1  — 4 cb~‘a  = i(  1 r-  Ack~ *<*)  * • 

On  obtiendra  lé  développement  de  ( I— 4cé~’«)“  en  faisant 
m s=  ^ . Z sa:  — 4cé— so , dans  l’expression  précédente  de 
(1  + a)"*;  ce  qui  donnera 

• ' < • * • ■ ' " ' 1 - • . ;• 

(1  — 4cZ>-’«)“  ssi  i.-r'2cô— *a  — 2c’i— ta*.— — r«tc. 

• Si  Von  multiplie  les  deux  membres  par  h,  on  trouvera' 


^/■6*  — 4 ca  —=b  — 2ci^"a  — 2e*&  3#*  ■*—  4c*i  sa3  — etc. 

Ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  auquel  on  est  parvenu 
dans -la  page  177.  •'  . . 
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Note  relative  à F extraction  de  la  racine  quarrte. 


33(>.  Lorsqu’on  a trouvé  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  plus  petite 
valeur  entière  approchée , n,  de  la  racine  quarrée  d’un  nombre  entier  N, 
si  Cnn  désigne  par  a laSvaleur  de  la  partie  de  la  racine  déjà  obtenue,  le 
reste  correspondant  sera  N— a’  ( Arith . , page  164,  n°  1 29). 

Soit  représenté  par  C la  plus  petite  valeur  entière  approchée  de  la  partie 
de  la  racine  qui  reste  à obtenir;  nous  allons  démontrer  que  la  division 
du  reste  par  aa,  donnera  C ou  C+i  unités  au  quotient. 

Il  s’agit  de  prouver  que  le  quotient  de  N — a*  par  Ta  est  compris  entre  C 
et  C+3. 

Ou  observera  d'abord  que  a contient  autant  de  chiffres  que  n on  que  a+  C ; 
car  pour  exprimer  en  unités  simples  la  partie  de  la  racine  déjît  obtenue,  il 
faut  mettre  autant  de  zéro  II  droite  de  lu  partie  obtenue  qu’il  rade  chiffres 
dans  C (*). 

Cela  pose,  on  a n=a+C,  V^"=*+ f + A d’où 


N —a-  = aa^l-  /)  + (C+  /)*, 


*^=(c^<£±£>: 


Or,  t est  positif  et  moindre  que  ■ ; dune 


ÏW 


— >C  et  *H^<C4.,+£±^ 


La  question  sc  réduit  donc  & faire  voirque  l’on  a toujours 


(C+.)» 


<t;  ce  qui  revient  h (C+l)*<2a. 


La  propriété  énoncée  sera  donc  démontrée,  si  l’on  prouve  que  l’inégajité 
(f  + i)><iaa  lieu  lorsque , a étant  le  plus  petit  possible,  fest  le  plus  grand 
possible;  ce  qui  revient  h supposer  que  a est  l’unité  suivie  de  plusieurs  zéro, 
et  que  tous  les  chiffres  de  C sont  des  9. 

1°.  Quand  n a ip  chiffres,  a a aussi  tp  chiffres.  Or,  on  suppose  que  a est 
le  plus  petit  possible  et  que  C est  le  plus  grand  possible.  Par  conséquent,  a est 
l’unité  suivie  de  tp  — 1 zéro  ou  to’E-1 , et  C est  un  nombre  formé  de  p — 1 


37 


i,î 

...  s: 


(*)  Par  exempte,  si  la  partie  entière  rie  la  racine  n étant  4x356,  on  a déjà  tronvr  les  trois 
premiers  chiffres  4,  a,  3,  on  aura  a=4s3oo,  n = 4x356,  C=50. 


’.T 


1 
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chiffre*  égaux  h 9,  ou  ioe-' — 1 . De  sorte  que 

« = io»E-‘,  C s=  loP-' — 1. 

On  en  dédait 

3«>io>e— , (CH- 1)*  = io*p-»,  (C+i)*<io*p— . 

Donc  (C+0*<a“- 

Quand  n a apH-  1 chiffres,  <t  est  l’unitc  suivie  de  a p zéro;  f est  forme 
de  p chiffres  égaux  il  9.  De  sorte  que 

«=10’'’,  C=iof  — 1 j d’oi»  a*  > to %r,  (CH- 1)*  = ro»f. 

Donc  (C+i)’<J*. 

Le  principe  est  donc  démontré. 

i*r  Exemple.  Soit  N = aoi5a64i6. 

La  partie  entière  n de  ^/N,  ayant  5 chiffres,  on  cherche  scs  trois  premiers 
chiffres  par  la  méthode  ordinaire  ( Arith . n»  ia8,  page  161);  ces  chiffres  sont 
1,  4,1;  ils  valent  14100  unités  j le  reste  correspondant  étant  3716416,  on  le 
divise  par  a fois  14100;  ce  qui  fournil  le  quotient  96  çt  le  reste  9316.  La 
râleur  entière  approchée  de  est  donc  14100  H- 96  on  1 4 

a*  Exemple.  Soit  JV  =4taa5a4i6. 

On  trouve  <t  — ao3oo;  le  reste  correspondant  est  i6a4i6. 

Pour  obtenir  les  deux  autres  chiffres  de  n , on  divise  ^^4 16  par  le  double 
40600  de  ao3po;  ce  qui  fournit  le  quotient  entier  4 et  le  reste  16.  De  sorte  que 

n = ao3oo  H-  4 = ao3»4.  # 

3»  Exemple.  Soit  N = 301536417.  ® 

On  trouve , par  le  procédé  ordinaire , que  les  trois  premiers  chiffres  de  n 
sont  1,  4,  I ; de  sorte  que  « = i4ioo;  le  reste  correspondant  c#l  3716417. 
La  division  de  ce  reste  par  3 *,  donnant  le  quotient  96  et  le  reste  9317, 
la  valeur  entière  approchée  de  \/^  est  1 4 1 9®* 

4e  Exemple.  Soit  N = 3g6oo. 

Le  nombre  n ayant  trois  chiffres,  on  cherche  scs  deux  premiers  chiffre* 
par  le  procédé  ordinaire;  ces  chiffres  sont  1 et  9;  de  sorte  qne  <t=  190;  le  reste 
correspondant  est  35oo;  la  division  de  35oo  par  190  X a fournissant  le  quo 
tient  9 et  le  reste  80,  la  valeur  entière  approchée  dc'l/'N  est  îgg. 

On  peut  facilement  reconnaître  si  la  méthode  précédente  déterminé  la 
plus  petite  ou  la  plus  grande  valeur  entière  approchée  de  la  racine  cher- 
chée. Encffet;soit  Q le  quotient  entier  de  la  division  de  N — «t*  paras,  et  R 
ç,  Je  reste.'  On'vicnt  de  prouver  que  Q est  toujours  égal  h C ou  è CH-  1. 

La  relation  N — éz  3*(C+ 1)  + ( CH-/;*  donne 
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. . N - «*  = + (C*  + w 4.  tct  + f,)f 

(>) . . . N — «•  = M(f  + 0 + (c+  /;•  — î«(i  — t). 

•Cela  pose  : i°.  lorsque  Q = C,  la  relation  (t)  fait  voir  que 

R = C,  + 2xS+‘>Cf+  /*;  donc  R = C on  R>C‘. 

Par  conséquent,  R = Q»  ou  R>Q». 

a“.  Lorsque  Q = C+i,  la  relation  (a)  démontre  que 

R — (C+/)*  — a«(i  — /). 

Or,  /étant  positif  et  moindre  que  1,  on  a 

(^  + 0*  > (f  + /)*  ; donc  k pin»  forte  raison 
(C+  0*  > (C-H  /)*  — a*(t  _ /)  j donc  * Q*  > R. 

3°.  Réc.raoquEMEicT.  Lorsqu’on  a R = Q*  ouR>Q>,  le  quotient  Q 
est  égal  h C,  car  autrement,  Q serait  égal  h C+i,  et  d’après  (a«),  R ,erait 
moindre  que  Q»  j ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Qna“d  R < Q*,  on  a C+  1, 

car  autrement,  Q serait  égal  à C ; et  d’après  (1°)  on  aurait  R = Q»  ou  R>0* 
ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  ^ * 

Par  conséquent,  selon  que  Q-  n’est  pas  plus  grand  que  R,  on  est  plus 
grand  que  R,  le  quotient  Q est  égal  a Cou  a C+ 1 ; de  sorte  que  la  mé- 
thode indiquée  détermine  la  plus  petite  ou  la  plus  grande  vtlïeür  entière 
approchée  de  La  racine  quarrée  du  nombre  donné . 

Remarque.  Lorsque  R=  Q»,  le  nombre  donné  est  le  quarré  de 

car  la  relation  = Q + — donne 

aa  ^ a* 

N = *»  + a*Q  + Q*  = (*  4.  Q).. 

Dans  les  deux  premiers  exemples  (page  5j8),  le  reste  R étant  égal  an 
quarré  du  quotient  Q,  la  méthode  indhjfte.  détermine  la  racine  quarrée 
exacte  cln  nombre  propose'.  , 

Dans  le  3°  exemple  (page  578),  on  a 

W = ao.5a64i7,  Q = g6,  Q>=9at6,  R = 9ai7,  Q*  <R;  donc  Q=f. 

Le  nombre  1^196  obtenu  à la  racine  exprime  donc  la  plus  petite  valeur 
entière  approchée  de  \/  aor5aG{  17. 

Enfin , dans  le  4e  exemple  {page  578) , on  a 

Q = 9.  Q*  =8t,  R = 8o,  Q*  > R ; donc  *Q  = f-)-,. 

Le. nombre  199  obtenu  h la  racine  est  donc  la  plus  grande  valeur  entière 
approchée  de  \/ 3g6oo. 

Not».  Les  démonstrations  contenues  dans  cette  npic  ont  paru  pour  la 
première  foi»  dans  l’édition  de  mon  Algèbre  publiée  en  1800. 

37.. 
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Note  sur  le  ii°  177  (page  3oa). 

3Ï;.  Un  procédé  analogue  à celui  du  n*  177  fournit  le  moyen  de  résoudre 
les  équations  exponentielles  de  la  forme 

(1). . . A -h  B '4**+"'  -+•  C'cP'+e'  + etc.  =0. 

En  effet,  celte  équation  revient  i 

A'am’am*  + B'4"'4»*  + C'cf'ct*  ■+.  etc.  = o. 


Soient  A'a”,  = A,  B'4*' = B,  C'cf'zsC,  etc. 

A,  B,  C,  etc.,  sont  dçs  nombres  connus;  l’équation  (1)  devient 
(a). . ..Aa“*  4-  B4**  ■+•  CcP*  ■+■  etc.  = o. 

Pour  calculer  sr,  on  fait  4 = a?,  c = a etc.  ; on  a vu  (page^oi,  t°)  que 
les  valeurs  des  inconnues  C,  f,  etc. , sont  fournies  par  les  équations 
„ Ib  ■ le 

C=Ta'  *=Ta’etC-  • 

Connaissant  les  exposans  C,  f,  etc.,  l’éqnation  (a)  se  réduit  h 

Aa“*  •+•  Ba^nï  -+•  C a*Px  + etc.  = o ; 
et  en  posant  a1  = z , on  a , 

(3).. . Azm  4.  B*^rt  ■+•  CifP  -b  etc.  = 0,  (4)...ar  = ~ 

L’éqnation  (3)  détermine  les  valeurs  de  z,  et  ensuite  les  valeurs  correspon- 
dantes de  x se  déduisent  de  la  relation  (4).  . 

ter  Exemple.  Soit  a*  — 5a*-*  — 4 = 0- 

L’équation  (3)  se  réduit  & z — 5a~*z — 4 = 0i  d’olt 

4a*  , ,,,  9 . , /(4a*)  /(a1 — 5) 

77— i,  /a  = /(4a*)  — /(a*  — 5),  * = -"  /g -■ 


a*  — 5 


a*  Exemple.  Soit  a»*_î  — a a*-*  — 3 = o 

» 

L’équation  (3)  devient  a-**’  — aa~ *z  — 3 ■=  o. 

Cette  dernière  fournit  deux  valeurs  de  z,  et  ensuite  la  formule  (4)  déter- 
mine les  denx  valeurs  correspondantes  de  x.  . 

Nofe  relative  au  n°  3i3  ( page  4d9)- 

• • 

338.  Ponr  exprimer  que  V équation 

(1). . . xm  -4-  A*"-1  -f-Bx1”-*  •+■  Cx"*-3  -h. . .-+-qx3-+-  rx*4»sx  + t = o, 

a Jeux  racines  égales  et  de  signes  contraires , on  peut  observer  que  cette 
équation  devant  admettre  deux  valeurs  de  x de  la  forme  -b a,  — a , si  l’on 
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y change  x en  — x,  ce  qui  revient  à changer  les  signes  de  toutes  les  racines, 
l’équation  résultante 

(a). ..  x“ — Ajc"*-'  -+-  Bar'*-*  — Cx"-1  -f-. . .cpqx*  ± rx'msx'àltxxo, 

devra  encore  admettre  les  racines  — o,  + a.  Les  premiers  membres  des  équa- 
tions (1)  et  (a)  doivent  donc  être  exactement  divisibles  par  le  produit  x* — a* 
des  facteurs  x — a,  x + a,  corrcspondans  aux  racines  + a,  — a.  Il  suffit 
donc  d’exprimer  que  ces  premiers  membres  ont  un  commnn  divisent  de  la 
forme  x* — a*  ; ce  qui  conduit  h chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
xm  ■+■  Ax"*-1  -+-  Bx"*— * -f-  etc. , et  x™  — Ax*-'  -f.  Bx"-’  — etc. 

Quand  m est  un  nombre  pair  an,  la  division  de  x*»-f- Ax1*-'  -f- etc.  par 
x1* — Ax”1-'  4- etc.  fournil  nn  reste 

ax  (Ax»*-*  4-  Cx»"-* +. . .4- <?x>  4-  s) 

qui  ne  contient  que  des  pnissances  impaires  de  x;  et  après  avoir  supprime' 
le  facteur  ax  qni  est  premier  avec  le  diviseur,  on  divin 

A»(x**  — Ax’*-'  4-Bx*"-’  — Cx*»-J4-. . . — qx3  -f-rx*—  sx4-  t)  * 

par  le  polynôme  Ax’*-’  4-Cx**-<4-..  .-f-  qx'  + s , qni  né  contient  que 
des  puissances  paires  de  x;  cette  division  conduit  à nn  reste  de  la  forme 

A'x»"-*  H-  B'x’*-®  H H-q'x’H-r'. 

Les  polynômes  Ax’"-’  4-Cx»"-*  4-. . . + qx>  4- s, 

A'x**-<  -f  B'x*"-®  •+• (-  q'x'  4*  r', 

ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  x,  si  l’on  continue  les  calcnls  re- 
latifs h la  recherche  du  plus  grand commnn  diviseur , les  diviseurs  et  les  restes 
successifs  ne  renfermeront  que  des  puissances  paires  de  x.  Par  conséquent, 
lorsqu’on  sera  parvenu  h un  diviseur  du  second  degré,  ce  diviseur  sera  néces- 
sairement de  la  forme  Mx*  -4- N,  le  reste  correspondant  R sera  indépendant 
de  x,  et  pour  exprimer  que  l’équation  (i)  a deux  racines  égales  et  de  signes 
contraires , il  suffira  de  poser  R = o. 

Quand  les  coefficient  A,B,C,...,q,r,s,r,  satisferont  h la  condition 
R = o,  l’équation  Mx’  4-N  = o déterminera  deux  racines  de  l’éqnalion  (i) 
qui  seront  égales  et  de  signes  contraires. 

Exehfz,e.  Soit  proposé  d’exprimer  que  l’équation 

(3). . . xi  +Ax*  -f- Bx*  + Cx  + D = o 

a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

On  change  x en  — x dans  cette  équation , ce  qui  donné 

x*  — Ax1  4-  Bx*  — Cx  4 D = o; 

on  divise  les  premiers  membres  de  ces  équations  l’un  par  l’autre , le  reste  est 
ax(Ax*  4-  G).  On  supprime  le  factcnr  ax,  cl  la  division  de 

A’ (x*  — Axs  4- Bx’ — Cx4-D)  par  Ax’  + C, 
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conduisant  au  reste  C’  -f-  DA*  — ABC,  la  condition  cherchée  est.... 
O 4- DA>  — ABC  = o. 

Quand  les  coefficiens  A , B , C , D , satisfont  h cette  condition , l’équation 
(3)  a deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  qui  sont  déterminées  par 
l'équation  Ax*4-C.  = o. 

Ces  résultats  s’accordent  arec  ceux  que  l’on  a obtenus  ( page  Soi). 

On  opère  d’une  manière  semblable  lorsque  l'équation  (i)  est  de  degré  impair. 

Note  relative  au  ig*  Problème  (page  5i3). 

33{).  Lorsqu’on  cherche  l’éqnation  t ( y ) = 6 dont  les  racines  sont  les  diffé- 
rentes  sommes  qn’on  pent  former  en  ajoutant  deux  à deux  les  m racines  a , 
b,  c. . . , k,  de  l’équation  du  m‘imt  degré  f(x)  = o,  on  est  conduit  à élimi- 
ner x entre  les  équations 

/(*)  = <>>  f(jr  — x)=o; 

et  l’on  a vu  (page  5t4)  que  l'équation  finale  en  y qui  détermine  toutes  les 
valeurs  de  y propres  à satisfaire  au  système  (i) , est 

(y— 3a)  (y— a4)...(y  — 3k)  K 

Ponr  débarrasser  le  système  (i)  des  m valeurs  étrangères  3a,  3b. . . , 2k,  de 
y,  on  a divisé  f(y  — <r)  — f (x)  par  y — ax,  ce  qui  a fourni  un  quotient 
exact  F i (x,  y)  j et  le  nouveau  système 

(a).../(x)  = o,  B i (x , y)  = o , 

n’admettant  plus  les  m valeurs,  3a,  ai. . . , a k)  dey,  si  l’on  élimine  xentre 
les  équations  (a),  l’équation  finale  en  y qui  fournira  tputes  les  valeurs  dey 
convenables  au  système  (a) , sera 

(3)...  {g(y)}*  = o. 

Lorsque  nous  avons  dit  ( page  5i5)  que  rélimination  de  x entre  les  équa- 
tions (a)  conduit  directement  a l'équation  demandée  p (y)  — o,  nous 
avons  supposé  que  l’on  effectuait  l’élimination  par  la  méthode  du  plus  grand 
commun  divisenr,  et  que  les  multiplications  des  dividendes  successifs  par  des 
fonctions  dey  n’introduisaient  pas  des  valeurs  étrangères  dey. 

Nous  allons  prouver  que  dans  ces  hypothèses , le  resté  indépendant  de  x 
doit  être  g (y) , et  que  le  diviseur  qui  conduit  à ce  reste  est  de  la  forme. . . . 
A (x*  — yx  ■+■  B),  A et  B désignant  des  quantités  indépendantes  de  x.  En 
effet , soit  Y le  reste  indépendant  de  x , et  désignons  par  (x , y)  le  diviseur 
qni  a fourni  ce  reste  ; les  solutions  des  équations  (a)  spnt  les  mêmes  que  celles 
du  système 

(4)...  Y = o,  ».(x,’y)=o. 

Or,  pour  chaque  valeur  f de  y,  tirée  de  Y = o , l’équation  p , (x , O ~ o 
doit  fournir  les  deux  racines  a , b,  de  f{x)  — o , dont  la  somme  est  C ; ce  qui 
détermine  les  deux  ablutions 
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jr  = C,  x = a ||  y — C,  xe=b. 

Par  conséquent , chaque  facteur  y — C de  Y doit  entrer  deux  fols  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  finale  (3),  et  p I ( x , f)  doit  être  de  la  forme 
A (x*  — Cr  -f-  B)  > (n°  aa5)  ; donc 

ï=  * (y)  et  *■  (x<y)  = M*'  —y*  + B)- 

Ces  propriétés  ont  e'té  vérifiées  (page  5i5)  lorsque 

f(x)  — xs  — ai*  — x -b  a. 

Remarque.  Quand  on  élimine  x entre  les  équations 
f(x)=xx'i  — ax*  — x -f-  a = o , 

f(y  — x)  = x»  -f-  (a  — 3y)  x»  (3 y*  — 4y  — i)x— (y>—  a y— y -b  a)  = o , 
la  division  de  f (y  — x)  par  f (x)  donne  le  reste 

R > = (4  — 3r) *’ 1 — (4  — 3r)  r*  — (r J — »/*  —y + 4)- 

On  divise  (4  — ty)f(x)  par  Ri  , ce  qui  donne  le  quotient  *-hy — a et 
le  reste  R,  = (y3  — 4 /*  4*  3y)  (y  — a*). 

Mais,  d'après  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  289,  on  obtient  toutes  les  solutions 
des  équations  proposées  en  traitant  séparément  les  deux  systèmes* 

y'— 4r’-l-3y=o,  R.=°  Il  y — ™=°,  R.=o. 

Dans  le  premier  système,  chacune  des  valeurs  o,  t,  3,  de  y,  déterminant 
deux  valeurs  de  x , on  en  déduit  Ica  six  solutions 

r = o ir  = o | y = i |j-  = t|r  = 3|r  = 3 

x=i  I x = — i Las  = — i I x = ai  x — 1 ' x = a; 

ces  valeurs  de  y sont  les  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  deux  à deux 
les  racines  -f-  i,  — 1 , -f- a,  de  f (x)  = o. 

Pour  obtenir  les  solutions  du  deuxième  systèmey  — ax  = o,  R,  = o,  on 
divise  4R1  par  — ax+y , ce  qui  conduit  au  reste  y1  — 4y*  — 4y "+■  i ct 
les  solutions  demandées  sont  les  mêmes  que  celles  du  système 

j.J_4y.  _4y-f  rSxzo,  y — ax  = o;. 

il  admet  les  trois  solutions  \ 

r = a,  *=I  II  y— — o,  x =?—  i ||  y = 4»  * = »•  I 

La  relation  y=ox  fait  voir  que  les  valeurs  -1-  a,  — a,  + 4*  de  y,  sont  les 
doubles  des  racines  de  f (x)  — o. 

L’équation  finale  en  y,  qui  détermine  toutes  les  valeurs  de  y propres  i sa- 
tisfaire aux  équations  données,  est  donc  (n°  aa4) , 

(r— °)(y— °)Cy  — 0(r  — >)(r— 3)(r— 3)  (r— aKr+a)(r— 4)  = °» 

ou  (yJ  — 4y*  + 3y)*  (y>  — 4y*  — 4y+ i6)=o. 
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Note  relative  à là  recherche  de  la  limite  de  l'erreur  que  Von  peut 

commettre  lorsqu'on  fait  usage  dJ une  table  de  Logarithmes  (* ) . 

340.  Pour  calculer  les  logarithmes  h cinq  décimales  des  nombres  entiers 
et  décimaux  qui  ne  sont  pas  dans  la  Table  (**),  et  pour  revenir  de  ces 
logarithmes  aux  nombres  c orrespondans , ou  ramène  toujours  la  question 
à opérer  sur  des  nombres  compris  entre  1000'et  10000  , ou  sur  des  logarithmes 
dont  la  caractéristique  est  3,  jï.  Pon  suppose  ; 

i6.  Que  les  différences  entr.e  les  nombres  sont  proportionnelles  aux 
différences  entre  leurs  logarithmes  ; 

Que  les  logarithmes  tabulaires  sont  tout-a-fait  exacts  ; 
if  Propositions  qui  ne  sont,  ni  l’nne  ni  l’antre,  rigoureusement  Traies. 

11  est  donc  necessaire  de  faire  voir  d’abord  ce  qui  conduit  & poser  la  pro- 
portion indiquée  ; et  ensuite  de  calculer  L’erreur  qu’elle  peut  produire,  en 
ayant  égard  aux  deux  causée  d’inexactitude  dont  elle  eet  affectée. 

34 1.  Noua  commencerons  par  démontrer  quelques  principes  sur  lesquels 
est  fondée  la  légitimité  de  la  proportion  que  l’on  établit  approximativement 
cotre  les  différences  des  nombres  et  les  différences  de  leurs  logarithmes. 

i«.  Les  différences  premières  (***)  des  logarithmes  sont  positives,  et 
d'autant  plus  petites  que  les  nombres  sont  plus  grands  et  que  leurs  diffé- 
rences sont  plus  petites. 

En  effet,  soit  n un  nombre  très  grand,  et  l ton  logarithme  tabulaire ; 
toit  k nn  nombre  très  petit , et  f+A  le  logarithme  de  n -H  A ; on  aura 

10 ' = n,  10*+*  =/i  + A,  . 
d'où , en  divisant  la  seconde  égalité  par  la  première,. 

IO*  = ^-i-^— I A = logCl  + -\ 

n n V.  n/ 


NOTES. 


(*)  Cette  note  est  de  M.  Vincent,  professeur  au  Collège  Sainte-Barbe,  auteur  d’un  traité 
de  Géométrie,  qui  s'était  déjà  occupé  du  même  objet  dan*  les  Aunalés  de  Mathématiques, 
(tome  XVI,  page  19). 

(a*)  Noos  supposerons  qu’on  fait  usage  de  1a  table  des  Logarithmes  placée  à la  fin  de  l’A- 
rithmétique de  H.  Keynaud  ; elle  renferme  les  logarithmes  à cinq  décimales  de  tous  les  nom- 
bres entiers  depuis  i jusqu’à  10000.  Lorsque  nous  considérerons  d'autres  tables,  nous  aurons 
soin  d’en  avertir. 

(*•*)  Dans  une  suite  de  quantités  numériques , on  nomme  différences  premières  t ou  simple- 
ment différences , les  restes  que  l’on  obtient  en  retranchant  de  chacune  de  ces  quantités,  celle 
qui  la  précédé  immédiatement.  Ces  différences  sont  positives  ou  négatives,  selon  que  les  quan- 
tités vont  m croissant  ou  en  décroissant. 

De  même,  si  l’on  retranche  de  chacuuc  des  différences  premières  celle  qui  la  précède  immé- 
diatement, on  aura  une  nouvelle  snitc  de  différence*  que  l'on  nomme  différences  secondes. 

On  obtiendrait  de  même  des  différences  troisièmes  , quatrièmes , etc, 
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» 

Or,  puUque  log  i-o,  il  en  résulte  que  h,  ou  log(n-+-A) — logn,  on  enliu 
lu  différence  du  logarithme  /,  est  positive  et  d’autant  moindre  que  la  frac- 
tion - est  plus  petite,  c’est-à-dire  d’autant  moindre  que  le  nombre  n est  plus 

grand  et  que  la  différence  A est  plus  petite. 

Ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

a*.  Lorsque  des  nombres  sont  équidiffèrens , les  différences  secondes  de 
leurs  logarithmes  sont  négatives,  et  d'autant  plus  petites  que  les  nom- 
bres sont  plus  grands  et  que  leurs  différences  sont  plus  petites. 

Soient  toujours  l et  l + h les  logarithmes  respectifs  de  n et  de  n + A,  et 
soit  de  plus  l + h-f-A'  celui  de  n-J-aA;  on  aura 


to'srn,  io*+*  = n4-A,  i o,+i+*'  =an  + a A ; 
d’où,  en  divisant  chaque  égalité  par  la  précédente  , 

n+  A „ n- f- aA 


io*= 


10*': 


n ' o + A 

Si  l’on  divise  encore  la  dernière  égalité  par  la  précédente , il  en  résultera  , 


I0k>-H=?t 


»A)  _ 
(n+A)* 


D’où 


(/t-f-A)»  — A»  _ _ / A y 
(n  4-  A)>  — 1 \n  + kj  ' 

/»'  — A = log|t  — et.V<A, 


car  les  logarithmes  des  quantités  moindres  que  l’unité  sont  négatifs  (n»  170). 

A _ 1 

n + k . 


Or, 


0+9' 


quantité  d’autant  plus  petite  que  n est  plus  grand  et  que  k est  plus  petit;  et 
d’ailleurs  log  i = o;  donc  les  différences  premières  h et  h f approchent  d’au- 
Jant  plus  de  l’égalité,  ou  bien,  la  différence  seconde  h'  — h approche  d’au- 
tant plus  de  zéro  , que  n est  plus  grand  et  que  k est  plus  petit.  „ 

3°.  Si  des  nombres  équidiffèrens  sont  très  grands  et  ont  des  différences 
très  petites , leurs  logarithmes  peuvent  aussi  (en  négligeant  les  différences 
fccondes)  être  considérés  comme  équidiffèrens. 

En  effet,  si  l’on  néglige  la  fraction  très  petite  du  second  ordre  (*) 

(«cTâ)  * ^^erence  secon(îc  h?  —h  deviendra  nulle,  ou  bien,  ce  qui  est 
la  m<ne  chose,  les  différences  premières  h et  h!  seront  égales  entre  elles. 

(*)  Un  fraction  est  dite  très  petite  du  af,  du  3? , ordre  , lorsqu'elle  est  We  produit  d<f 

a,  de  fractions  considérées  comme  très  petites,  ou  la  a',  la  3e puissance  d'une 

fraction  Ut  petite.  Sa  valeur  est  d’autaul  moindre  que  l'ordre  est  plus  tlevc  (a°  119I. 
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4°.  Lorsque  trois  nombres  sont  très  grands  et  tris  peu  différens , on 
peut  établir  une  proportion  entre  leurs  différences  et  celles  des  loga- 
rithmes correspondons. 

Supposons  que  les  différences  entre  le  pins  petit  nombre  et  chacun  des 
deux  autres  soient  commensnrables  entre  elles , et  dans  le  rapport  de  p 
h q.  Dans  cette  hypothèse , les  trois  nombres  étant  nécessairement  de  la 
forme  n , n +pk,  n +qh,  feront  partie  de  la  progression  par  différence 

s n . n+lt.n-i-*k...n+pk...n  + qki 

et  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir  (3°),  les  logarithmes  des  termes  de  cette  pro- 
gression, dans  laquelle  on  suppose  n très  grand  cr k très  pâlit,  formeront 
aussi  une  progression  par  différence  telle  que  la  suivante  : 

4 f * l -f"  h . I -f-  ait. . . I -f-  ph. . . I + qh. 

Or,  on  a évidemment 

(m+pk)  — n : (n  + qk}—  n II  (l  + ph)  — l : {l -f- qh)  — l, 
car  cette  proportion  revient  & 

ph  : qk  Hph  : qh. 

Le  principe  énoncé  (4°)  est  donc  démontré  pour  des  différences  commen- 
surables  entre  elles,  il  convient  donc  aussi  à des  différences  incommensura- 
bles (n*  i3). 

La  légitimité  de  la  proportion  approchée  étant  maintenant  établie  pour 
tons  les  cas  où  les  nombres  sont  très  grands  et  diffèrent  très  pen,  noos 
allons  passer  au  calcul  de  l'erreur  qu’elle  occasions  , erreur  qui  résulte, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  de  deox  causes  que  nous  aurons  à considérer 
successivement  : la  première,  l’inexactitude  de  la  proportion  elle-même;  la 
seconde,  l’inexactitude  des  logarithmes  tabulaires. 

34a.  Calculons  d’abord  l’erreur  qui  résulte  de  l’inexactitude  de  la  pro- 
portion ( les  logarithmes  employés  étant  supposés  exacts ) {*). 

Soit  n un  nombre  que  nous  supposerons  supérieur  à tooo  (les  nombres 
devant  être  très  grands,  d’après  ce  qui  précède,  pour  que  l’on  soit  autorisé 
à considérer  leurs  différences  comme  proportionnelles  à celles  de  leurs  loga- 
rithmes); de  plus,  soient  l le  logarithme  de  n,  et  / -t- A celui  den  + i;  A 
étant  la  différence  tabulaire  entre  logn  et  log(rc-f-i);  soit  encore  n + d,  n» 
nombre  compris  entre  n et  n ■+•  r , et  /4-mA  son  logarithme,  m et  d était 


(*)  Dana  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  constamment  que  l’on  emploie  les  ta?es  de 
logarithme,  à cinq  décimales,  et  que  l’on  opère  sur  des  nombres  compris  entre  tooo  et  >0000, 
et  sur  des  logarithmes  dont  la  caractérùtique  c»t  3.  Ainsi , lorsqu'on  cherchera  le  lQartlhme 
d'un  nombre  décimal  (compris  entre  tooo  et  10000)  , la  proportion  sertira  à complète  la  partie 
décimale  du  logarithme  demandé,;  et  quand  on  voudra  trouver  à quel  nombre  appellent  un 
Jogaiitlimc  donné  (dont  la  caractéristique  est  3),,  la  partie  entière  du  nombre  cheihé  se  tron- 
vaot  dans  la  table , la  proportion  servira  à calculer  la  partie  décimale  de  ce  nombr* 
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supposés  moindres  que  i’unilé  (*)  ; on  anra 

/ 

(1)...  io/e=n,  = A ==n-4*  î. 

Cela  pose,  la  quantité'  x qu’il  faut  ajouter  à l pour  avoir  le  logarithme  de 
n se  détermine  par  la  proportion 


i;<2”A;x,  d’oh  x = é/A,  et  \o%(n+d)-=zl-t-dA^ 
de  sorte  qu’on  trouve  l + dA  au  lieu  de  /+wA  pour  la  valeur  de  log(/i-4-d). 
Ij’errcur  qui  en  résulte  est  donc  égale  à (m  — d)A:  (ou  verra , page  suivante, 
que  m^>d). 

De  même,  la  quantité  x qu’il  faut  ajouter  h n pour  avoir  le  nombre  auquel 
appartient  le  logarithme  l+mAf  se  détermine  par  la  proportion 


A ? mA 


lx , d’oh  x—m\ 


ë 


on  troure  ainsi  qne  le  nombre  cherché  esc  égal  à n-j-m,  tandis  qne  sa  râleur 
exacte  est  n -f-  d.  L’errcor  qui  en  résulte  est  donc  m — d. 

On  voit  donc  qne  l’erreur  commise  dans  les  deux  cas , provient  do  ce  qu’on 
prend  l’une  pour  l’autre  les  deux  quantités  m et  d. 

Cherchons  , d’après  cela  , la  différence  de  ces  deux  quantités. 
Remarquons  4 cet  effet  qne  les  équations  (1)  donnent 


1 oA  = n - = t +■  -,  n + d=  io‘  x (ioA)m  = n(i  + -'}  . 

n n \ nj 

Développant  (,+0’  par  la  formule  du  binôme  de  Newton,  laquelle 

a clé  démontrée  généralement  (n«  335) , multipliant  le  résultat  par  n , et  re- 
tranchant ensuite  n de  chaque  membre,  on  tronve 

ra m(i—  ni)  m(i— m)  (1— m)  _ m(t—  m)  (a— m)  f3— m) 

1 t.  an-  t.  a.  3n”  1.  a.  3.  4ni 


Dans  cette  série,  le  quotient  de  la  division  dn  terme  qni  en  a r avant  lui, 
r — en 


par  le  terme  précédent,  est 


-.  Ce  qnotient  est  évidemment  positif  et 


(r-f-i)n' 

moindre  qne  l'unité,  puisque  m < 1 et  n>  1 ; il  en  résulte  qne  les  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  que  chacun  d’eux  est  moindre 
qne  le  précédent. 

Or,  rfnns  toute  série  dont  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs , si  chaque  terme  est  moindre  que  te  précédent , la  somme  des: 
r premiers  termes  différera  de  la  somme  de  tous  les  termes , d'une  quan- 
tité moindre  que  le  ( r -f-  I )i*m*  terme. 

En  effet , soit  une  série  de  cette  espèce 

S=a— i + e — d-be-— f+g — etc.; 


(4)  Tons  tes  nonü>res  n , I,  è,  etc. , sont  supposés  , dans  ce  numéro,  supportés  s 1a  même 
«ailé. 
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a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  etc.,  seront  des  nombres  positif],  et  l'on  aura 
v *<«> c<  b,  d<c,  e<d,  /<e,  g<f,  etc. 
Mais  on  pent  mettre  S sous  les  differentes  formes 


S = a — (b  — c)  — (d—  e)  — (/— g)  — etc., 

S = a — b + (c — d)+ (e — /}+  etc. , 

$=a—b  + c—(d—e)—(f—g)  —etc., 

et  ainsi  de  suite. 

Chacun  des  binômes  compris  entre  parenthèses  étant  positif,  on  voit  que 


S <.a,  S >a — b,  S<a  — b + c,  S>a  — 4-f-c*-d,  etc. 


Ce  qui  démontré  le  principe  énoncé  ('). 

On  peut  dd®  déduire  de  ce  qui  précède  les  inégalités 


, . mit  — m)  m(  i — m ) 

d < m,  d>m m — d<_  -. 


Mais  la  somme  des  facteurs  positifs  m , t — m,  étant  égale  è i , il  résulte  de 
ce  qu’on  a vu  ( ae  remarque , page  206  ) que  ‘ < 


\ 1 j,  . m0  ~ m)  ^ 1 

Mt-mXj,  d ou 


donc 


m — 


8n’ 


L’erreur  (m  — d)à  = e que  l’on  commet  dans  la  première  q ueslion  f dé- 
terminer  le  logarithme  d'un  nombre  donné  ) est  donc  moindre  que  — . 

Or,  n étant  supposé  plas  grand  que  1000,  on  voit  dans  la  table  de  loga- 
rithmes il  cinq  décimales,  que 

0|00t  . OlOQT  0|OOOOOI 

A < — : donc  e < -j -,  ou  e < 5 — . 

a 16000  16 

L’erreur  e étant  moindreque  le  seizième  d’une  unité  décimale  du  sixième  or- 
dre, ne  saurait  porter  sur  les  cinq  premières  décimales  du  logarithme  cher- 
ché (**). 

L’erreur  m — d — e'  que  l'on  commet  dans  la  seconde  question  (déter- 
miner le  nombre  auquel  appartient  un  logarithme  donné  ) , est  moindre 


(*)  Cette  démonstration  est  tirée  des  Notes  sur  V Algèbre , de  M-  Reyoaud. 

(**)  11  ne  faut  cependant  pas  entendre  par  là  d’une  manière  absolue  qne  ces  cinq  chiffres  dé- 
cimaux n’en  puissent  être  altérés.  Par  exemple,  le  nombre  a pour  valeur  approchée 

à cinq  décimales  3 1 4 7 1 tandis  que  celui-ci  3(472995 1 , qui  n’en  diffère  qne  de  3 unités  du  7* 
ordre  décimal,  a pour  valeur  approchée  3(473oo.  Si  donc  on  prenait  l'un  pour  l’autre  ces  deux 
nombres  k cinq  décimales,  on  commettrait  une  erreur  moindre  qu’une  unité  du  6«  ordre  déci- 
mal, et  cependant  le  chiffre  du  3?  ordre  se  trouverait  altérés 
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que  — l— , ou  que  — ; elle  ne  saurait  donc  porter  sur  le  chiffre  des  mil- 
* 8000  o 

lièmes. 

Lorsqu’on  opère  avec  des  tables  de  logarithmes  a sept  décimales,  on 
trouve  ( en  supposant  n > toooo  ) , , 

OlOOOI  OjOOOOOOOT  . O|0O0t 

A<  â ’ e < "“-Te—  > * < g 

Ainsi,  rerreur  e ne  saurait  porter  sur  la  septième  décimale  du  logatîthme 
cherché,  et  l’erreur  e'  ne  saurait  porter  sur  le  chiffre  des  dix-millièmes  (*). 

343.  Calculons  maintenant  l’erreur  qui  résulte  de  l’inexactitude  des 
logarithmes  ( la  proportion  étant  supposée  exacte  ), 

Pour  cela,  nous  allons , dans  ce  numéro , rapporter  les  logarithmes 
tabulaires  (supposés  h cinq  décimales) , ainsi  que  leurs  différences , à 
l’unité  décimale  du  cinquième  ordre , ce  qui  revient  & les  rendre  tous  100000 
fois  plus  grands,  ou  à les  regarder  comme  des  entiers  ; cette  hypothèse  n’a 
nul  inconvénient,  puisque  dans  la  proportion  on  ne  considère  que  les  rap- 
ports que  ces  différences  ont  entre  elles. 

De  là  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus  ou 
en  moins,  d'une  quantité  qui  a pour  limite  supérieure  la  moitié  d’une  unité 
décimale  du  dernier  ordre  (A rith.f  n°  80),  cette  limite  se  trouvera  représentée 

Par 

Première  question.  Étant  donné  un  nombre , déterminer  son  loga- 
rithme. 

Soit  n-f-d  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  n étant  la  partie 
entière , et  d h partie  fractionnaire;  et  soient  l et  V les  logarithmes  de  n et  de 
n -f-  1 , tels  qu’ils  sont  fournis  par  les  tables.  Soient  i et  if  les  quantités  qu’il 
faudrait  ajouter  respectivement  aux  logarithmes  /;  F,  pour  les  rendre  exacts, 

ces  quantités  pouvant  être  positives  ou  négatives,  et  ayant  ^ pour  limite, 

(d’après  ce  qui  vient  d’étro  dit).  En  supposant  la  proportion  exacte, 
comme  nous  le  faisons  ici , on  trouverait  que  le  logarithme  de  n-\-d  est  égal 
h l -f-  i , augmenté  d’une  quantité  x déterminée  par  la  proportion 

xl(l'-f-i')  — + d’où  (en  faisant V — Z = A) 

x = d ( A + if—  i ) ; 

cçf  qui  donnerait  log  (n-f-<Z)  = Z-|-i  -{-d  ( A + i'  — i). 

Mais  an  lieu  de  cela , on  pose  la  proportion 

xU!*(Ct,  d’où  x=dAj 


(")  Le*  caleuW  du  n°  34*  «ont  du*,  pour  le  fond,  k Bertrand  dr  Genève. 
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pais  on  ajoute  dAhl,  et  l’on  rejette  en  omre  tonte  la  partie  fractionnaire  (in 
produit  (te  , sauf  à augmenter  le  dernier  chiffre  d’une  unité  s’il  y a lieu,  ce 

qui  pcutencore  occasioner  une  erreur  dont  la  limite  est  En  représentant  par 

f cette  en-eur , on  prend  ainsi  1 + dA  —/pour  le  logarithme  de  a+d,  d’oh 
résulté  l’erreur  finale 

1+ i + d ( A ■+■  i'—  i ) — l — d&  +f = i ( t — d ) + i'd  +f. 

En  supposant  donc  que  les  trois  erreurs  i,  ï , f,  atteignent  leur  limite  - , 
ce  qui  est  évidemment  le  cas  oit  l’erreur  totale  est  le  plus  considérable,  cette 
erreur  totale  sera  - (t  — d+d+  i)=  i. 

Ainsi , dans  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre , l’erreur  qui  ré- 
sulte de  l’inexactitude  des  logarithmes  tabulaires , peut  s’élever , soit  en 
plus  , soit  en  moins , jusqu’à  une  unité  décimale  du  cinquième  ordre , ( 
ou  généralement , du  dernier  ordre  décimal  des  logarithmes  fournis  par 
les  tables  que  l’on  emploie. 

Seconde  question-  Étant  donné  un  logarithme,  déterminer  le  nombre 
auquel  il  appartient. 

Soit  proposé  de  déterminer  le  nombre  anquel  correspond  un  logarithme 
donné  l + é,  compris  entre  deux  logarithmes  consécutifs  l et  f des  tables, 
cenx-ci  correspondant  respectivement  aux  nombres  consécutifs  n et  n-f- 1 : on 

A / 

prend  n ■+■  — pour  le  nombre  cherché,  la  fraction  — étant  tirée  de  la  propor- 
tion X • I 

Mais  d’abord  , le  logarithme  donné  l-f-  t étant  poussé  seulement  au  degré 
d’approximation  des  logarithmes  tabulaires,  é est  passible  d’une  erreur  po- 
sitive ou  négative  qu’on  petit  représenter  par  -J-  i"  et  dont  la  limite  est  ^ j en  ^ 

outre,  les  deux  logarithmes  tabulaires  l et  V peuvent , comme  ci-dessus,  étft 
fautifs  des  quanittés  positives  ou  négatives  -1-  i et  + »',  dont  la  limite  est 


également  - ; enfin , au  lieu  de  î,  on  devrait  prendre  ( l -f-  ef-f-  f'  ) — (/  -f-  f ), 
ce  qui  donnerait  la  proportion 

S + i“  — i 

d'oh  x — — : — -,  t 


de  sorte  que  le  nombre  demandé  est  réellement 


Jt 


+ 


t -t-  i’  — i 

a -p  i — • i’ 


En  prenant  donc  sa  différence  avec  n , on  aura  pour  l’erreur  commise 
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Sgi» 

J -H"  — i _ / a(i»  — >).— f(r  — i) 

À-f-t'  — t a A(A-4-r--i) 

Le  maximum  relatif  à / s’obtiendra  en  faisant  «T=çA — i ( pourvu  que 
Ton  donne  à i r i',  i",  des  signes  propres  à rendre  aussi  grande  que  possible  la 
valeur  numérique  du  résultat),  ce  qui  fait 

A(t*  — i)  — A(i'  — O-J-f  — < _ l A (ia  — i')  + i'  — i 

A(A-f-i'  — i)  AX  A -f-  i'  — i 


Or,  il  est  visible  que  le  second  facteur  devient  égal  à l’unité  quand 

f=s  -f  “ et  if  cz  — I ; et  qu'il  ne  peut  avoir  de  valeur  plus  grande;  donc  la 

limite  de  Terreur  commise  est  - , quantité  qui  croît  de  plus  en  plus  à mesure 

que  A diminue  ou  qu'on  avance  davantage  dans  les  tables. 

S*  l’on  veut  déterminer  la  valeur  que  doit  avoir  A pour  que  le  nombre 

cherché  ne  soit  pas  fantif  de  la  fraction  i (ce  étant  une  puissance  de  10),  il 

fuudra  satisfaire  à l’inégalité 

dou  û>2*- 


Ainsi,  en  faisant  usage  des  tables  de  logarithmes  à cinq  décimales,  pour 
trouver  le  nombre  plus  grand  que  10000  auquel  appartient  un  logarithme 
donné,  on  ne  peut  compter  sur  le  chiffre  des  dixièmes , à moins  que  les  dif- 
férences tabulaires  ne  soient  au  moins  égales  h 20,  c’est-à-dire  à moins  qnc  le 
nombre  cherché  ne  soit  inférieur  à 3170  environ;  de ‘sorte  qu'au-dessus  de 
cette  limite,  la  proportion  ne  fournit  aucun  chiffre  décimal  du  nombre 
cherché , et  l’on  est  obligé  de  s’en  tenir  à la  partie  entière  foornie  par  la  table, 
ce  qui  vérifie  ce  que  nous  avons  dit  ( Arith . no  208  , 3°). 

Lorsqu’on  emploie  les  tables  de  logarithmes  à sept  décimales  à la  recherche 
d’an  nombre  compris  entre  10000  et  100000,  à l’aide  de  son  logarithme,  on  ne 
peut  compter  sur  le  chiffre  des  centièmes  à moins  que  les  différences  tabu- 
laires ne  soient  au  moins  égales  à ooo , c’est-à-dire  à moins  que  le  nombre  cher- 
ché ne  soit  inférieur  à 21700  environ  ; mais  alors  on  peut  toujours  compter 
sur  le  chiffre  de*  dixièmes . 


344*  Nous  pouvons  actuellement  évaluer  l’erreur  totale  qui  résulte  des 
deux  causes  d* inexactitude  que  nous  avons  traitées  séparément  (n°*  34^  et 
343). 

Dans  lë  n°  3$2 , nous  n’avions  pas  eu  égard  à l'inexactitude  des  logarithmes, 
et  dans  le  n°  343  , an  contraire , nous  n’avons  considéré  que  cette  dernière 
cause  d 'erreur. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  c’est  à celle-ci  qu'il  faut  définitivement  s’en  te- 
nir, sans  avoir  aucun  égard  à l’autre.  En  effet,  dans  la  première  question 
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{déterminer  le  logarithme  d’un  nombre  donné),  ayant  une  fois  constate' 

(n°  343)  que  l’inexactitude  de  In  proportion  ne  peut  influer  sur  le  dernier 
chiffre  des  logarithmes  tabulaires,  on  doit  co^idércr  lu  proportion  comme 
étant  tont-à-fait  exacte,  et  n’avoir  plus  d’égard  qu’à  l’inexactitude  de  ces  loga- 
rithmes. De  même  , dans  la  seconde  question  {calculer  le  nombre  auquel 
appartient  un  logarithme  donné),  la  limite  de  l’erreur  qui  résulte  de  l’inexac- 
titude des  logarithmes  tabulaires  ne  dépendant  que  de  la  différence  tabulaire 
et  par  snite  des  derniers  chiffres  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels  l’in- 
exactitude de  la  proportion  n’a  aucune  influence,  il  en  résulte  encore  que 
'celle-ci  doit  être  tout-à-fait  négligée. 

345.  En  BÉscMé,  d’après  tout  ce  qui  précède,  lorsqu’on  cherche  le  /o- 
garithme  d'un  nombre  compris  entre  1000  et  10000,  au  moyen  de  la  pro- 
portion , et  en  employant  les  tables  à cinq  décimales , on  doit  pousser  le 
calcul  jusqu’à  la  cinquième  décimale  inclusivement , mais  pas  au-delà  , 
en  augmentant,  s’il  y a lieu,  la  cinquième  décimale  d’une  unité,  suivaut  lu 
règle  qui  a été  donnée  {Arith.,  no  80).  Il  faut  toutefois  observer  que  le  der- 
nier chiffre  ainsi  obtenu  peut  être  en  erreur  d’une  unité;  de  sorte  qu’une 
somme  de  logarithmes  et  de  complc'mcns  arithmétiques  de  logarithmes  peut 
être  fautive  d’une  quantité  dont  la  limite  est  autant  d’unite's  décimales  du  • 
dernier  ordie , qu’il  y a de  parties  dans  cette  somme;  de  sorte  aussi  que,  si 
dans  la  vue  d’obtenir  une  puissance  d’un  nombre,  on  multiplie  son  loga- 
rithme par  l’exposant  de  là  puissance,  le  logarithme  qui  en  résultera  pourra 
être  fautif  d’autant  d’unités  décimales  du  dernier  ordre  qu’il  y a d’unités 
dans  l’exposant  de  la  puissance.  Il  n’en  est  pas  de  même  des  extractions  de 
racines,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  les  logarithmes  sont  divisées  pries 
indices  de  ces  racines. 

Tout  ceci  est  applicable  aux  tables  à sept  décimales,  avec  cette  différence 
que  le  nombre  snr  lequel  on  opère  est  supposé  compris  entre  10000  et  100000, 
et  que  le  logarithme  doit  être  calculé  jusqu’à  la  septième  décimale. 

Au  contraire,  lorsqu’on  cherche  un  nombre  (toujours  supposé  com- 
pris entre  les  mêmes  limites)  au  moyen  de  son  logarithme,  le  degré 
d’approximation  qu’il  est  possible  d’obtenir  en  fraction  ordinaire  a tou- 
jours pour  mesure  V unité  divisée  par  la  différence  tabulaire  (quelle  que 
soit  celle  des  tables  qu'on  emploie);  mais  si  l’on  veut  obtenir  le  nombre 

cherché  sous  forme  décimale,  à —,  d’unité  près,  comme  on  le  fait 

J 10  100  1 

presque  toujours,  la  différence  tabulaire  doit  être  au  moins  égale  au 

double  du  dénominateur  de  la  partie  fractionnaire  décimale  cherchée,  sans 

quoi  il  faut  renoncer  à obtenir  le  degré  d’approximation  demandé  ; de  sorte 

que  la  proportion  devient  tout-à-fait  inutile  pour  la  question  actuelle  si  la 

différence  tabulaire  n’est  pas  au  moins  égale  à ao. 


FIN. 
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POUR  LES  MATHÉMATIQUES,  LA  MARINE  ET  LES 
V ; • SCIENCES  EN  GÉNÉRAL. 


EXTRAIT  DU  CATALOGUE 

Des  Livres  qui  se  trouvent  chez  BaCHF.LIER  (Snccrdefeu  Mra®  veuve 
Courcier ) , libraire,  quai  des  Augustins , n°  55. 


* OUVRAGES  ADOPTES  PAR  L’UNIVERSITÉ  DE  FRANCE, 

pour  l’enseigmemcnt  dajvs  les  collèges,  et c. , etc. 

Ouvrages  de  M.  LACROIX  , Membre  de  l’Institut  et  de  fa  Le aioti-d' Honneur  % 
Doyen  des  Sciences  à l’Université , Professeur  au  Collège  Je  France , etc. 

, cours  ni:  mathématiques  h l'usage  de  l'École  centrale  de?  Ouat tc- 

Nations  , Ouvrage  adopté  par  le  Gouvernement  pour  les  Lycées,  Écoles  Se- 
condaires , Gorges,  «te.  , 9 vol.  in-8. , r 3g  \r. 

Chaque  volume  du  Cours  de  M.  Lacroix  se  rend  séparément , savoir  : 

U rai té  élémentaire  ^'Arithmétique,  17e  édition,  1836,  afr. 

Lie  mens  df  Algèbre , 14e  édition,  ?8aî>,  4 fr. 

Llfinens  do  Géométrie,  i3e  édition,  i8*j5,  4 fri 

ri  raité .élémentaire  de  Trisoftométriç  rectiligne  et  sphérique , et  d’Application  do 
l’ Algèbre  h la  'Géométrie,  édit.  , 182-  , 4 ”*• 

Complément  des  Elément  d'Algèbre,  5e  cuit. i8a5  , 4 fr. 

Coinpl» nient  des  Elémcus  de  Géométrie,  ou  ÊJénicns  de  Gc'oinétric  descriptive,^ 
r ,5®  édition  , i.iaa,  3 fr. 

i rgité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  cl  de  Calcul  intégral,  4e  édition,  1827, 

# “ . / # 8 fr. 

rasais  sur  l’enseignement  on  general , et  sur  celui  des  Mathématiques  en  parti- 
culier, ou  Manière  d’étudier  ci  d’enseigner  les  Mathématiques , 1 v.  in-8.;  seconde 
édition,  revue  et  augmentée,  1816,  5 lr. 

TRAITE  ELEMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS,  in  8.  , 

f ‘ a«  édition.  i8aa,  avec  une  planche,  . 5 fr. 

TRAITE  COMPLET  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL  ET  INTEGRAL,  3 ro). 
iM-,  ; . . 66  f. 

L Introduction  de  l’ Essai  sur  l’enscigncinent  traite  de  la  cnlturc  des  Mathéma- 
tiques pendant  le  18e  siècle,  cl  de  leur  influence  sur  la  marche  de  l'esprit  humain 
dans  cet  intervalle.  Il  est  terminé  par  l'analyse  de  tontes  les  parties  du  Cours  do 
l Au leur ^et  l'indication  de  la  marche  qu’il  a suivie  dans  ses  leçons  publiques.  11  s’est 
proposé  de  réunir  dans  un  même  cadre  tout  ce  qu’il  y a de  plus  important  et  do 
plus  précis  sur  la  philosophie  des  Sciences  mathématiques. 


Le  'J  rai  lé  élémentaire  d’ylrithmélique  , les  Elèmens  d1 Algèbre , qui,  ne 
contiennent  que  les  principes  et  les  • méthodes  d’une  application  usuelle;  h*  Elé- 
viens  de  Géométrie , où  l’Auteur  a tâche  de  concilier  les  rigueurs  des  défhons- 


mque  et  ses  applications,  cjui  sont  ordinairement  le  but  principal  de  l'étude  des 
Mathématiques.  11  n'a  cesse,  h chaque  édition , de  perfectionner  les  détails  de  ses 
ouvrages  et  de  veiller  à leur  correction. 

ROUÉ  DON,  Inspecteur  de  P Université  de  Paris , Examinateur  desodspirans 
a P Ecole  polytechnique.  ELEMENS  D’ARITHMÉTIQUE,  1 vol.  fo8., 
5®  édit.  , i8ar,  ^ < 

— — ELEMENS  D’ALGÈBRE  > 5e  édit  , i fort  vol,  ia-8°. , 1828, 


5 Jr 
7 fr.  le  c 


4- 


* 

1 


* ^ 


i '^r 
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wr  m 


BOURDON.  APPLICATION  DE  L’ALGEBRE  A LA  GÉ  DM  ÉMUE., 

i fort  vol  in-Si  grec  i5  planches,  iSaO,  ;tr.5oc. 

JtlOT-.  Membre  île  l'Instit  ut,  prdfes-enr  nu  Collège  île  l'rance , etc.  TR  A [IL 
, ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONOMIE  PHYSIQUE,  .lentille  h l’enseignement 
dois  les  Colleges,  ctei  ; 3 vol.  in-8.,  1810. 

PHYSIQUE  MECANIQUE  , traduite  ne  l'allemand  île  Fischer,  avec  notes, 

4'- édition  . considérablement  augmentée  , sous  presse,  tn-8  , avec  figures.  * 

ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  appliquée  au*  courbes  et  aux, 

surfaces  du  second  ordre,  tn-8. , avec  dix  planches,  i8i(j  ; Réédition,  revue, cot- 
rifiec  et  ruementee,  b L 5o  c.  • 


Uctcvmmcs,  rte  ta  ligne  iiroue  er  lies  lignes  nu  secun.i  unur  , 1 un.  ,u  ... .a  ,1..,.. . .. 

— THEORIE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGEBRIOUE 

et  de  rÉlitnination  entre  deux  équations  à deux  inconnues.  In-8.  or.,  t8ay  1 A 5'>  e. 


l,c  texte  pur  se  vend  séparément,  , «fr- 

Les  Notes  se  vendent  aussi  séparément,  I Çf- * 

GÉOMÉTRIE  contenant  la  Trigonométrie  rectiligne  et  la  Trigonométrie 

sphérique  ; Notes  sur  la  Géométrie,  Elenicns  de  Géométrie  descriptive  cl  Pro- 
blèmes; par  Raiaact»,  3*édit.  avec  ai  planches,  t8aô,  b !/• 

Le  texte  pur  sc  rend  séparément,  4 4'r- 

Les  Notes  se  vendent  aussi  séparément , » 4 ‘r* 

LA  CAILLE  et  MARIE.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DK  MATUÉMA- 


D1 


M 


-.'♦Y. 


Tl  O U ES , 5*  ctlil.,  avec  des  Noies  par  M.  Laliev,  Pcplesscur  de  Mathématique» 
et  Examinateur  des  Candidats  pour  l'Ecole  Polytechnique,  in-8. , <i  fr.  55»  c. 
EMONEËRRAND  .'  Professeur  de  Mathématiques  et  de  Physique  an  College  de 
Versailles.  MANUEL  D’ELECTRICITE  DYNAMIQUE,  ou  Traité  sue 

i’Aciion  mutuelle  des  conducteurs  électriques  cl  des  ainians  , et  sur  la  nouvelle 
Théorie  du  Magnétisme,  pour  faire  suite  à tous  les  Truités  de  Physique 
élémentaire,  in-8.  i8ï3 , avec  5 planches,  4 

HAUY.  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  adopté  par  le  Conseil 
royal  ds  l'Instruction  publique  pour  renseignement  élans  le»  Colleges;  troisième 
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édition  , considérablement  augmentée  , a vol.  in-8. , avec  it)  pl. , 

MONGE.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  STATIQUE,  h l’usage  de»  Ecoles  de 
U Marine;  6*  édition , in-8. , revue  par  M.  Hachette  , ex -Instituteur  è i Et  oie 
Polytechnique,  Professeur  de  Malliématiques,  etc. , t8a6 , 3 fr.  5oc. 

OUVRAGES  DESTINÉS  AUX  CANDIDATS  DE  L’ÉCOLE 
% POLYTECHNIQUE  ET  DES  ECOLES  MILITAIRES. 

Ouvrages  de  M.  le  baron  REYNAUD,  Examinateur  des  Candidats  de  l'École 
Polytechnique  et  de  l’Ecole  spèciale  militaire. 

,o.  ARITHMÉTIQUE,  h l’usage  des  Élèves  qui  se  destinent  b l’École  Polytech- 
nique et  li  l’Ecole  militaire;  14*  édition , augmentée  d’une  Table  des  Logarithmes 
des  nombres-  entiers , depuis  un  jusqu’à  dix-mille,  t vol.  in-S".,  1817,  . 4^r-a°Ç- 
a».  ÉLEMENS  D'ALGÈBRE, 4P  usage  des  Élèves  qui  sc  destinent  !i  J’Ecole  royale 
Polytechnique  et  5 l’Ecole  spéciale  militaire,  uvol.  tn-8.;  7e  e'dit.,'1828.  • . r 

3°.  ALGEBRE,  apc.  édit., 3'  section,  1 vol.  In-8-,  1810,  a ff- 

4».  TRIGONOMETRIE  RECTILIGNE  ET  SPHERIQUE;  3*  édition,  suivie 
des  TABLEiLDES  LOGARITHMES  «les  nombres  et  des  lignes  uignnom.- 
triques  de  LALANDE,  in-18,  avec  ligures,  1S1S,  5 lr- 
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Trigonométrie , se 
•a  fr. 


L*’«  TaMes  «le  Logarithmes  île  LALANDE  seules,  sans  la 

tendent  séparément , * _ . 

S».  TRAITE  D’APPLICATION  DE  L’ALGEBRE  A LA  GÉOMtrittL 
RT  DE  TRIGONOMÉTRIE,  à l’u'a^c  iin  Elèves  qui  se  donnent  5 1 Ecole 
Polytechnique,  <cle.;  i vol.  in-8  -,  avec  lo  planches.  l8tq.  \Sr 

C».  COURS  ELEMENTAIRE  DE  MATHEMATIQUES,  DE  PHYSIQUE  El 

DE  CHIMIE , suivi  de  quelques  notions  d'Asuononii",  h l’tnage  tics  clives  qui  »e 
destinent^  subir  les  examens  pour  le  Baccalaureat  cs-lctties,  un  roi.  in-b°  avec 
i { plancltts , , , r* 

C«-  Cours  est  entièrement  conforme  au  programme  nui  a ete  public  par  ordre 
de  ITtir  eisité.  dans  le  Manuel  pour  le  Baccalauréat  ès-lettres.  # 
r ;o.  REYNAUD  et  DUHAMEL.  Problèmes  et  Dévdnppemcns  sur  diverses  parues 
«le i Matin 'niatiunes , in-8. . i8a3 , avec  1 1 planches , # ?* 

8°.  AlÛTIlMÉTUJbÉ  , à l'usage  des  ingénieurs  dn  Cadastre,  in-8.,  . 

u°  MANUEL  de  1 Ingénieur  «lu  Cadastic;  par  MM.  Ponimies  et  Rcynaud  , in-4.  * 
*'  4 il  lr. 


i<»o.  TRAITÉ  DE  TRIGONOMÉTRIE  dcLagrivc,  avec  les  Note»  de  Rcynaud, 


in-8.. 


fr. 


Notes  sur  Besnut , par  M.  le  baron  Rcynaud. 

i,».  NOTES  SUR  L’ARITHMETIQUE,  i3-  édit.  in-8.,  i8a6,  * fr-  5oc. 

ri".  SUR  LA  GEOMETRIE,  in-8,,  3«  edil. , i8a5,  ^ . . 4 Jr- 

1 3°  SUR  L’ALGÈBRE  et  Application  del’Algcbre  I.  la  Géométrie , io-8. , 

.8aa,  . 4fr- 

Ouvrages  de  M.  GARNIER,  er-Prrfesseur  A l’Ecole  Polytechnique,  Docteur 
rie' /'/  Faculté  des  Sciences  de  l’ Université , Projesseur  de  Mathématiques 
û l’Ecole  royale  militaire . 

a fr.  5n  c. 
qqc> 
1.  fr. 


TRAITÉ  D’ARITHMÉTIQUE, aeidit-, in-8.,  1808,  . 

ÉIÆMENS  D’ALGÈBRE,  k l’usagedcs  A>pirans  h l’Ecole  Polytechnique* 


3e  édit. , in-8. , iM  i , revue, corrigée  et  augmentée,  , 

Suite  de  ces Élemcns , a*  partie,  ANÀLYSE  ALGÉBRIQUE,  nouv.  cuit. , 

considérablement  augmentée,  in-8. , 181 4 » . „ . 1 • 

GEOMETRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  l’Algèbre  h la  Géométrie  ; 


8i3,  (ifr. 


sc«:«»ndc  édition,  revue  et  augmentée,  1 vol.  in-8.,  avec  i4  planches, 

- LES  RECIPROQUES  de  I » Géométrie,  suivis  d'un  Recueil  de  Problèmes 

et  «le  Théorèmes , etile  Jp  construction  tics  Tables  trigonomctiiques , in-b.,^  éd. , 
considérablement  auementée , 1810. 


1 vol.  in-8.,  avec  11  planches  ,181.,,  . 4 „ 

LEÇONS  DE  CALCUL  DUTERENT1EL  ET  INTEGRAL,  1 vol.  m 8 , 

avec  4 planches,  1811  et  1811,  . ij  lr. 

TRISECTION  DE  L'ANGLE,  suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  meme 

sujet , in-8.,  i8oq,  a fr.  5oc. 

DISCUSSION  DES  RACINES  des  Équations  déterminées  dn  premier  degrc 

a plusieurs  inconnues  , et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques 


h deux  inconnues;  Ie  édit.,  1 vol.  in-8., 


1 fr.  80  c. 


l'RANGŒUR,  Professeur  delà  Facnlté  des  Sciences  .le  ParU , «‘Examinateur  dra 
Candidats  de  l'Ecole  Polytechnique,  etc.  COURS  COMPLE'I  DE  MAI  HE- 
MATIQUES PURES  . tiédie  à S.  M-  Alexandre  1er,  Empereur  de  Rnss.e; 


Ouvrage  destiné  aux  Elèves  d<  s Ecoles  Normale  cl  Polytechnique,  et  aux  Lan- 
«üdats  qui  se  préparent,  h y être  admis  , etc.;  troisième  édition,  revue  et  aug- 


mentée, 1 vol.  in-8.,  avec  ligures,  1817,.  , 

— URANOGRAPU1E  ou  TRAITE  ELEMENTAIRE  D’AS I R ON  O MIE  , 

h l'usage  des  1 
nispbères , 

’i'u 


p personnes  peu  versées  dans  les  Malliémati«jues,  accompagné  «le  pla- 

, etc.  ; 3*-  édit.,  cQesidérah.  aucm. , 1 vol.  in-8. , avec  pl.  , 18x1  » ? r' 

TRAITÉ  DE  MÊLA  N It.)  UE  ELEMENTAIRE,  5«  édit.  i«n5,  l 'fr. . 5o  c. 

SUZANNE,  Docieur  t-j-Scicuce»,  Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Chat- 
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TmoHH  knVaru-  DJt  M\  MAKI  ÈRE  D'ÉTUDIER  LF»  MATHÉ.M  V 
IlV>LEH,  Ouvrage  destine  «\  sci*ir  de  guide  aux  foi  mes  gens.  /«  ceux  sur  ont 
qm  vexent  approfondir  celle  Science,  on  qui  aspirent  a *lre  admis  à l'Ecole 
Normale  ou  à 1 École  Polytechnique  ; 3 gros  vol.  in-8- , avec  ligures , 

Choque  partie  se  vend  «eparemçnt,  savoir  : 

~ 1 mnicre  partie .PRECEPTES  GÉNÉRAUX  et  ARITIIMÉTIOUE  ; 
con»k  edit.,  considérablement  augmentée,  in-8.,  k*r 

ÿ,ccVIî<lc  P^rUe,  ALGEBRE  , épuisée.  - 

~ partie , GÉOMÉTRIE , in-8. , * 6 frVîo  c 

^ ÇGHAftLAT^  Profcuftnr  de  Mathématiques  transcendantes  an,  É'-olcs  mili- 

tim’  .»w®,ÏLw'S?!1!Î*V  el?-  EéEMENS  de  calcul  diiterkn- 

1 1 • I ' f l7- / 1 li  l i!- ' ni'i' T?,,’  n T. V-L'.1  ' ’ ri7,le ''  augmentée,  in-8.,  avec  ni.,  iprfi,  fi  fr. 

J HÉ  OR  IF.  DES  COURBES  et  tic»  Surface»  du  second  ordre , précédée  de» 
Jie'niipjsloru  jmnenlaux  de  la  Géométrie  ifnalvtinue  : a»  ed. , nue  ni.  in-8.  (i  IV 
ELÉ  IENS  DE  MECANIQUE,  in-8.  a»  editiorf,  revue  et  considt ralliement 
‘"Pincmcc,  ateqpJanches,  t8a;  , jf 

ÎOISSON  Membre  de  l'Institut,  Professeur  h l’Ecole  Polytecl  nique  et  i là 

et  Mcînbre  aHioin‘  du  Bureau  des  f.ongUudo. 
b f.l  .Bu  MONIQUE,  a j.  in-8.,  de  plu.  de  5oo  pog.  chacun,  aVec 

Ce  Train!  de  Mécanique,  le  plu»  complet  qui  existe,  a été'  adopté  par  lÉroie 
Polytechnique  pour  1 instruction  de»  Elèves.  Il  renferme,  en  outr#;  le»  muions 
de  Statique  élémentaire  qu  on  exige  des  Candidais  qui  se  destinent  pour  ladite  École. 

POINSOT,  Membre  de  ilastittu.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  STATIQUE  • 

Tv^rPns^-  ,"fMru1ttlon,  pwÿiqne  , in-8  , edit.,  .8a'( , arec  pl.,  . ' V 5 fr* 

DELAMBRE,  Masulne  de  I Insiitni.  ARREGE  D’ASTHONOMIE,  ou  Leçons 
J* voMaS*3  1-^3  l°n0m,e  1 el  Prat'^,,e  données  au  (joflegç  de  France, 

L^vvrt-ti^vi1ICKir!';''-vrT,'i-  Ÿ ).vMMnbre  dix  rjnsiitut.  EXPOSITION  DU 
MS1K.1E  DU  MONDE,  5*  cdu.,  i8a|»  »«'4*>  *ycc  portrait,  i5  fr. 

Le  mc’mc.  î vol.  m-H.,  ijhL  1 

— ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITÉS  , in-8-,  5 «lit. , 
MONGE, Membre delTosiitiit,  ete.  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE,  5«  édition! 

augmentée,  d une  1 beoiie  des  Omrires  et  de  la  Perspective,  extraite  des  papiers  île 
1 Auteur;  par  M.  BIUSSON  , ancien  élève  ,1e  J'Ecoi?Poljlecl,i.iqne,  'ingénieur 

T vVRÎA-raÇc'ï"  '.  ">»•  «vec  aS  pl. . .8a7,  ,-a  lr.# 

h'uriitt  t-  - «le1Gc°nic‘r,ean«|yi,q.lc,  a«  édit*  revue  et  otigm.,  a fr  5o  c. 

IJfLUlL  himn  de  Matlicu, atiqnes,  contenant  qtielqïïcs  details  sur  i’Atithmé- 
Jr!îi,  ,rc’  « Gcornetrie  et  la  Statique,  in-8..  i.Stn,  , fr 

TR  AI  IL  DE  LA  RESOLUTION  DES  EQUATIONS  NUMÉRIQUES  du 

toits  les  deg«»,  avec  Notes  sur  pfiisirurs  points  de, la  Théorie  des  Enitatioits 
algebiiqnes;  par  LAGRANGE,  Membre  de  l’institut,  Grand-Officier  île  la  Ll- 
Bjon-d  Honneur,  etc.;  3* édition,  is>:}.,  i8aG, 


fr. 


Dï';T,r^I!V.V!r/T'^  Rrfrtitcnr  .h  l’École  Polytechnique.  MÉLANGES  D’ANA- 
éYSE  ALGÉBRIQUE  ET  DE  GÉOMÉTRIE,  i vol.  in-8.,  avec  planches , 

HACHFTrrE.  PROGRAMME  D’UN  COURS  DE  PHYSIQUE,  ou  Âéds’dei 

Leçons  sur  le  calorique  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  h la 
Physique,  i roi.  »n-8.,  iPog,  £fr  J 

âc  ,r!*s,il,,t-  LF.ÇO  NS  SUR  LE  CA  LC  LL  DES 

l’UINGl  lOiNS.  nouvelle  editj»n  , in-8.,  (J  f,  Kn  .. 

EULER.  ELÉ  MENS  D ALGEBRE,  nouvelle  édition  , revue  par  MM.  Lagrange 
et  Garnier,  a *ol.  »n-8. , 1 h...  «-r 

DT?ktf^  DE  calcul  diffèren- 

ilELEi  DE  CALCUL  LN1LGRAL,  a vol.  în-8*,  1810  et  181 1,  i(i  fr. 
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